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Предисловие 

• 

Целью этой книги является многоуровневое описание физической 

картины мира с позиций геометрии. 

В первой части изложены основы общей теории относительности, 

дополненные методами задания систем отсчета, что приводит теорию в 

соответствие с ее названием - делает возможным корректное описание 

явлений относительно произвольных систем отсчета и позволяет дать 

физическую интерпретацию уравнений и следствий теории. 

Во второй части приведен ряд наиболее существенных результатов, 

полученных при исследовании оснований и свойств общей теории от

носительности. В частности, здесь рассмотрены вопросы соотношения 

теорий гравитации и электромагнетизма в рамках четырех измерений, а 

также представлены основы теории фермионной материи в искривлен

ном пространстве-времени. 

Общая теория относительности является лишь первым шагом в фор

мировании геометрического подхода (парадигмы) к описанию физиче

ского мира. Успешная геометризация гравитационного взаимодействия 

делает закономерным распространение геометрического подхода на опи

сание иных видов физических взаимодействий. В третьей части книги 

предложено решение этой задачи на основе многомерной теории типа 

теорий Калуцы и Клейна, которая органически включает в себя эйн

штейновскую общую теорию относительности. 

В настоящее время наука располагает необходимым потенциалом для 

метафизического анализа всего геометрического подхода (геометрофи
зики) и создания на этой основе новой картины мира, которая вобрала 

бы в себя наиболее важные достижения как геометрического, так и иных 

миропониманий. С этой целью в четвертой части книги предлагается ис

пользовать метафизические принципы, позволяющие классифицировать 

развивавшиеся в ХХ веке теории и программы по парадигмам, соот

ветствующим видениям физического мироздания под разными углами 

зрения, при этом геометрофизика представляет собой теорию в рамках 

одной из возможных метафизических парадигм. 
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Многие трудности общей теории относительности и всего геометри

ческого подхода обусловлены проблемами сопряжения понятий, прису

щих разным метафизическим парадигмам. К ним, в частности, отно

сятся проблемы квантования гравитации, законов сохранения в общей 

теории относительности, обоснования свойств пространства-времени и 

некоторые другие. Комплексное рассмотрение проблем под разными уг

лами зрения, т. е. с позиций разных метафизических парадигм, позво

ляет осмыслить корни возникших трудностей и наметить пути их пре

одоления. 

Первые две части книги могут служить пособием для изучающих 

основы общей теории относительности и теории гравитации. В третьей 

части особый интерес для преподавателей и студентов представляет гла

ва 8 ( «Пятимерные теории Калуцы и Клейна»), а также начальные раз
делы последующих глав. Четвертая часть предназначена для углублен

ного изучения геометрофизики и для специалистов в области теории 

гравитации и объединения физических взаимодействий. 

Предлагаемая читателю книга основана на курсах лекций, читаемых 

в течение многих лет на физическом факультете Московского государ

ственного университета им. М. В. Ломоносова, а также на оригинальных 

результатах автора и его коллег в области геометрофизики. 

Автор выражает благодарность коллегам и всем участникам семи

наров «Геометрия и физика» и «Метафизика» (физический факультет 

МГУ) за сотрудничество и многократное обсуждение вопросов, кото

рым посвящена эта книга. Автор особо признателен своим ученикам, 

в содружестве с которыми разрабатывались многие разделы книги, в 

частности, автор благодарен А. В. Соловьеву, С. В. Болохову, В. А. Кли

менкову и А. С. Михайлову, принявшим участие в подготовке рукописи 

к изданию. 



Введение 

т 

Создание общей теории относительности (ОТО), ставшей важным 

этапом в познании сущности пространства и времени, существенно из

менило представления о мире. В сферу физики оказались включенными 

такие глобальные вопросы мироздания, как свойства мира в целом, про

исхождение и эволюция Вселенной, ранее относившиеся к компетенции 

философии. Появились все основания говорить о геометрическом миро

понимании или о геометрофизике. 

Однако сам Эйнштейн понимал, что открытая им ОТО представляет 

собой лишь первый шаг в построении геометрического взгляда на физи

ческий мир и считал правую часть своих уравнений дефектом теории. 

«Правая часть включает в себя все то, что не может быть пока объ

единено в единой теории поля. Конечно, я ни одной минуты не сомне

вался в том, что такая формулировка есть только временный выход из 

положения, предпринятый с целью дать общему принципу относитель

ности какое-то замкнутое выражение. Эта формулировка была ведь по 

существу ')-1,е более чем теорией поля тяготения, несколько искусственно 

оторванного от единого поля еще неизвестной структуры» [199, с. 286]. 
Поискам теории единого геометризованного поля Эйнштейн посвя

тил последние 30 лет своей жизни. Некоторые считали эти годы потра
ченными им впустую, однако на рубеже ХХ и XXI столетий усилия Эйн
штейна получили иную оценку. Оказалось, что проблема поиска «едино

го поля неизвестной структуры», а точнее, в его понимании, геометриза

ции всей физики, включает в себя две принципиально различные задачи. 

Во-первых, предстояло осуществить программу-минимум Эйнштейна -
найти единое геометрическое толкование всех бозонных полей (перенос

чиков известных видов физических взаимодействия) и, во-вторых, попы
таться реализовать программу-максимум - геометрически описать всю 

весомую материю: тела в классической физике и фермионные поля в 

микромире. Осуществлению первой из этих программ методами извест

ной геометрии и посвящена большая часть настоящей работы. 

В соответствиии с четырьмя уровнями понимания геометрофизики 

книга включает 4 части (см. блок-схему рисунка 1). 
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Пара,цигмальные проблемы 
ОТО и геометрофизики 

Геометрофизика 
4-й уровень 

как теория одной Сращштельный метафизический 
миропонимания -----(IV -я часть) из метафизи- анализ теорий разных парадигм 

ческих парадигм 

~ Классификация физических теорий 

/ 
3-й уровень Многомерная 

rеометрофизики 
(IП-я часть) геометрофизика 

~ 

/ 
Обобщенная 2-й уровень 

геометрофизики 4-мерная картина -(П-я часть) 
мира 

~ 

/ 
Эйнштейновская 1-й уровень 

rеометрофизики общая теория -(I-я часть) 
относительности 

Рис. 1. Блок-схема содержания книги 

по метафизическим парадигмам 

8-Мерная теория грави-
сnльных взаимодействий 

7-Мерная теория грави-
электрослабых взаимодействий 

6-Мерная теорnя Калуцы-Клейна 

5-Мерная едnная теория 
гравитации и электромагнетизма 

Свойства римановой 
геометрии и физических 

полей в ОТО 

Эквивалентные формулировки 
ОТО, основанные на аналогиях 

с электромагнетизмом 

Взгляд на ОТО с позиций 
более общих дифференциальных 

геометрий (Схоутена) 

Монадный метод задания 
систем отсчета 

Физически наиболее важные 
решения уравнений Эйнштейна 

Основания общей 
теории относительности 
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Первый уровень понимания геометрофизики опирается на эйнштей

новскую ОТО, которая рассматривается здесь, в соответствии с позици

ей самого Эйнштейна, в качестве первого этапа в развитии геометрофи

зики. 

Второй уровень понимания геометрофизики исходит из углубленных 

представлений о римановой геометрии, положенной в основание ОТО. 

Сюда относятся исследования симметрий, различные виды соответствий 

и классификации метрик, в частности алгебраическая классификация 

Петрова пространств Эйнштейна. 

Расширению геометрофизического «видения» способствовало откры

тие более общих дифференциальных геометрий, которое в значительной 

степени стимулировалось попытками обобщить эйнштейновскую теорию 

гравитации в рамках 4 измерений с целью объединения гравитации с 
электромагнетизмом. Трудно указать другую проблему теоретической 

физики, на решение которой было бы затрачено столько усилий. 

Другой пласт работ был связан с проведением многочисленных ана

логий между теориями гравитации и электромагнетизма. В какой-то ме

ре это был обратный ход мысли, - не геометризовать электромагнетизм, 

а, наоборот, переформулировать теорию гравитации по аналогии с тео

рией электромагнитного поля. В итоге был получен широкий спектр эк

вивалентных формулировок одной и той же теории гравитации, соответ

ствующий тезису Р. Фейнмана, сформулированному на примере форму

лировок электромагнетизма и квантовой теории: «Мне всегда казалось 

странным, что самые фундаментальные законы физики после того, как 

они уже открыты, все-таки допускают такое невероятное многообразие 

формулировок, по первому впечатлению неэквивалентных, и все же та

ких, что после определенных математических манипуляций между ними 

всегда удается найти взаимосвязь. ( ... ) Я не знаю, что должно означать 
это желание природы выбирать такие любопытные формы, но, может 

быть, в этом и состоит определение простоты. Может быть, вещь проста 

только тогда, когда ее можно исчерпывающим образом охарактеризо

вать несколькими различными способами, еще не зная, что на самом 

деле ты говоришь об одном и том же» (164, с. 207]. 
Третий уровень понимания геометрофизики представлен в следу

ющей части - «Многомерность физического мира», где обоснована не 

только возможность, но даже необходимость перехода к геометрической 

картине мира в рамках пространства-времени большего, нежели четыре, 

числа измерений. В первой из глав этой части на основе монадного ме

тода (4+1-расщепления) изложена уже ставшая классической 5-мерная 

единая теория гравитации и электромагнетизма Калуцы и раскрыты ее 

основные следствия, названные А. Саламом «чудесами Калуцы». Пока-
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зано, что претензии к 5-мерной теории, долгое время препятствовавшие 

ее признанию, имели в значительной мере психологический характер, 

обусловленный необычностью выхода за пределы традиционного 4-ме

рия, и могут быть сняты при использовании пространственно-времен

ных многообразий еще больших размерностей. 

Далее геометрический подход распространяется на описание дру

гих известных видов фундаментальных физических взаимодействий -
на сильные и электрослабые взаимодействия. Показано, что для еди

ного описания всех видов физических взаимодействий достаточно ис

пользовать 8-мерное пространственно-временное многообразие, в кото

ром проявляется удивительная симметрия четырех классических хµ, где 

µ = О, 1, 2, 3, и четырех скрытых х4 , х5 , х6 , х 7 (внутренних, компакти
фицированных) координат. Оба вида подпространств имеют по четыре 

размерности, причем в каждом из них по одной координате являются 

выделенными. Среди классических координат к таковым относится ко

ордината времени х0 , а среди скрытых координат - координата х4 , соот
ветствующая каналу 5-мерной теории Клейна-Фока-Румера. Данный 

вывод существенно отличается от широко распространенного мнения, 

что для построения объединенной теории физических взаимодействий 

нужно использовать пространство-время 11 измерений. 
В третьей части показано, что в рамках 8-мерной геометрии можно 

построить объединенную теорию, совмещающую 4-мерную эйнштейнов

скую теорию гравитации и теорию сильных взаимодействий, описывае

мую ныне в рамках калибровочной SИ(З)-инвариантной модели (хромо
динамики). При этом три скрытые (компактифицированные) простран

ственно-подобные корординаты х5 , х6 , х 7 соответствуют трем цветовым 
зарядам кварков в хромодинамике. 

От 8-мерной теории грави-сильных взаимодействий можно перейти к 

объединенной теории гравитации и электрослабых взаимодействий, со

ответствующей теориям Эйнштейна и модели Вайнберга-Салама-Глэ

шоу. Для этого нужно редуцировать теорию на гиперповерхность, где 

сливаются пары из трех «цветовых» координат, например, когда х6 = х7 . 
Три возможности такого выхода на 7-мерную гиперповерхность интер

претируются как наличие трех поколений элементарных частиц в теории 

электрослабых взаимодействий. Тем самым предлагается объединить из

вестные виды физических взаимодействий не путем механического со

единения теорий (методом «сложения кубиков»), как это делается в на

стоящее время, а посредством вложения теорий друг в друга (принцип 

«матрешки»). В едином пространстве скрытых размерностей существу

ет своя, внутренняя геометрия, описывающая свойства элементарных 
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частиц, участвующих как в сильных, так и в электрослабых взаимодей

ствиях. 

Наконец, посредством двукратной сшивки трех скрытых размерно

стей калуцевского типа осуществляется переход к 6-мерной теории, ко

торую естественно называть теорией Калуцы-Клейна. 

Четвертый уровень миропонимания, изложенный в 4-й части книги, 

развит с целью обоснования необходимости перехода от геометрофизики 

к более совершенному мировосприятию, вобравшему в себя достижения 

как геометрического, так и других (физического и реляционного) миро

пониманий. Здесь предлагается взглянуть на теорию относительности и 

геометрофизику уже не изнутри ее парадигмы, а извне - с самых об

щих метафизических позиций. Д'Аламбер сказал: «Строго говоря, нет 

науки, которая не имела бы своей метафизики, если под этим понимать 

всеобщие принципы, на которых строится определенное учение и кото

рые являются зародышами всех истин, содержащихся в этом учении и 

излагаемых в нем» [41, с. 16]. 
Фундаментальная теоретическая физика на рубеже ХХ и XXI веков 

вплотную приблизилась к метафизике. Достигнутые наукой результаты 

позволили вскрыть важные свойства и принципы метафизики 1 . В пер
вой главе 4-й части излагается теория гравитационного и иных видов 

взаимодействий в рамках метафизических парадигм, отличных от гео

метрической парадигмы (геометрофизики). В частности, рассматрива
ются теории гравитации в рамках парадигмы ньютонова типа, примером 

которой может служить релятивистская теория гравитации; теории в 

рамках физической парадигмы, представленные исследованиями супер

симметричных теорий и теорий суперструн; варианты теории прямого 

межчастичного взаимодействия Фоккера-Фейнмана в рамках реляци

онного подхода (концепции дальнодействия). Это позволяет перейти к 

метафизическому анализу и сравнить теории и исследовательские про

граммы из разных метафизических парадигм. 

Заключительная глава посвящена рассмотрению парадигмальных 

проблем ОТО и всего геометрического подхода, обусловленных абсо

лютизацией используемых в теории категорий или смешением понятий, 

присущих теориям из разных метафизических парадигм. В частности, 

к ним относятся проблемы законов сохранения в ОТО, гравитационных 

волн, квантования гравитации и некоторые другие. 

1 Эта часть существенно опирается на материал, изложенный в книге автора «Ме
тафизика» [41], где были охарактеризованы возможные метафизические парадиг
мы и продемонстрировано их проявление в фундаментальной теоретической физике 

ХХ века. 



'lасть 1 

Общая теория относительности 
и геометрическое миропонимание 

..... 

Приступая к рассмотрению наиболее важных понятий и следствий 

математического аппарата общей теории относительности (ОТО), пред

ставим план данной части. В первой главе вводятся основные понятия 

ОТО: тензоры, метрика, символы Кристоффеля, уравнения геодезиче

ских линий, кривизна, уравнения Эйнштейна, т. е. тот традиционный 

материал, который входит во все курсы по эйнштейновской теории гра

витации. 

Вторая глава посвящена анализу следствий трех - физически наи

более значимых - точных решений уравнений Эйнштейна: сферически

симметричной метрики Шварцшильда, аксиально-симметричного реше

ния Керра и однородных изотропных космологических моделей Фрид

мана. Именно на этих решениях основаны известные на сегодняшний 

день подтверждения ОТО и планируемые на обозримое будущее экспе

рименты (в неволновой зоне). 

Наконец, в третьей главе представлен математический аппарат мо

надного метода описания систем отсчета, а также его применения в 

трех точных решениях уравнений Эйнштейна (на материале предыду

щей главы). 

Обращаясь к изучающим ОТО, заметим, что студент, который по

нял содержание первых двух глав, достоин, на наш взгляд, лишь тройки, 

проработавший материал также третьей главы - четверки, а для полу

чения пятерки необходимо осмыслить хотя бы следующую часть этой 

книги. 
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Основные понятия 
общей теории относительности 

Как это ни парадоксально, но укоренившееся в науке название обща.я 

теория относителы-tости (ОТО) не отражает в полной мере истинной 

сути этой теории. Следует согласиться с В. А. Фоком, утверждавшим: 

«Истинной логической основой теории тяготения Эйнштейна являются 

не идея общей относительности и не принцип эквивалентности, а дру

гие две идеи, именно: идея объединения пространства и времени веди

ное четырехмерное хроногеометрическое многообразие с индефинитной 

метрикой (эта идея была осуществлена Эйнштейном уже в его теории 

1905 г. - в «частной» теории относительности) и отказ от «жесткости» 

метрики, позволивший связать ее с явлением тяготения, а тем самым и 

с весомой материей (уравнения тяготения Эйнштейна). Идея же общей 

ковариантности уравнений (так называемая общая относительность) и 

кинематического толкования (так называемая эквивалентность) сыгра

ли лишь эвристическую ролы [174, с. 7]. 
Отказ от «жесткости» метрики в теории Эйнштейна или обобщение 

метрических свойств пространства-времени для описания гравитацион

ного взаимодействия явились логическим завершением развития цепоч

ки гениальных интуиций выдающихся мыслителей XIX века. У ее ис
токов лежат идеи Н. И. Лобачевского, а также - независимо от него -
К. Гаусса и Я. Бояи, которые впервые отказались от пятого постулата 

Евклида и построили первую неевклидову (гиперболическую) геомет

рию. Затем существенные шаги последовательно были сделаны Б. Ри

маном, В. Клиффордом, Э. Махом, которые, с одной стороны, подгото

вили почву для описания реального мира посредством неевклидовых 

геометрий и, с другой стороны, подвели научную мысль к возможности 

использования в физике многообразий большего, нежели три, числа из

мерений п. Кроме того, для решающего шага требовалось дальнейшее 

развитие дифференциальной геометрии. Такие работы были выполнены 

выдающимися математиками: Э. Бельтрами, Ф. Клейном, Софусом Ли, 

Г. Риччи, Э. Б. Кристоффелем, Л. Бианки и другими (см. [41]). В этой 
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главе дается современная интерпретация тех из полученных ими резуль

татов, которые послужили основанием ОТО. 

1.1. Группа допустимых координатных преобразований 
и тензоры 

В современной физике ключевую роль играют симметрии. Теория 

групп лежит в основе не только квантовой механики и физики микро

мира, но и определяет структуру и содержание теории относительности. 

В специальной теории относительности ключевую роль играет 6-пара

метрическая группа Лоренца, которая при переходе к ОТО заменяется 

на группу допустимых координатных преобразований, диктующих фор

мулировку всей теории в терминах тензорных величин и операторов, 

изменяющихся в согласии с допустимыми координатными преобразова

ниями. 

1.1.1. Координатные системы 

1. Теория относительности, в том числе и ОТО, призвана описывать 
соотношения между событиями материального мира. Эта цель дости

гается с помощью математической модели классического пространства

времени, основной постулат которой состоит в том, что любое событие 

может быть сопоставлено с упорядоченной совокупностью из четырех 

(или в более общем случае п) вещественных чисел {ха} = { х0 , х1 , х2 , х3 }, 
называемых координатами то-ч,ки-событи.я. 

События материального мира составляют, как известно, некоторое 

множество. С другой стороны, используемая математическая модель 

имеет в виду множество арифметических 4-точек ( п-точек), описывае
мых всеми возможными значениями четырех (или п) вещественных чи

сел. Таким образом в данной модели рассматриваются два множества 

объектов: множество физических точек-событий и множество арифме

тических точек, называемых арифмети-ч,еским пространством четырех 

(или п) измерений. Постулируется соответствие как осуществившихся, 

так и всех других возможных физических событий с точками арифме

тического пространства (см. рис. 1.1). 
Координатной системой называется установленное соответствие 

между событиями и арифметическими точками. Как задаются систе

мы координат? Несомненно, это вопрос физический, а не математиче

ский. Существует ряд конструктивных способов задания координатных 

систем (некоторые из них будут рассмотрены ниже), однако для введе-



22 Глава 1. Основные понятия общей теории относительности 

Множество физических 

событий Арифметическая 4-об ласть 

• о 
{хµ} 

• о 

• о 

Рис. 1.1. Координатная система как соответствие физических событий с ариф
метическими точками 

ния значительной части понятий ОТО достаточно лишь самого факта 

существования координатной системы. 

2. Если каким угодно образом задана одна система координат {х°'}, 
то, определяя четыре функции FfЗ(x°'), можно перейти к новой нумера
ции точек, т. е. к другой системе координат 

(1.1.1) 

Из бесконечного множества всех возможных систем координат, полу

чаемых таким образом, в ОТО используется лишь подмножество так 

называемых допусти.мъ~х координатных систем. Чтобы их охарактери

зовать, напомним ряд определений (см. (20]). 
Функцию F(x°'), определенную для всех точек ариф.меmи'Ческой п-об

ласти [х], называют функцией класса и, если она и ее производные по

рядка, меньшего или равного и, существуют и непрерывны в каждой 

точке данной области определения. Здесь и - любое целое положитель

ное число. В ОТО обычно полагают и 2: 2. Соответствие, при котором 
арифметическая п-область [х] отображается в некоторое множество [х'] 
при помощи п функций класса и, называется преобразованием класса и, 

переводящим [х] в [х']. Преобразование арифметической области [х] на
зывается регулярнъ~.м класса и тогда и только тогда, когда оно взаимно 

однозначно и его якобиан не обращается в нуль ни в одной точке [х]. 

Множество допустимых систем координат определяется как сово

купность систем координат, получаемых из физически заданной систе

мы координат посредством всевозможных регулярных преобразований 

хФ = х'fЗ(х°'). Такие преобразования, связывающие допустимые коорди
натные системы, называются допусти.мы.ми координатными преобразо

вания.ми. 
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Физические 
события 

о 

• =---++--t-+-т-- () 

о 

{х"'} 

{ х'/3} 

Рис. 1.2. Группа допустимых координатных преобразований 

23 

3. Легко видеть, что два последовательно произведенных допусти
мых преобразования образуют также допустимое преобразование 

(1.1.2) 

(см. иллюстрацию на рис. 1.2). Каждое допустимое преобразование име
ет обратное допустимое преобразование 

х'/3 = x1f3(x°') +--t х°' = х°'(х'/3). (1.1.3) 

Тождественное преобразование, которое не меняет установленное со

ответствие, следует назвать единичным. Следовательно, совоr.;упностъ 

всех допусти.мъtх координатных преобразований образует группу. Все 

допустимые системы координат являются равноправными, и несуще

ственно, если это особо не оговорено, из какой системы координат этого 

множества нужно исходить. 

4. Сделаем ряд замечаний относительно характера используемой ма
тематической модели. 

1) В теории относительности (специальной и особенно в общей) нет 
необходимости (и оснований) требовать наличия координатной системы 

сразу для всего множества событий материального мира. Достаточно 

полагать, что допустимые координатные системы существуют для изу

чаемых подмножеств физических событий. 

2) В теории относительности необходимо требовать лишь соответ
ствие рассматриваемого множества физических событий некоторому 
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(в общем случае дискретному) подмножеству арифметических точек 

пространства, однако молчаливо допускается более сильное утвержде

ние о наличии физических событий, соответствующих всем точкам 

арифметического пространства или отдельных арифметических обла

стей. В ряде ситуаций такое допущение возможно, однако в некоторых 

случаях оно может привести к ряду недоразумений. 

1.1.2. Основы тензорной алгебры 

1. В теории относительности рассматривается ряд физических и гео
метрических величин, так или иначе характеризующих происходящие 

в материальном мире события, причем эти величины, как правило, со

ставляют некий набор численных значений, привязанных к точкам-со

бытиям, а следовательно, и к арифметическим точкам. Оказывается, в 

теории относительности используются не все возможные мыслимые на

боры величин, а лишь специальные их классы, жестко привязанные к 

свойствам допустимых координатных систем и синхронно (по группово

му закону) изменяющиеся при переходе к иным допустимым координат

ным системам. 

Это накладывает ряд условий на используемый класс физических 

величин. Прежде всего, число величин т в наборе должно быть це

лой степенью N размерности пространственно-временного многообра
зия т = 4N, что принято изображать совокупностью из N буквенных 
индексов. Будем использовать греческие индексы, пробегающие в клас

сической ОТО четыре значения: О, 1, 2, 3, например, В(х)[µ] характери
зует набор из четырех величин в точке х, В ( х) [µv] - набор из 16 ком
понент и т. д. В дальнейшем без особой надобности не будем указывать 

аргумент х, где определен набор величин, а индексы будем писать не в 

квадратных скобках, а сверху или снизу справа. 

2. Существует два и только два закона групповых преобразований 
наборов величин, соответствующих группе допустимых координатных 

преобразований: 

0 1µ 0 lv 0 1µ д 1v 
B'µV··· = ~ ~ ... ~ х(З ... во:/3··· = _!!.__!!._(3 ..• во:/3·"; (1.1.4) 

~ ~ дхо. дх дх°' дх 
а: (3 

дхо. дхfЗ дх°' дхfЗ 
B~v··· = L L ... дх'µ дх'v ... Во:fЗ··· = дх'µ дх'v ... Во:fЗ···· (1.1.5) 

а: (3 

Преобразующиеся подобным образом величины называются тензорами. 

Тензоры, преобразующиеся по первому закону, называются контравари

антными (индексы пишутся сверху), а по второму закону- r.;овариант-
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ны.ми (индексы пишутся снизу). Возможны смешанные тензоры произ

вольного ранга. Тензор нулевого ранга- С'Х:ал.я,р (число, которое не изме

няется при преобразованиях координат); тензор первого ранга - вектор. 

Простейшим примером контравариантных векторов является набор из 

дифференциалов самих координат, а примером ковариантных векторов 

могут служить компоненты градиента скаляра. 

Для упрощения записи принято не писать знаки суммы и подразу

мевать суммирование всякий раз, когда встречаются два одинаковых 

индекса (один сверху, а другой снизу). Так, закон преобразования про

извольного тензора имеет вид: 

д л д (Т д /Q; д 1/3 
в'а/3··· - ~~ ... ~~ ... в8р··· 

µv". - дх'µ дх'v дхб дхР Лu···. 
(1.1.6) 

Всякий дважды встречающийся индекс, часто называемый «немым», 

можно заменить любым другим. 

3. В множестве тензорных величин определены три операции: 
1) Опершция сло:нсения и вычитания тензоров одинакового ранга и 

одинаковой ковариантности, т. е. с одинаковыми числами соответствен

но ко- и контравариантных индексов: 

(1.1.7) 

В итоге получается тензор того же ранга и той же ковариантности. 

2) Операция внешнего произведения двух и более тензоров: 

АО:···в/3"· - са···/3"· (1 1 8) 
µ··· V··• - µ···V···' ' . 

В результате получается тензор, ранг которого равен сумме рангов сла

гаемых тензоров. 

3) Операция внутреннего произведения тензоров 

(1.1.9) 

приводит к тензору, ранг которого равен сумме рангов слагаемых тен

зоров минус удвоенное число немых индексов. 

4. Тензор Bµv называют си.м.метричнъt.м, если Bµv = Bvµ· Тензор 
Aµv называется антиси.м.метричнъt.м, если Aµv = -Avµ· Любой тензор 
с двумя индексами одинаковой ковариантности можно представить в 

виде суммы симметричного и антисимметричного тензоров: 

(1.1.10) 

Внутреннее произведение по двум индексам симметричного (по этим 

индексам) тензора на антисимметричный (по этим же индексам) равно 
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нулю. Действительно, пусть Bµv - симметричный тензор, а Aµv - анти

симметричный тензор, тогда имеем цепочку соотношений: 

в Aµv - В Avµ - В Avµ - В Aµv - О µv - - µv - - vµ - - µv - , (1.1.11) 
/ 

поскольку только нуль может быть равен себе с обратным знаком. Здесь 

при переходе к предпоследнему соотношению было произведено простое 

переобозначение двух пар «немых» индексов. 

5. Для установления трансформационных свойств величин полезна 
строга.я теорема 'Частного: неизвестная величина является тензором, 

если ее внутреннее произведение с произвольным вектором (тензором) 

образует тензор. 

Докажем эту теорему. Пусть А(а:f3)-,---величина с неизвестными 

трансформационными свойствами, а в/3 - произвольный вектор, и пусть 
известно, что 

A(o:/3)Bf3 =Са (1.1.12) 

образует вектор. Требуется доказать, что А(а/3) является тензором. Для 

этого перейдем в штрихованную координатную систему, где можно за

писать 

A'(µv)B'v =С~. (1.1.13) 

Используя тензорный закон преобразований (1.1.6) и подставляя 

(1.1.12), находим 

A'(µv)B'v = дха Са= дха A(o:f3)Bf3 = дха дхfЗ A(o:f3)B1v. 
дх'µ дх'µ дх'µ дх1v 

(1.1.14) 

Собирая вместе первое и последнее выражения и вынося за скобку общее 

слагаемое - произвольный вектор B'v, - приходим к соотношению 

дха дхfЗ 
A'(µv) = дх'µ дх'vА(а/3), (1.1.15) 

доказывающему тензорный закон преобразований величины А( а/3) --+ 

Аа/3· 
6. Весь математический аппарат современной теории гравитации, 

т. е. ОТО, описывается на языке тензорных величин, без использования 

которых ее содержание становится настолько громоздким и непрозрач

ным, что в ней чрезвычайно трудно ориентироваться. 

Наконец, подчеркнем, что в ОТО посредством тензоров описывают

ся величины двух сортов: геометрические характеристики пространства

времени и физические понятия, вносимые в пространство-время извне. 
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Такая двойственность пронизывает все содержание не только ОТО, но 

и всей геометрофизики. Это осознавалось как ее создателем, так и боль

шинством ее исследователей, которые стремились развить и обобщить 

ее таким образом, чтобы все понятия теории носили исключительно гео

метрический характер. 

1.2. Метрический тензор 

1. В основе эйнштейновской ОТО лежит представление об искрив
ленном (римановом) 4-мерном пространстве-времени, в котором квадрат 

интервала (парное отношение) между двумя близкими событиями, раз

личающимися координатами dxl\ задается формулой (см. рис. 1.3) 

(1.2.1) 

Здесь и далее греческие индексы пробегают четыре значения: О, 1, 2, 3. 

Рис. 1.3. Метрика в искрrивленном пространстве-времени 

Компоненты 

см 
9ol 902 903) 

910 911 912 913 (1.2.2) 9 µv = 920 921 922 923 ' 

930 931 932 933 

зависящие от координат, описывают метрические свойства 4-мерного 

пространства-времени и одновременно являются тензорными потенци

алами гравитационного «поля». С помощью строгой теоремы частного, 

когда dxµ понимается как произвольный вектор, а справа в (1.2.1) сто
ит скаляр - тензор нулевого ранга, - легко показать, что 9µv является 

ковариантным (метрическим) тензором второго ранга. 
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2. Представим метрический тензор в виде суммы симметричной и 
антисимметричной частей: 

(1.2.3) 

/ 
где 9(µv) = 9(vµ) и 9[µv] = -9[vµ]· Величина dxµdxv в (1.2.1)-симмет-
ричный тензор второго ранга, следовательно, для определения квадра-

та интервала (метрики) антисимметричная часть метрического тензора 

несущественна, поэтому без ущерба для общности следует считать мет

рический тензор симметричным. Это значит, что в самом общем случае 

в 4-мерном пространстве-времени метрический тензор имеет 10 различ
ных компонент, где компоненты над главной диагональю в (1.2.2) равны 
компонентам под диагональю. 

3. Ковариантным компонентам метрического тензора 9µv ставятся в 

соответствие контравариантные компоненты согласно формуле 

µv - Л / g - µv g, (1.2.4) 

где g = l l9µv 11- определитель, а Лµv - алгебраическое дополнение соот
ветствующего элемента матрицы (9µv)· Внутреннее произведение 

(1.2.5) 

по известной теореме алгебры представляет собой символы Кронекера: 

v _ { 1, если СУ = v } = 0v 
9cr - О, если СУ =ft v - и· 

Поскольку в выражении 

(1.2.6) 

слева стоит произвольный вектор ви, а справа также получается вектор 

(тензорная величина), то по строгой теореме частного g~ является тен

зором, совпадающим с символами Кронекера. Эту величину называют 

смешанным метри-ч,ески.м тензором. 

Записав цепочку соотношений 

и взяв первое и последнее выражения, на основе строгой теоремы частно

го приходим к выводу о тензорном характере величины gµv, называемой 

контравариантным .метри-ч,еским тензором. 
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С помощью метрического тензора поднимаются и опускаются индек

сы произвольных тензоров (производится «жонглирование» индексами), 

например 

в а11 в11 
µag = µi 

4. В любой произвольной точке пространства-времени компоненты 
9µ 11 выбором координатной системы всегда можно привести к канониче

скому виду 

( 

goo 

g 
_ glo 

µ11 -
920 

gзо 

gol 

gп 

921 

gз1 

go2 

g12 

922 

gз2 

gоз 

giз 

923 

gзз 

о 

-1 
о 

о 

о 

о 

-1 
о 

~ ) ' (1.2.7) 

-1 

соответствующему значениям метрического тензора 'Г/µ 11 в специальной 
теории относительности в декартовых координатах. Координатная си

стема, в которой метрический тензор (в избранной точке) имеет вид 

(1.2.7) справа, называется л011:алъно декартовой координатной систе
мой. 

5. Сумму диагональных элементов матрицы в (1.2.7) справа называ
ют сигнатурой. Согласно известному в линейной алгебре закону инер

ции квадратичных форм, сигнатура представляет собой инвариантное 

свойство пространственно-временного многообразия. Ее нельзя изме

нить никаким допустимым координатным преобразованием. В ОТО име

ем сигнатуру s = -2. Часто под сигнатурой понимают эквивалентный 
данному определению вид строки из знаков при единицах на диагонали 

(+---). 
Обратим внимание на тот факт, что ряд авторов использует сигнату

ру с противоположными знаками (-+++).Принципиально это не ме

няет выводы теории, - изменяются лишь знаки в некоторых формулах. 

При описании классических аспектов физики выбор одной из этих двух 

возможностей не существенен и является предметом соглашения, однако 

в микромире при использовании спиноров следует проявлять осторож

ность. Понятие спинора чувствительно как к размерности многообразия, 

в котором оно вводится, так и к его сигнатуре. 

6. Вернемся к определителю метрического тензора g, использованно
му в (1.2.4). Его можно представить в виде 

_ J j 11 _ 1 а(3-уБ µ11>.ст g = gµ11 - 4Е Е gaµg(311g-yлgБu, (1.2.8) 
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где введен полностью антисимметричный по всем индексам символ Ле

ви- Чивитъt, обладающий свойствами: 

+ 1, если компоненты приводятся к комбинации 

0123 четным числом перестановок; 
О, если есть совпадающие индексы; 

-1, если компоненты приводятся к комбинации 

0123 нечетным числом перестановок. 

(l.2.9) ( 

Символы Леви-Чивиты не являются тензором, а определитель g не яв
ляется скаляром. Последний преобразуется по закону 

1 1 
g = .J2g, (1.2.10) 

где .J - якобиан преобразования координат, представимый через симво

лы Леви-Чивиты в виде 

1 дх'µ дх'v дх'Л дх'а 
.J - -Еа(З'"'(оЕ ' --------

- 4! µvла дха ахrз дх'"У дхб . (1.2.11) 

Символу Леви-Чивиты соответствует антисимметричный по всем индек

сам тензор Леви- Чивиты 

Еа(З'"'(О = - _1 _с:аfЗ'"'(о. (1 2 12) 
Ас .. 

7. В ОТО не определена операция интегрирования тензорных вели
чин, однако можно интегрировать скалярные величины. Легко видеть, 

что элемент 4-мерного объема d4x = dx0 dx 1dx2dx3 не является тензором, 
а преобразуется при помощи якобиана (1.2.11). Для получения инвари
антного элемента объема необходимо образовать произведение 

Fgd4x = Fgdx0 dx 1dx2dx3
, (1.2.13) 

так что интеграл по 4-мерной области от произвольной скалярной вели

чины В записывается в виде 

(1.2.14) 

Часто вместо четырех значков интегрирования пишут лишь один. Про

изведение некой произвольной, не обязательно скалярной, величины на 

корень квадратный от определителя метрического тензора называется 

плотностъю этой велu'Ч.uиы или, более точно, плотностью веса плюс 

единица. Например, часто используется плотность контравариантного 

метрического тензора r-fjgµv. 
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1.3. Ковариантное дифференцирование 

В ОТО важную роль играют первые производные от метрического 

тензора дgµv/дх>.. = 9µv,>..· Легко убедиться, что они не образуют тензо
ра, более того, из первых производных от метрического тензора вообще 

невозможно построить тензорную величину, однако в теории возникает 

устойчивая комбинация из первых производных от 9µv, к которой мож
но прийти разными путями. Будем исходить из уравнений геодезических 

линий. 

1.3.1. Уравнения геодезических линий 
и символы Кристоффеля 

1. В искривленном многообразии геодезическая линия (или просто 
геодезическая) играет роль прямой линии плоского пространства-време

ни. В первой неевклидовой (гиперболической) геометрии Лобачевского в 

качестве геодезических выступают гиперболы, в сферической геометрии 

Римана таковыми являются дуги большого радиуса. Уравнения геоде

зической находятся из условия экстремальности длины линии, соединя

ющей две выбранные точки А и В, 

б Lв ds = Lв б ( ds) = О 

при условиях на концах 

б(ds)(A) = б(ds)(B) = бх(А) = бх(в) =О. 

Перепишем вариацию интервала, исходя из соотношений 

б(ds2 ) = 2dsб(ds) ~ б(ds) = dl б(gµvdxµdxv) = 
2 s 

(1.3.1) 

(1.3.2) 

= 2~8 [ i:: дха dxµdxv + 9µvdxµd(дxv) + 9µvdxv d(бхµ)] , (1.3.3) 

где использовано б(dхµ) = d(бхµ). Подставим это выражение под знак 
интеграла, разделив и умножив на ds, тогда получим 

jв д(d ) _ _l jв [дgµv dxµ dxv д а ( dxv dxµ) d(бха)] d 
S - 2 д а d d Х + 9av d + 9µа d d S. 

А АХ s s s s s 
(1.3.4) 
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объединением уравнений геодезической (1.3.7) и (1.3.12): 

(1.3.13) 

В этих уравнениях проявился, во-первых, дуалистический характер 

ОТО, в которой фигурируют величины как геометрической (первое сла

гаемое справа), так и физической природы (сила Лоренца справа), и, во

вторых, уравнения демонстрируют, что теория Эйнштейна представля

ет собой лишь первый шаг на пути к полной геометрической парадигме. 

В ней электромагнитное поле еще не геометризовано. В третьей части 

книги будет показано, что в рамках 5-мерной теории можно представить 

правую часть уравнений (1.3.13) исключительно через геометрические 
величины. 

3. Символы Кристоффеля не являются тензорной величиной. При 
переходе от одной системы координат к другой они преобразуются по 

закону 

(ГЛ )' - дх°' дхfЗ дх'>.. Га + д2ха дх'Л. 
µv - дх'µ дх'v дха а{З дх'µдх'v дх°'' 

>.. дх°' дхfЗ дх'У д2 х°' дхfЗ 
(Г µv,a)' =: (Г µv)'g~a = дх'µ дх'v дх'аГ аfЗ,'У + дх'µдх'v дх'а9а{З· 

(1.3.14) 

(1.3.15) 

Из этих формул видно, что тензорный закон преобразований наруша

ется присутствием справа вторых производных, которые исчезают при 

линейных преобразованиях координат. 

4. В любой точке многообразия всегда можно выбрать локалъно-гео
дезu'Ческую координатную систему, в которой все компоненты символа 

Кристоффеля равны нулю. Это преобразование имеет вид 

(1.3.16) 

где индекс (А) снизу означает значение величин в точке А. Более того, 

всегда·можно выбрать геодези'Ческую координатную систему, в которой 

компоненты символов Кристоффеля обращаются в нуль на всей геоде

зической линии. 

1.3.2. Ковариантные производные 

1. Легко убедиться, что частные производные от тензорных величин 
в искривленном пространстве-времени в общем случае не являются тен-
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зорными величинами, например 

(1.3.17) 

Тензорный закон преобразований нарушается последним слагаемым 

справа, отличным от нуля в случае, когда преобразования координат 

не являются линейными. 

2. Тензорный характер можно восстановить, если обобщить оператор 
частного дифференцирования, добавив к (1.3.17) выражение, содержа
щее также нетензорную величину с символом Кристоффеля, преобразу

ющимся согласно (1.3.14): 

дВµ >. - -
дхv - Г µvВл = \7 vBµ = Bµ;v· (1.3.18) 

Это тензорное выражение называется ковариантной, производной, от ко

вариантного вектора Вµ. Отметим, что этот прием устранения (ком

пенсации) нежелательных слагаемых в операторах дифференцирования 

фактически использован в так называемом калибровочном подходе к 

описанию взаимодействий. 

Аналогичным образом можно определить ковариантную производ

ную от контравариантного вектора: 

авµ µ в>- - µ - вµ 
дхv + Г >.v = 'VvB = ;v· (1.3.19) 

Ковариантн'Ые производнъtе от тензора произволъного ранга и кова

риантности имеют вид 

m ,....,,.__ д вµ· .. 
\7 в µ··· = ~ + гµ в>-··· + ... -гл вµ··· - ... 

u ...:::.;.., дхu >.u v... vu >.... ' (1.3.20) 

п m п 

где многоточия в основной строке означают, что аналогичные выраже

ния с символами К ристоффеля пишутся для каждого ко- или контрава

риантного индекса тензорной величины Bt.".".". 
3. Операция ковариантного дифференцирования обладает следую

щими свойствами: 

1) Ковариантная производная от скаляра совпадает с частной про-
изводной. 

дВ 
'VuB= -

8 
. xu 

(1.3.21) 
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2) Ковариантная производная от суммы тензорных величин равна 
сумме ковариантных производных: 

(1.3.22) 

3) Для ковариантного дифференцирования произведения тензорных 
величин имеет место правило Лейбница: 

(1.3.23) 

Легко показать, что это свойство выполняется и для операции внутрен

него произведения. 

4) Ковариантная производная от метрического тензора равна нулю: 

'\! и9µv = 9µv;u = О. (1.3.24) 

Это свойство позволяет при дифференцировании выносить метрический 

тензор за знак оператора, т. е. рассматривать метрический тензор как 

постоянный коэффициент. 

4. С помощью оператора ковариантного дифференцирования уравне
ния геодезических линий (1.3.7) можно представить в следующей форме 

(1.3.25) 

Такой вид позволяет записать уравнения для изотропных геодезических 

линий, вдоль которых интервал равен нулю. В этом случае вместо век

тора 4-скорости и>- следует использовать изотропный волновой вектор 
kл, обладающий свойством 

(1.3.26) 

а вместо уравнений геодезических линий (1.3.25) следует писать урав-
нения 

(1.3.27) 

5. Заметим, что ковариантную производную можно определить через 
опера:цию парамелън,ого перен,оса тензорных величин в искривленном 

пространстве-времени, что будет сделано в главе 4. 

1.4. Тензор кривизны и уравнения Эйнштейна 

Ключевые уравнения классической физики, как правило, являются 

дифференциальными уравнениями второго порядка. Такой же харак

тер имеют и уравнения Эйнштейна, описывающие искривленную метри-
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ку пространства-времени, - они являются дифференциальными уравне

ниями второго порядка относительно компонент метрического тензора. 

Переходя к их записи, введем важную геометрическую характеристи

ку, содержащую вторые производные от метрического тензора, - тензор 

кривизны. 

1.4.1. Тензор кривизны 

1. Тензор кривизны представляет собой комбинацию из вторых и пер
вых производных от метрического тензора. К тензору кривизны можно 

прийти различными путями. Выберем формальный путь, состоящий в 

коммутации вторых ковариантных производных от произвольного век

тора Во:. Легко убедиться, что 

Ba:;v;µ - Ba:;µ;v = д~µ (Ba:;v) - Г~µ(Ви;v) - Г~µ(Ва:;и) - Ba:;µ;v = R~vµBл, 
(1.4.1) 

где 

Rл дГ~µ дГ~v ги гл ги гл ( ) 
·a:vµ = дхv - дхµ + а:µ uv - a:v иµ 1.4.2 

- тензор кривизнъt четвертого ранга (тензор Римана-Кристоффеля). 

Формулу (1.4.1) можно обобщить на случай тензора В~::: произвольного 
ранга. 

2. Тензор Римана-Кристоффеля обладает следующими свойствами: 
1) Из определения тензора следует его антисимметрия по второй паре 

индексов 

R~vµ = -R~µv· (1.4.3) 

2) Как показывает непосредственная проверка, в римановой геомет
рии тензор кривизны антисимметричен по первой паре индексов 

(1.4.4) 

где Ra:f3vµ = R~µv9Лa:· 
3) Тензор кривизны симметричен относительно перестановки двух 

пар индексов: 

Ra:{3µv = Rµva:f3· (1.4.5) 

4) Имеет место алгебраическое тождество Ри'Ч'ЧU 

R{зµv + R~{3µ + R~v{3 = о, (1.4.6) 

которое легко доказать, воспользовавшись локально геодезической ко

ординатной системой, где (в рассматриваемой точке А) тензор Римана-
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К ристоффеля представляется в виде 

л ) дГ~µ дГ~v 
(R.ашµ (А) = дхv - дхµ · 

Если некий тензор равен нулю в какой-либо одной координатной си

стеме, то он равен нулю и во всех других допустимых координатных 

системах. 

Тождество Риччи представляет собой лишь одно алгебраическое со

отношение между компонентами тензора Римана-Кристоффеля, при

чем оно имеет место при условии различия всех четырех индексов. 

5) Имеет место дифференциальное тождество Вишн:х:и 

R}зµv;ст + R}зстµ;v + RJзvcт;µ = О. (1.4.7) 

Это тождество проще всего доказать, опять используя локально-геоде

зическую координатную систему. 

3. Первые четыре (алгебраические) свойства симметрии приводят к 
тому, что в 4-мерном пространстве-времени в самом общем случае неза

висимыми являются лишь 20 компонент тензора Римана-Кристоффе
ля. Используя свойство симметрии ковариантного тензора кривизны, 

обозначим его компоненты двумя индексами А и В, пробегающими 6 
значений, которые соответствуют следующим комбинациям пар 4-мер-

ных индексов: 

1-+ 01; 2-+ 02; 3-+ 03; 

i-+ 23; 2-+ 31; 3-+ 12. 

Такое выражение можно представить в виде симметричной 6 х 6-мат-
рицы: 

R11 R12 R13 R1i R12 R1з 
R21 R22 R23 R2i R22 R2з 

RaJЗµv =?- Rлв = R31 R32 R33 R3i R32 R33 (1.4.8) 
Ri1 Ri2 Ri3 R-· R" Riз 11 12 
R21 R22 R23 R2i R22 R23 
R31 Rз2 R33 Rзi R32 R" 33 

Вертикальной и горизонтальной линиями разделены компоненты с ин-

дексами двух типов. 

В пространстве-времени размерности п 2:: 3 в самом общем слу
чае число различных компонент тензора Римана-Кристоффеля дается 

формулой 
п2 (п2 - 1) 

N = 12 . (1.4.9) 
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4. Из тензора Римана-Кристоффеля строятся тензоры кривизны 
меньших рангов: 

_ _ ,\ _ дГ~v дГ~,\ cr ,\ cr ,\ . 
Rrзv - Rvrз = R.rзлv - ах>- - дхV + г {Зvг cr,\ - г {3,\г crv• 

R = Rrзv9f3v 

соответственно тензор Ри'Ч.'Ч.и и скалярная, кривизна. 

(1.4.10) 

(1.4.11) 

5. Выражения для тензоров кривизны и их свойства симметрии спра
ведливы в пространствах любой размерности, однако при размерностях 

3 и 2 имеют место алгебраические соотношения между тензорами кри
визны разного ранга. Так, для пространства трех измерений тензор 

Римана-Кристоффеля в общем случае имеет 6 различных компонент, 
столько же, сколько и 3-мерный тензор Риччи. Это позволяет из (1.4.10) 
обратно выразить тензор Римана-Кристоффеля через компоненты тен

зора Риччи и скалярную кривизну. Обозначая индексы, пробегающие 

три значения 1, 2, 3, малыми латинскими буквами, в пространстве трех 
измерений имеем 

(1.4.12) 

В пространстве двух измерений тензор Римана-Кристоффеля мож

но алгебраически выразить через компоненты метрического тензора и 

скалярную кривизну. Обозначая буквами~' 71, (, х индексы, пробегаю
щие два значения (например, 1 и 2), имеем 

(1.4.13) 

Таким образом, тензор Римана-Кристоффел.я, лвляетсл алгебраи'Ч.ески 

независимым от тензора Ри'Ч.'Ч.и и скаллрной кривизны, на'Ч.инал с ра,з

мерности 'Ч.етыре и выше. 

6. К тензору кривизны можно прийти при помощи процедуры па
раллельного переноса произвольного вектора (тензора) по замкнутому 

контуру (см. главу 4). 

1.4.2. Уравнения Эйнштейна 

1. При создании ОТО важно было найти зависимость искривлен
ности пространства-времени от распределения и свойств находящейся 

в нем материи, что было сделано на рубеже 1915 и 1916 годов откры
тием уравнений Эйнштейна. Следует подчеркнуть, что ключевые урав-
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нения физики, такие как уравнения Максвелла, Эйнштейна, Дирака и 

другие, не выводятся, а открываются. При чтении некоторых учебни

ков может создаться впечатление, что уравнения Эйнштейна выводят

ся. В действительности же рассуждения, предшествующие записи этих 

уравнений, либо подготавливают читателя к их восприятию, либо в них 

постулируется что-то эквивалентное этим уравнениям и затем по из

вестным правилам от постулированного переходят к фундаментальным 

уравнениям. 

2. Искомые уравнения должны были связать геометрические вели
чины и физические характеристики материи. Уже из ньютоновой тео

рии гравитации следует, что в качестве источника гравитации следует 

выбирать величину, содержащую плотность или массу материи. После 

создания специальной теории относительности стало ясно, что искомая 

характеристика материи должна содержать скорость и - более того -
она должна быть тензорной величиной. Вектор фактически уже занят в 

электродинамике, где во второй паре уравнений Максвелла справа запи

сывается ток. Следующим кандидатом на роль источника искривления 

был тензор энергии-импульса материи Та/3· Это предположение оказа

лось правильным. 

Какую геометрическую величину нужно соотнести с Та/3? Эта вели

чина должна обладать таким же важным свойством, что и Та/3: 

т;(! =о, (1.4.14) 

являющимся обобщением известного в плоском пространстве-времени 

(в декартовых координатах) соотношения ата/3 /дх/3 = о, приводящего 
к закону сохранения энергии-импульса материи. 

3. Такую геометрическую величину можно получить сверткой тож
деств Бианки (1.4.7) по индексам а, µи умножением их на gfЗv: 

gfЗv ( Rflav;a + Rflaa;v + Rflva;a) = О --+ R;a - R~;/3 - R~;a = О --+ 

--+ R~;a - ~R;a =О--+ \7 /3 ( Ra/3 - ~ga/3 R) =О. (1.4.15) 

4. Приравнивая друг другу геометрическую и физическую характе
ристики из соотношений (1.4.14) и (1.4.15) (с неким размерным коэффи
циентом), приходим к уравнениям Эйнштейна 

(1.4.16) 
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где :к - эйнштейновская гравитационная постоянная, связанная с нью

тоновой гравитацонной постоянной G соотношением 

87ГG 
:к= -4-· 

с 
(1.4.17) 

Умножая внутренним образом (1.4.16) на 9af3, находим соотношение 
-R = :кТ, которое позволяет переписать уравнения Эйнштейна в ином 
виде 

(1.4.18) 

Для пустого пространства-времени уравнения Эйнштейна упрощаются: 

Ra/3 =О. (1.4.19) 

5. Если быть до конца последовательными, то нужно учитывать, что 
ковариантная дивергенция обращается в нуль еще от одной геометри

ческой величины: gJ/ =О, поэтому уравнения Эйнштейна можно обоб-
щить: 

(1.4.20) 

где коэффициент Л называют космологи-ческой постоянной. Часто пола

I'ают Л =О, однако последние астрофизические данные свидетельствуют 

в пользу учета космологической постоянной в уравнениях Эйнштейна. 

6. Общий вид тензора энергии-импульса материальной среды запи
сывается следующим образом 

(1.4.21) 

1'де р - давление, р- плотность, и°' - 4-скорость движения среды, с -
скорость света. Для конкретных бозонных и фермионных полей вид тен

·юра энергии-импульса будет приводиться, по мере введения этих полей 

в искривленное пространство-время. 

7. Сделаем несколько замечаний по смыслу уравнений Эйнштейна. 
1) Уравнения Эйнштейна приобретают смысл в вакууме лишь начи

ная с размерности четыре и выше, так как при меньших размерностях, 

вследствие алгебраических соотношений (1.4.12) и (1.4.13), из равенства 
нулю тензора Риччи автоматически следует обращение в нуль и тен

·юра Римана-Кристоффеля, т. е. пространство-время становится плос

ким. Это явилось одной из причин неосуществимости далеко идущих 

1111,ей Клиффорда о геометризации физики вплоть до создания специ

альной теории относительности, т. е. до того, как пространство и время 

были объединены в 4-мерное многообразие. 
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2) Поскольку при переходе к ньютоновой теории тяготения основной 
вклад дает компонента g00 (x), соответствующая скалярному потенциа
лу ср(х) гравитационного поля, можно показать, что из уравнений Эйн
штейна в основном приближении получается уравнение Пуассона для 

ньютонова потенциала 

1 
Ra/3 - 2,9а/ЗR = :кТ°'13 дер= -ФтrGр, (1.4.22) 

где р-плотность распределения материи, ад обозначает 3-мерный ла

пласиан. Значение эйнштейновской гравитационной постоянной ( 1.4.17) 
находится из указанного принципа соответствия. 

1.4.3. Координатные условия 

Под компактной записью уравнений (1.4.16) (или (1.4.18)) кроется 
сложная система из 10 нелинейных дифференциальных уравнений (в 
частных производных) второго порядка относительно 10 компонент 9µv· 
Однако вследствие четырех тождеств Бианки (1.4.7) из 10 уравнений 
Эйнштейна независимыми являются только шесть. Поэтому для нахо

ждения 10 компонент метрического тензора следует использовать 'Чеm'Ы
ре допол:нителън'ЫХ необщековариантнъ~х (координатнъ~х) услови.я 

(1.4.23) 

Назовем и кратко охарактеризуем наиболее часто используемые ко

ординатные условия и системы как вообще, так и для этой цели. 

1. Лок:алъно-декартов'Ы координатные систе.м:ы задаются в отдель
ной точке (локально). (Пусть это будет точка Р.) Как уже отмечалось, 
преобразованиями координат всегда можно добиться того, чтобы в точке 

Р метрический тензор совпадал с тензором пространства-времени Мин

ковского в декартовых координатах: 

(1.4.24) 

2. Лок:алъно-геодези'Ческ:ие координаmн'Ые сисmе.м'Ы также задаются 

локально. Как уже отмечалось, преобразованием координат (1.3.16) в 
произвольной точке Р всегда можно добиться, чтобы компоненты сим

волов Кристоффеля обратились в нуль, тогда имеем 

,\ дГ~ст дГ~v 
Г~v\Р =О--+ R.µva = дхv - дха . (1.4.25) 

3. Локалъно-инерциалъная координатная систе.ма совмещает в себе 
свойства локально-декартовой и локально-геодезической координатных 
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систем, т. е. в ней 

(1.4.26) 

4. Геодези-ч,еская коорди'}-(,аm'}-(,аЯ система. Для любой геодезической 
линии Г можно выбрать такую координатную систему, что на ней все 

символы Кристоффеля обращаются в нуль: 

Г~vlг =О. (1.4.27) 

За пределами избранной геодезической в общем случае символы Кри

стоффеля отличны от нуля. 

5. Коорди'}-(,ат'}-(,ое условие Эu'}-(,штеu'}-(,а налагается на всю рассматри

ваемую область или на все пространственно-временное многообразие. 

Оно имеет вид 
Fo=l. (1.4.28) 

Выполнение этого условия достигается преобразованием одной из коор

динат, например координаты х0 • 

Координатные системы Эйнштейна удобны для записи элементов 

4-мерных объемов при интегрировании, содержащих корень из опреде

лителя метрического тензора. При данном координатном условии эле

менты объема принимают привычный вид: 

(1.4.29) 

Кроме того, в этих координатных системах проще записываются кова

риатные дивергенции: 

Аµ = _1 _ _ д(_F9_-_gA_µ_) 
;µ А дхµ 

(1.4.30) 

6. Гармони-ч,еские коорди'}-(,атные услови.я, называемые также коорди
натными условиями де Дондера или Фока, задаются четырьмя соотно-

шениями: 

(1.4.31) 

Их можно представить также в другом, эквивалентном виде 

(1.4.32) 

Гармонические координатные условия примечательны тем, что в этих 

координатах даламбертиан от скалярной функции имеет привычный 
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вид: 

µ,v а2<р 
g 8xJ.L8xv (1.4.33) 

В. А. Фок полагал [172], что за гармоническими координатными усло
виями кроется более глубокий смысл, чем простое упрощение записи 

волновых уравнений. 

1.5. Уравнения движения пробных частиц 
На первых этапах развития ОТО движение свободных пробных частиц по 

времени-подобным геодезическим линиям сначала постулировалось, а затем 

было выведено из уравнений Эйнштейна. Более того, оказалось, что уравнения 

движения в самом общем случае зависят от внутренней структуры частиц, 

т. е. записанные выше уравнения геодезических линий для реальных частиц 

следует уточнить (см" например, [125]). 
Пусть пробная частица имеет размеры, малые по сравнению с характер

ными размерами рассматриваемой метрики. Эволюцию частицы во времени 

можно изобразить в виде трубки времени-подобных мировых линий, на ко

торой тензор энергии-импульса частицы Тµ,11 отличен от нуля: (см. рис. 1.4). 
Выделим внутри трубки некоторую опорную линию т, координаты точек кото-

Рис. 1.4. Трубка вре~ени-подобных мировых линий протяженной частицы 

рой будем обозначать ха. Координаты ха остальных точек на пространственно

подобных сечениях трубки отличаются от координат опорной линии малыми 

значениями ~а = ха - ха. Рассмотрим интегралы вида 

!(~ = ! HTµ, 11du; !(~>. = ! НТµ,11еdи; !(~Л/З = ! НТµ,11е~/Зdи"." 
(1.5.1) 

где интегрирование производится по малой области (внутри трубки) 3-мерной 
пространственно-подобной гиперповерхности х0 = const. Следует напомнить, 
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что в общем случае в искривленном пространстве-времени не определены инте

гралы от тензорных величин, однако в малой окрестности они имеют смысл. В 

данном случае эти интегралы характеризуют внутреннюю структуру частицы. 

Частица называется монопольной, если отличны от нуля некоторые компонен

ты !('~ и обращаются в нуль все остальные интегралы. Дипольной частицей 
называется такая, которая имеет отличные от нуля компоненты только пер

вых двух интегралов из (1.5.1), квадрупольной-трех интегралов и т. д. 

1.5.1. Монопольные частицы 

1. Согласно уравнениям Эйнштейна 

(1.5.2) 

Отсюда следуют соотношения: 

(1.5.3) 

Интегрируя (1.5.2) и (1.5.3) по малой 3-мерной гиперповерхности х0 = const и 
учитывая теорему Гаусса, получаем соответственно 

d~O ! F9T°'0 da = - ! Г~vтµv F9da; (1.5.4) 

д~-У j(x°'F9Tf3-Y)da = ! нтаrзdа - j(x°'Г~vHTµv)da =О. (1.5.5) 

2. Внутри трубки разложим символы Кристоффеля в ряд 

Г~v = Г~v + Г~v,ле + · · ·, (1.5.6) 

1')\е тильда сверху соответствует значению величин на опорной линии т. Под

ставляя это разложение в (1.5.4), (1.5.5) и учитывая, что частица монопольная, 
находим в основном приближении: 

(1.5.7) 

(1.5.8) 

1ле при записи нижнего выражения учтено верхнее. 
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З. Введем обозначение 

(1.5.9) 

где d-o 
и0 

- ~. ds 2 - g dx-µdx" - ds' - µv · 

Тогда уравнения (1.5.7) и (1.5.8) принимают вид 

- -- +Г"' мµ" =О; d (мою) 
ds и0 µv 

(1.5.10) 

мо:f3 = ио: мf3о 
ио ' 

(1.5.11) 

где и"' = dxo: / ds. Полагая в последнем выражении f3 = О и подставляя резуль
тат опять в это же выражение справа, находим 

(1.5.12) 

где введена характеристика частицы с известным физическим смыслом 

(1.5.13) 

4. Используя введенное обозначение и отбрасывая тильду над симвом Кри
стоффеля, выражение (1.5.10) можно представить в виде 

d ( о:) + го: µ v - о ds т0и то µvи и - . 

Используя свойство сохранения массы частицы 

dт0 =О 
ds ' 

приходим к принципиально важному выводу: 

(1.5.14) 

(1.5.15) 

в ОТО из уравнений Эйнштейна следует, 'Что монополъные пробные 

'Частицъ~ движутс.я по времен,и-подобным геодези'Ческим лини.ям (1.3.7). 

1.5.2. Дипольные частицы 

1. Для случая дипольных частиц к уравнениям (1.5.2) и (1.5.3) следует 
добавить соотношение, также следующее из (1.5.2): 

(1.5.16) i 
i 

Опять производя интегрирование по малой 3-мерной пространственно-подоб- 1 

ной гиперповерхности х0 = const (внутри трубки) и используя разложение 
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(1.5.6), из этих трех соотношений находим соответственно: 

(1.5.17) 

2. Введем обозначение, аналогичное (1.5.9): 

(1.5.20) 

Очевидно, что моµv = О. Определим важную для дипольных частиц характе

ристику - тен,зор спин,а 'Частицъ~ 

(1.5.21) 

Используя (1.5.9), соотношение (1.5.19) можно переписать в виде 

(1.5.22) 

С помощью простых алгебраических выкладок из (1.5.22) и (1.5.21) можно 
найти 

(1.5.23) 

З. Используя введенные обозначения, соотношения (1.5.17) и (1.5.18) можно 
записать в виде 

!!:_ (мао) +га мµv - га ма-µv =о· 
ds uo µv µv,CY ' (1.5.24) 

(1.5.25) 

Подставляя в последнее уравнение маf31, выраженное через тензор спина со
гласно (1.5.21), получаем 

dsarз +исх dS!3° _ и!3 dSa
0 + (га _ исх го ) Mf3µv _ (г!З _ и!3 го ) маµv = о 

ds и0 ds и0 ds µv и0 µv µv ио µv ' 

(1.5.26) 
т. е. производные по ds присутствуют только от тензора спина. Следовательно, 
уравнения (1.5.26) можно назвать уравн,ен,иями движен,ия спин,а. Уравнения 
же (1.5.24) следует понимать как уравн,е'Ния движе'НиЯ сnи'Новых (диполь'Ных) 
частиц. 
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4. "'Уравнения (1.5.26) и (1.5.24) можно переписать, используя введенные 
величины то, sarз, и°' и их производные. в [125] показано, что sarз является 
тензором, а т0 - скаляром относительно допустимых координатных преобра

зований, т. е. от записанных приближенных уравнений можно перейти к об

щековариантным уравнениям. Вводя общековариантный дифференциальный 

оператор D вµ,··· dBµ,· .. 
__ и_._·· - ~ гµ, вЛ··· и - гл вµ,··· и -Ds - ds + Ли и··· и + . . . ии л". и ... , (1.5.27) 

где ве::: -произвольный тензор, уравнения (1.5.26) и (1.5.24) можно предста
вить в следующем общековариантном виде: 

(1.5.28) 

(1.5.29) 

Эти уравнения известны под названием уравнений Матиссона-Папапетру. 

Очевидно, что при S°'rз = О (для монопольной частицы) уравнения (1.5.28) 
совпадают с (1.5.14), т. е. (1.5.28) являются обобщением уравнений геодезиче
ских линий на случай вращающихся (дипольных) частиц. 

5. Система уравнений Матиссона-Папапетру является неполной, и для их 
решения необходимо использовать три дополнительных условия. Например, 

дополнителънъ~е условия Кориналдези-Папапетру имеют вид 

(1.5.30) 

Оно означает, что тензор спина ортогонален 4-скорости движущейся материи. 



--------------·-· rnaвa 2 --------
Основные следствия общей теории 

относительности 

А. Эйнштейн в статье «Принципиальное содержание общей теории 

относительности» писал: «Теория, как мне кажется сегодня, покоится 

на трех основных положениях, которые ни в какой степени не зависят 

друг от друга. ( ... ) 
а) Прин:цип относителъности: законы природы являются лишь вы

сказываниями о пространственно-временных событиях: поэтому они на

ходят свое естественное выражение в общековариантных уравнениях. 

б) Принцип эквивалентности: инерция и тяжесть тождественны; от

сюда и из результатов специальной теории относительности неизбежно 

следует, что симметричный «фундаментальный тензор» (9µv) определя
ет метрические свойства пространства, движение тел по инерции в нем, 

а также и действие гравитации. Описываемое фундаментальным тензо

ром состояние пространства мы будем обозначать как «G-поле». 

в) Принцип Маха: G-поле полностъю определено массами тел. Мас

са и энергия, согласно следствиям специальной теории относительности, 

представляют собой одно и то же; формально энергия описывается сим

метричным тензором энергии; это означает, что G-поле обусловливается 

и определяется тензором энергии материи» [192, с. 613). 
Поясняя последний принцип, Эйнштейн писал: «Название «принцип 

Маха» выбрано потому, что этот принцип является обобщением требова

ния Маха, что инерция должна сводиться к взаимодействию тел». «По 

принципу Маха, согласно уравнениям гравитационного поля, не может 

существовать никакого G-поля без материи. Очевидно, что постулат (в) 

тесно связан с вопросом пространственно-временной структуры мира 

как целого, так как в порождении G-поля принимают участие все мас

сы» [192, с. 614). 
Следует подчеркнуть, что идеи Маха послужили своего рода «пови

вальной бабкой» при создании Эйнштейном ОТО. Сам Мах почерпнул 

эти идеи в работах немецкой физической школы середины XIX века. 
Так, например, представитель этой школы В. Вебер полагал, что «нетто-
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средственное взаимодействие двух электрических масс зависит не толь

ко от этих масс, но также от присутствия третьего тела» [18, с. 225], что 
соответствовало взглядам Берцелиуса, которому принадлежит заслуга 

введения специального термина «каталитическая сила». Эйнштейн в пе- ( 
риод создания ОТО разделял эти взгляды. Так, обсуждая компоненты 

метрического тензора gµv, входящие в уравнения физики, он подчерки

вал, что они «оказывают влияние на все физические процессы. Однако 

и наоборот, физические процессы должны определять гравитационное 

поле, т. е. величины gµv» [191]. 
Но когда ОТО была создана, оказалось, что уравнения Эйнштейна 

содержат решения и в отсутствие материальных тел. Например, метри

ка Минковского является точным решением уравнений Эйнштейна. В 

истории физики можно найти ряд примеров, когда уравнения, сформу

лированные на основе тех или иных соображений, начинают диктовать 

дальнейший ход рассуждений. Как писал Эйнштейн, «необходимость 

придерживаться [принципа Маха] отнюдь не разделяется другими ав

торами, но я и сам считаю, что выполнение его не обязательно» [192, 
с. 614]. Споры о выполнимости принципа Маха в физике продолжаются 
до настоящего времени (см. главу 14). 

Три наиболее важных решения уравнений Эйнштейна: сферически

симметричное решение Шварцшильда, аксиально-симметричная метри

ка Керра и однородные изотропные космологические модели Фридмана, 

на основе которых делаются выводы о содержании и следствиях ОТО, 

по нашему мнению, удовлетворяют принципу Маха, описывая вли.я:ние 

массив1-1:ых оббектов (источ:ников искривле1-1:ности) на соотношения со

бъ~тиu и поведение других пробных оббектов в соответствующем про

стJХlнстве-времени. 

2.1. Метрика Шварцшильда 

Начнем с рассмотрения физически наиболее важного решения урав

нений Эйнштейна- с метрики пространства-времени, создаваемой ком

пактным сферически симметричным материальным объектом. Имен

но эта метрика, называемая метрикой Шварцшильда, с высокой сте

пенью точности описывает пространство-время в Солнечной системе и 

в окрестности Земли. Из нее в основном приближении выводится закон 

всемирного тяготения Ньютона, а в следующем приближении вычисля

ются известные эффекты, подтверждающие ОТО. 
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2.1.1. Вывод решения Шварцшильда 

Будем искать решение вне распределения материи, т. е. будем пола

гать, что в правой части уравнений Эйнштейна (1.4.18) стоит нуль. Это 
означает, что уравнения Эйнштейна берутся в виде 

Rµv =О. (2.1.1) 

Квадрат интервала в пространстве-времени Минковского в сфериче

ских координатах имеет вид 

(2.1.2) 

Переобозначим координаты: 

ct=x0; r=x1; 8=х2 ; с.р=х3 . (2.1.3) 

Условие сферической симметрии в упрощенной форме будем понимать 

как присутствие угловых координат лишь в виде комбинации, заключен

ной в (2.1.2) в круглых скобках. Тогда в случае ОТО квадрат интервала 
следует ожидать в виде 

ds2 = 900 (dx0)2 + 911(dx1 )2 + 2901dx0dx1 - J(x0,r)r2 (d8 2 + sin2 8dc.p2
), 

(2.1.4) 
где 900, 911, 901 и f(х0,r)-четыре функции от двух координат х0 и 

r = х1 . 
Воспользуемся возможностью преобразований двух координат 

х'0 = х'0 ( х0 , r); r' = r' ( х0 , r), (2.1.5) 

сохраняющих вид метрики (2.1.4), таким образом, чтобы исключить две 
неизвестные функции, приведя их к виду 

1 О f(x' 0
, r') = 1. 901 = ; (2.1.6) 

В итоге остаются две неизвестные компоненты метрического тензора, 

которые для удобства дальнейших выкладок переобозначим 

1 v 1 л 
900 = е ; 911 = -е , (2.1.7) 

где v(x0 ,r) и Л(х0,r)-две новые неизвестные функции от двух перемен
ных, которые предстоит найти из уравнений Эйнштейна. (Далее штрихи 
у новых компонент писать не будем.) Проведенные рассуждения факти

чески включают в себя задание координатных условий, которые всегда 

необходимо добавлять к уравнениям Эйнштейна. 
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Для решения уравнений Эйнштейна используем обычный путь, кото

рый состоит из следующих пяти этапов: 1) из тех или иных соображений 
задается ожидаемый вид ковариантных компонент метрического тен

зора, 2) из ковариантных компонент метрического тензора выражают- ( 
ся контравариантные компоненты, 3) находятся компоненты символов 
Кристоффеля через неизвестные функции, 4) записываются компонен
ты тензора Риччи, 5) решается система уравнений Эйнштейна. 

1. Первый этап уже осуществлен выше. В итоге компоненты ковари-
антного метрического тензора найдены в виде 

г 
о о 

_jin2J Oµv = ~ 
-ел о 

(2.1.8) 
о -r2 

о о 

2. По формулам (1.2.4) из этих компонент находятся контравариант-
ные компоненты метрического тензора в виде 

о""= ( т 
о о о ) -е-Л о о 

(2.1.9) 
о -1/r2 о 

о о -1/(r2 sin2 ()) 

3. Сорок компонент символов Кристоффеля, записываемых через 
компоненты метрики посредством формулы (1.3.8), будем вычислять в 
четыре приема. 

а) Сначала найдем четыре компоненты, 

индексами. Они представляются в форме 

обладающие одинаковыми 

(2.1.10) 

(без суммирования по одинаковым индексам) и имеют следующие зна-

чения: 

(2.1.11) 

где точкой будем обозначать производную по х0 , а штрихом - производ

ную по r. 
б) 12 компонент символов Кристоффеля с одинаковыми нижними 

индексами представляются в форме 

га- - _ 1. (Т(Т дgµµ при µ _j_ (} 

µµ - 2 9 дха- ' -г (2.1.12) 
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и находятся в виде 

Л v' 
Г0 = -еЛ-v. Г1 = -еv-Л Г212 = -re->-; Г313 = -rsin2 ее-\ 

11 2 ' 00 2 

Г~3 = -sinB cos В; Г22 = ГЗ3 = г;о = Гi1 = Г~о = Г~1 = Г~2 = о. 
(2.1.13) 

в) 12 компонент символов Кристоффеля с одинаковыми одним верх
ним и одним нижним индексами представляются в форме 

при µ=/=а 

и находятся в виде 

1 Л v' 2 3 1 
Го1 = 2; Г!о = 2; Г12 = Г13 = ;:; Г~3 = ctgB; 

г2 - г3 - г0 
- г1 - г0 

- г1 - г2 - о о2 - о3 - о2 - 12 - о3 - 13 - 23 - · 

(2.1.14) 

(2.1.15) 

г) 12 компонент символов Кристоффеля со всеми разными индексами 
в данной метрике равны нулю: 

Г~л = О при µ =/= v -:f. Л. (2.1.16) 

4. Отличные от тождественного нуля компоненты тензора Риччи, 
приравненные нулю согласно (2.1.1), находятся в виде: 

(2.1.17) 

(2.1.18) 

(2.1.19) 

(2.1.20) 

5. Решим получившиеся уравнения. Из (2.1.20) сразу же находим, 
что функция Л не зависит от х0 , т. е . 

.\ =О-+ Л = Л(r). (2.1.21) 

Умножая (2.1.17) на еЛ-v и складывая с (2.1.18), находим 

Л' + v' =О-+ Л + v = f(x 0 )-+ l/ = -Л + f(x 0
). (2.1.22) 
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Используя это выражение, произведем преобразование координаты х0 

так, чтобы в первой части метрики (2.1.4) получилось 

(2.1.23) 

тогда, опуская штрих, имеем 

,\ + v =О-+ Л(r) = -v(r), (2.1.24) 

т. е. фактически доказана теорема, что вакуумное сферически-си.м.мет

ри'Ч.ное решение уравнений Эйнштейна является стаmи'Ч.ески.м. 

Вводя обозначение у= ev, уравнение (2.1.19) можно привести к виду 

1 у 1 
у+ - - - =о. 

r r 
(2.1.25) 

Это уравнение с разделяющимися переменными. Из него находим 

ln(l - у) = ln С0 - ln r-+ у= ev = е->. = ( 1 - ~0 ) , 

где С0 - константа интегрирования. 

В итоге имеем решение 

ds 2 = (1 - Со) (dx 0
)

2 - dr
2 

- r 2 (de 2 + sin2 ed'P2 ). 
r (1 - C0 /r) 

(2.1.26) 

(2.1.27) 

2.1.2. Анализ метрики Шварцшильда и ее обобщений 

1. Анализ метрики Шварцшильда 
Забегая вперед, укажем, что из принципа соответствия с теорией 

Ньютона (см. раздел 2.1.3) находится константа интегрирования в виде 
С0 = 2G М / с2 , где G - ньютоновская гравитационная постоянная, с -
скорость света, М - масса центрального объекта. В окончательном виде 

решение Шварцшильда имеет вид 

(2.1.28) 

Обсудим некоторые принципиальные моменты метрики Шварцшильда. 

1. Выделим пространственно-подобную часть метрики, т. е. положим 
dx 0 = О, тогда можно писать -ds2 = dl 2

. Зафиксируем радиальную 
координату r, положив dr = О, и рассмотрим смещение по окружности в 
экваториальной плоскости, т. е. пусть е = 90° и изменяться может лишь 
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Рис. 2.1. Воронка, иллюстрирующая искривление пространства вокруг сфери
чески-симметричного материального источника 

угол r.p от нуля до 27Г. В этом случае из (2.1.28) имеем выражения для 
малого смещения и полную длину окружности: 

dl = rdr.p ---+ l = 27Гr. (2.1.29) 

Это очевидный результат, гласящий, что длина окружности, как и в 

евклидовом пространстве, выражается в виде произведения 27Г на ра

диус. Однако в данном случае r является лишь радиальной координа

той, которая при другом выборе координат могла бы входить в длину 

окружности иным образом. По этой причине часто говорят, что метри

ка Шварцшильда в виде (2.1.28) записана в специальных координатах 
кривизн. 

2. Теперь возьмем смещение вдоль радиальной координаты от како
го-то начального значения r1 до конечного r 2 при е = 90° и при посто
янном значении угла r.p. В этом случае из (2.1.28) имеем 

dr 1r2 dr 
dl = ---+ l = > ( r2 - r1), J1 - 2GM/c2r r 1 J1 - 2GM/c2r 

(2.1.30) 

т. е. расстояние от источника до окружности длиной 27Гr2 оказывает

ся больше значения разности радиальных координат. Такую ситуацию 

можно понимать только таким образом, что пространство «прогибает

ся» под материальным источником. С помощью доступной нашему во

ображению 2-мерной аналогии эту ситуацию можно изобразить в виде 

воронки на рисунке 2.1. 
3. Рассмотрим метрику Шварцшильда при очень малых значениях 

параметра r. Из (2.1.28) видно, что при значении радиальной коорди-
на ты 2GM 

rg = --Т (2.1.31) 

компонента метрики 900 обращается в нуль, а компонента 911 стремится 
к бесконечности. Это значение r9 называется гравитаv,ионны.м радиу-
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сом. Для Солнца он порядка 3 километров, а для Земли - порядка 9 
миллиметров. При еще меньших значениях r < rg компонента 900 ста

новится отрицательной, а компонента 911 - положительной. Это можно 

трактовать так, что координаты х0 и х 1 = r меняют свой характер: 
координата х0 становится пространственно-подобной, а координата r -
времени-подобной. 

Для реальных объектов с геометрическими размерами, значительно 

превышающими гравитационный радиус, r g имеет символическое значе

ние - означает перевод значений масс в размерность длины. 

4. На основе записанных формул была высказана гипотеза 'Чер'Н:ых 
дъ~р о возможности существования объектов с геометрическим радиу

сом, меньшим гравитационного. Вблизи таких объектов следует ожидать 

множество необычных явлений. Например, расчеты показывают, что из

под гравитационного радиуса ничто не может выйти, - ни у света, ни у 

других тел просто не хватит энергии преодолеть притяжение черных 

дыр 1 . По этой причине они должны быть невидимыми, «черными», -
отсюда и их название. 

Однако на черные дыры могут падать (пересекать гравитационный 

радиус извне) другие объекты, причем для стороннего наблюдателя ско

рость падающих на черную дыру объектов должна стремиться к скоро

сти света, их масса при этом должна бесконечно расти, а сам процесс 

падения должен продолжаться бесконечно долго. Любопытно отметить, 

что в системе отсчета падающих объектов время достижения ими гра

витационного радиуса оказывается конечным. 

Ведутся эксперименты по обнаружению черных дыр в космосе, ко

нечно, не по их собственному излучению (которого нет), а по косвенным 

эффектам. Поскольку падающие объекты разгоняются до околосвето

вых скоростей, то при их столкновениях можно ожидать жесткое рент

геновское излучение. Черные дыры идентифицируются с невидимыми 

в оптическом диапазоне источниками мощного рентгеновского излуче

ния. В космосе обнаружено значительное количество претендентов на 

черные дыры, в том числе обсуждается вопрос о существовании гигант

ских черных дыр в центре нашей и других галактик (см. [186]). 

1 Заметим, что к данному выводу можно прийти в рамках ньютоновой теории тяго
тения с добавлением постулата предельной скорости, равной скорости света. Можно 

поставить задачу, на каком расстоянии r 9 от точечной массы М тело с произволь

ной массой m, движущееся с максимальной скоростью v = с, обладает кинетической 

энергией, равной его потенциальной энергии? Из элементарных соотношений нахо

дим 
2 

~-cmM =О _. 
2 Tg 

2GM 
rg=~· 

с 
(2.1.32) 
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Однако имеется и другая позиция, соответствующая универсально

му правилу в физи~: если в теории в каких-то областях или явлениях 
возникают бесконе-ч,но болъшие вели-ч,инъt, то это свидетелъство то

го, -ч,то в таких обстоятелъствах въtводы теории теряют силу. По 

мнению, высказанному В. А. Фоком и рядом других физиков-гравита

ционистов, бесконечности на гравитационном радиусе свидетельствуют 

о границе применимости закономерностей эйнштейновской теории гра

витации. Однако это не исключает возможности существования массив

ных астрофизических объектов загадочной природы, ныне трактуемых 

как черные дыры. 

П. Некоторые обобщения метрики Шварцшильда 

Выпишем несколько наиболее непосредственных обобщений метрики 

Шварцшильда. 

1. Метрика Коттлера является сферически-симметричным решением 
уравнений Эйнштейна с космологическим членом в «вакууме» 

Rµv = A9µv· (2.1.33) 

Оно находится в виде 

( 
2GM Лr2 ) dr 2 

ds 2 = 1---+ - (dx0
)

2 
- -r2 (d0 2 +sin2 Odr.p2

). 
c2r 3 ( 2GM Лr2 ) 1---+-

c2r 3 (2.1.34) 

Из-за дополнительного слагаемого, пропорционального r 2 , в компонен
тах 900 и 911 это решение не является асимптотически плоским. По

скольку долгое время не было оснований говорить о проявлениях кос

мологической постоянной в наблюдаемой части окружающего мира, по

лагали, что значение космологической постоянной чрезвычайно мало: 

Л < 1О-56см-2 . 
2. Метрика Вайдья описывает пространство-время вокруг сфериче

ски-симметричного источника, испускающего высокочастотное излуче

ние. Такая система описывается уравнением Эйнштейна, в правой части 

которого стоит усредненный тензор энергии-импульса высокочастотного 

излучения: 

(2.1.35) 

где kµ - изотропный вектор распространения излучения, Р - плотность 

потока энергии в системе отсчета с 4-скоростью тµ такой, что kµтµ = 1. 
Метрика Вайдья в координатах кривизн находится в виде 

ds2 = (1- 2G~(u) + л;
2

) (dx0
)
2 +2dudr-r2 (d0 2 +sin2 8dr.p2

), (2.1.36) 

где и= х0 - r-запаздывающее время, М(и)-масса, зависящая от и. 
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Имеется многочисленный пласт работ (см., например, библиографию 

в [65]), в которых исследовались решения уравнений Эйнштейна внут
ри сферически-симметричных материальных источников, каковыми, на

пример, являются звезды. 

Кроме того, в главе 5 будет приведен ряд других сферически-сим
метричных совместных решений уравнений Эйнштейна, Максвелла и 

Клейна-Фока. 

2.1.3. Уравнения геодезических линий в метрике Шварцшильда 

Чтобы проанализировать соотношение ньютоновой теории грави

тации и эйнштейновской ОТО, рассмотрим уравнения геодезических 

(1.3.7) в метрике Шварцшильда (2.1.27), полагая константу С0 пока 
неизвестной. Последовательно выпишем и решим четыре уравнения, 

указывая аналоги в ньютоновой теории. 

1. Начнем с компонентыµ= 2, т. е. с уравнения для угла е. Выбирая 
из (2.1.11)-(2.1.15) отличные от нуля компоненты символов Кристоффе
ля, имеем уравнение 

(2.1.37) 

Подставляя найденные выше значения символов Кристоффеля, находим 

d
2
e 2 dr de . (d'P) 

2 

- + --- -sшecose - =О. 
ds 2 r ds ds ds 

(2.1.38) 

Пусть в начальный момент рассматриваемое тело находилось в эквато

риальной «плоскости» и скорость тоже лежала в этой плоскости, т. е. 

пусть ео = 1Г/2 и (d8/ds)o =о, тогда из (2.1.38) следует, что и дальше 
движение тела будет происходить в этой «плоскости», т. е. 

de 
- =О·-+ 
ds ' 

(2.1.39) 

Этот результат соответствует известному в ньютоновой теории фак

ту, что траектория тела, движущегося в поле центральных сил, нахо

дится в одной плоскости - в плоскости Лапласа. 

2. Далее рассмотрим компоненту µ = 3, т. е. решим уравнение геоде
зической для угла 1.р, отличные от нуля слагаемые которого имеют вид 

(2.1.40) 
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Подставляя сюда найденные выше компоненты символов Кристоффеля, 

имеем 
d2 <р 2 dr d<p de d<p - + --- + 2ctge-- =о. 
ds2 r ds ds ds ds 

(2.1.41) 

Воспользовавшись (2.1.39), отбросим последнее слагаемое, кроме того, 
умножим все уравнение на ds/dr и введем обозначение d<p/ds = q(r), 
тогда приходим к уравнению с разделяющимися переменными 

2 
q' + -q =о, 

r 
(2.1.42) 

где штрих, как и ранее, означает дифференцирование по радиальной 

координате. Решение этого уравнения имеет вид 

(2.1.43) 

где а 0 - константа интегрирования. 

В ньютоновой теории этой компоненте уравнений геодезической со

ответствует закон сохранения площадей (секторной скорости, момента 
количества движения) 

2d<p 
r -=а. 

dt 
(2.1.44) 

Опять имеется близкое соответствие двух теорий, причем следует поло-

жить 
а 

О'о = -. 
с 

3. Уравнение геодезической дляµ= О имеет вид 

d2xo + 2ro dr dxo =О 
ds2 01 ds ds 

или через функцию v(r) оно представляется в форме 

d2x0 dr dx0 

ds2 + v' ds ds = О. 

(2.1.45) 

(2.1.46) 

(2.1.47) 

Умножая (2.1.47) на ds/dr и вводя обозначение dx0 /ds = p(r), получаем 
простое уравнение 

р' + v'p =О. (2.1.48) 

Его решение имеет вид 

dx0 -v Ео 
р = - = Е0е = ----

ds 1 - C0 /r' (2.1.49) 

где Е0 - константа интегрирования. 
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В ньютоновой механике этому соотношению соответствует закон со

хранения энергии. При этом константа Е0 связана со значением полной 
энергии частицы (суммы кинетической и потенциальной энергий). 

4. Радиальная компонента геодезической (µ = 1) имеет сложный вид 

d
2
r 1 (dx0

)

2 
1 (dr) 2 

1 (d()) 2 
1 (dr.p) 2 

ds2 + Гоо ds + Г11 ds + Г22 ds + Гзз ds =О, (2.1.50) 

однако нам не нужно его решать, поскольку из метрики Шварцшильда 

легко находится его первый интеграл. Действительно, разделив (2.1.27) 
на ds2 , имеем 

( С0 ) (dx0

)

2 

1 = 1 - -;:- ds (2.1.51) 

Подставляя сюда решения (2.1.43), (2.1.49) и перейдя, во-первых, от r к 
и= 1/r, и, во-вторых, от дифференцирования по ds к дифференциро
ванию по dr.p, используя формулы: 

dr 
= dr.p - и2 dr.p' 

1 du 
(2.1.52) 

приходим к аналогу 1-й формулы Бине в механике Ньютона 

(
du)

2 
2 _ в; - 1 Сои С з 

d 
+ U - 2 + 2 + oU . 

r.p его его 
(2.1.53) 

Продифференцировав это выражение по r.p, приходим к аналогу класси
ческой 2-й формулы Бине 

d2u Со 3 2 
dr.p2 + и = 2ег~ + 2Сои . (2.1.54) 

Напомним, что в ньютоновой теории 2-я формула Бине определяет 

радиальное ускорение через действующую на тело массы m централь
ную силу Fт: 

2 2 (d2
u ) mu ег dr.p2 +и = -Fт· (2.1.55) 

Подставляя сюда силу центрального гравитирующего объекта Fr = 

-GmMu2 , приходим к выражению 

(2.1.56) 

где М - масса центрального объекта. 
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Из сравнения правой части (2.1.56) с первым слагаемым справа в 

(2.1.54) находим константу интегрирования Са, ранее введенную в мет
рику Шварцшильда (2.1.28): 

2GM 
Са= --2- = rg. 

с 
(2.1.57) 

Восстанавливая из (2.1.54) классический аналог 2-й формулы Бине 
(умножением на mu2a 2), приходим в случае ОТО к обобщенной цен
тральной «силе»: 

тМ тМа2 

= G-2- + ЗG-4-2 = FN + :Fв, 
r r с 

(2.1.58) 

слагающейся из ньютоновой силы всемирного тяготения :F N и допол

нительной эйнштейновской «силы» :Fв, убывающей обратно пропорци

онально четвертой степени расстояния. 

Запишем отношение эйнштейновской «силы» к ньютоновой для нере

лятивистского случая: 

(2.1.59) 

где записана трансверсальная компонента скорости v ~ rф. Таким обра
зом, эйнштейновская, дополнителъная «сила» пренебре:>tСимо мала по 

сравнению с нъютоновой силой для -частиц, дви:>tСущихся со скоростъю, 

малой по сравнению со скоростъю света. 

Следует обратить внимание на тот факт, что здесь использованы по

нятия силы в координатном смысле. Они существенно зависят от выбо

ра координатной системы. Для корректной физической интерпретации 

необходимо использовать методы задания системы отсчета, которым по

священа следующая глава 3 (см. раздел 3.6.2). 

2.1.4. Смещение перигелия Меркурия 

Перепишем уравнение геодезической (2.1.54) в более компактной 

форме 

и" + и = а + /Зи2 , (2.1.60) 

где f3u2 « а, и 
м м 

а = G2 ; /3 = ЗG 2 . 
а с 

(2.1.61) 

Будем решать его методом последовательных приближений. 
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Нулевое приближение представляет собой решение уравнения 

(2.1.56) для случая ньютонова закона всемирного тяготения (/3 = О), 
т. е. уравнения 

(2.1.62) 

Его решение состоит из двух частей: общего решения однородного урав

нения (колебаний с единичной частотой) u00 = С1 cos( <р + ср0 ) и частного 
решения неоднородного уравнения и01 = а, так что имеем 

Uo = и00 + и01 =а+ С1 COS<p = a(l + ecos<p), (2.1.63) 

где положено, что начальная фаза <р0 =О. Для случая финитного дви
жения планеты это уравнение эллипса с эксцентриситетом е = С1/а < 1, 
которое можно записать в более знакомом виде 

r = р , (2.1.64) 
1 + ecos <р 

где р = 1/а-фокальный параметр. 
Первое приближение является решением уравнения (2.1.60), в пра

вую часть которого вместо и подставлено нулевое приближение (2.1.63), 
т. е. решением уравнения 

и~+ и~ = f3a2 (1 + е cos <р ) 2 = а2 f3 ( 1 + е;) + ~а2 (Зе2 cos 2ip + 2а2 (Зе cos rp, 

(2.1.65) 
где квадрат косинуса записан через косинус двойного угла по известной 

тригонометрической формуле. 

Поскольку уравнение (2.1.65) является линейным, его решение мож
но представить в виде суммы трех частных решений уравнения колеба

ний последовательно с отдельными слагаемыми в правых частях 

(2.1.66) 

и общего решения u 0 (2.1.63) однородного уравнения. Для первого ела-
гаемого имеем 

(2.1.67) 

Второе слагаемое находится из решения уравнения колебаний с правой 

частью в виде вынуждающей силы с удвоенной частотой. Оно имеет вид 

(2.1.68) 

Третье слагаемое соответствует резонансному случаю, когда частота вы

нуждающей силы равна собственной частоте колебаний. Как известно, 
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решение такого уравнения ищется в виде и 1з = С2 ер sin ер + С з ер cos ер. 
Вычисляя константы интегрирования С2 и Сз, находим 

2/3 . U13 = Ct еер SШ ер. (2.1.69) 

Собирая все части решения, имеем в данном приближении решение 

( 
е2 ) 1 и = a(l + е cos ер)+ а2 j3 1 + 2 - 6а

2 j3e2 cos 2ер + а2 jЗеер sin ер. (2.1.70) 

Проанализируем вклады отдельных слагаемых. Член и11 приводит к 
незначительной деформации (сжатию) эллипса, сохраняя замкнутый ха

рактер траектории. Этот эффект чрезвычайно мал и в настоящее время 

необнаружим. 

Слагаемое и12 приводит к наложению на эллипс биений с удвоен

ной частотой, не меняя замкнутый характер траектории. Этот эффект 

также чрезвычайно мал и недоступен для обнаружения существующей 

аппаратурой. 

Третье, резонансное слагаемое приводит к накоплению эффекта с 

каждым новым витком орбиты. Собирая вместе первое и последнее сла

гаемые справа в (2.1.70), имеем 

и~ ио+u~з = a(l+ecosep+a/Зeepsinep) ~ a[l+ecos(ep-et/Зep)], (2.1.71) 

где из-за малости констант положено а/Зер ~ sin а{Зер и cos а/Зер ~ 1 и 
произведен переход к косинусу разности двух углов. 

Исходя из положения планеты в перигелии (на кратчайшем рассто

янии от Солнца), поставим вопрос о значении угла, при котором на сле

~ующем витке будет то же самое ближайшее положение. Очевидно, это 

произойдет, когда аргумент косинуса изменится на 271', т. е. при условии 

ep(l - et/3) = 27!', 

откуда находим 

271' 
ер = /3 ~ 271' + 27ret{3 = 271' + Лер, 

1 - Ct 

1·де, используя (2.1.61), имеем 

с2м2 
Лер = 67r-2-2-· 

с а 

(2.1.72) 

(2.1.73) 

(2.1.74) 

Такое движение планеты представляет собой розетку, составленную из 

1юворачивающегося на малый угол эллипса (см. рис. 2.2). Эту розетку 
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Рис. 2.2. Движение планеты в метрике Шварцшильда по розетке 

можно наглядно представить как движение шарика в неглубокой чаше

воронке, изображенной на рисунке 2.1. Понятно, что этот шарик будет 
крутиться по поверхности, описывая некую кривую траекторию. 

Для ближайшей к Солнцу планеты Меркурий это значение состав

ляет дерм ~ 42" ,9 за столетие. Для Венеры дсрв ~ 811 ,6, а для Земли 
дсрз ~ 311 ,8 за столетие. Этот эффект для Меркурия был обнаружен 
астрономами уже в конце XIX века, но некоторое время для него не 
было подходящего объяснения. Оно было получено сразу же после со

здания ОТО и явилось первым подтверждением эйнштейновской теории 

гравитации. 

2.1.5. Эффект отклонения лучей света 

Другое подтверждение ОТО было получено в 1919 году во время 
наблюдения солнечного затмения. Было показано, что лучи от далеких 

звезд, проходящие вблизи диска Солнца, искривляются, причем угол 

их отклонения оказался в два раза больше, чем это предсказывалось 

ньютоновой теорией гравитации. 

Этот эффект опять можно подсчитать с помощью уравнений геодези

ческой линии, однако в этом случае это будет изотропная геодезическая. 

Поскольку в (2.1.28) слева стоит нуль, то в итоговом уравнении отсут
ствует вклад ньютонова слагаемого и радиальное уравнение принимает 

вид /1 (3 2 
и +и= и . (2.1.75) 

Опять будем решать это уравнение методом последовательных прибли

жений. 
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Нулевое приближение получается решением уравнения (2.1.75) с ну
левой правой частью 

11 о U 0 + Uo = . (2.1.76) 

Это однородное уравнение колебаний с единичной частотой. Его реше-

ние имеет вид 

1 
и0 = С4 cos(<p + <р0 ) --+ U 0 = R cos <р. (2.1.77) 

Его можно интерпретировать как свободное движение луча света по пря

мой линии, параллельной оси у, на расстоянии R от Солнца (см. рис. 2.3). 
Первое приближение находится из уравнения вида (2.1.75), куда в 

правую часть подставлено нулевое приближение: 

11 {3 2 
и1 + и1 = R2 cos <р. (2.1.78) 

Частное решение этого уравнения можно представить в виде 

{3( 2 2·2) и~ = 
3
R2 cos <р + sш <р . (2.1.79) 

Собирая вместе нулевое и первое приближение, имеем 

cos <р {3 2 . 2 
U = U 0 + ui = -Н + 

3
R 2 ( COS <р + 2 SШ <р). (2.1.80) 

Умножим левую и правую части (2.1.80) на rR и введем декартовы ко
ординаты согласно формулам: 

х = rcos<p; у= r sin <р, (2.1.81) 

тогда (2.1.80) можно переписать в виде 

GM 1 GM 1 
R = х + 2R (х2 + 2у2)--+ х = R- 2R (х2 + 2у2). 

с J х2 + у2 с J х2 + у2 
(2.1.82) 

Эта траектория, симметричная относительно горизонтальной оси, изоб

ражена на рисунке 2.3. 
Чтобы найти угол о: между асимптотой и осью у, устремим у к бес

конечности, тогда имеем 

см 
х = R - c2R (±2у). (2.1.83) 

Отсюда легко находится приближенное значение угла о:: 

dx 2GM 
tgo: = - = =i=-- с::: о:. 

dy c2R 
(2.1.84) 

3-2979 
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Рис. 2.3. Эффект отклонения света, проходящего вблизи диска Солнца 

Угол отклонения луча света равен удвоенному углу о:: 

4GM 
Ф= 2о: = --. 

c2R 
(2.1.85) 

Подставляя сюда массу Солнца и вместо R радиус Солнца, находим 
численное значение угла отклонения лучей света, проходящих вблизи 

поверхности Солнца, ф = 111 ,75. 
Легко понять, что этот эксперимент можно проводить лишь во время 

солнечного затмения, когда на небе вблизи Солнца видны звезды. Для 

этого нужно сфотографировать участок звездного неба вблизи прикры

того Луной диска Солнца, а затем сделать снимок этого же участка неба 

без Солнца и наложить две фотографии друг на друга. По сдвигу двух 

изображений звезды, оказавшейся вблизи диска, можно вычислить угол 

отклонения света. Как уже отмечено выше, аналогичный эффект имеет 

место и в ньютоновой теории гравитации, если свет рассматривать как 

материальную частицу, движущуюся со скоростью света и взаимодей

ствующую с Солнцем согласно закону всемирного тяготения. Однако в 

ньютоновой теории эффект оказывается ровно в два раза меньше. Экс

перименты, впервые проведенные в 1919 году и неоднократно повторяв
шиеся позже, убедительно свидетельствуют в пользу эйнштейновского 

значения угла отклонения, а не ньютонового. 

Впоследствии этот эффект был подтвержден в других эксперимен

тах: при радиолокации планет Солнечной системы, при наблюдениях 

отклонений радиосигналов от квазаров, в виде отрицательных парал

лаксов далеких звезд и т. д. 

В литературе часто говорят о трех классических эффектах ОТО в 

метрике Шварцшильда, добавляя к двум описанным выше эффект гра-
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витационного красного смещения. Он состоит в том, что луч света с неко

торой длиной волны Л, поднявшийся от источника на некоторую высоту, 

воспринимается приемником как свет с большей длиной волны, т. е. име

ет место сдвиг частоты в красную сторону. Расчеты с использованием 

понятий системы отсчета (см. раздел 16.1) показывают, что этот сдвиг 
частот обусловлен потерей энергии светом на подъем, причем оказыва

ется, что результат одинаков при вычислениях как в рамках ОТО, так и 

в ньютоновой теории гравитации. На этом основании правильнее назы

вать эффект гравитацион:ного красного смещения не эффектом ОТО, а 

лишъ про.явлением принципа соответствия с нъютоновой теорией. 

Подчеркнем, что два рассмотренных эффекта количественно отли

чаются от следствий ньютоновой теории. Так, эффекта смещения пери

гелия Меркурия в принципе нет в ньютоновой теории, а эффект откло

нения лучей света в ОТО в два раза больше, чем в ньютоновой теории. 

2.2. Метрика Керра 

Другим практически важным точным решением уравнений Эйн

штейна является метрика Керра, описывающая искривленное простран

ство-время вокруг вращающегося материального источника. 

Следует напомнить, что практически все астрофизические объекты 

(Солнце, звезды, Земля и другие планеты Солнечной системы) враща

ются, т. е. метрика вокруг них отличается от метрики Шварцшильда. 

Очевидно, что в таком пространстве имеется выделенное направление, 

т. е. такая метрика является аксиально симметричной. 

2.2.1. Анализ метрики Керра 

1. Точное решение, описывающее метрику вокруг вращающегося ис
точника, впервые было найдено Р. Керром в 1963 году в следующем виде 

ds2 = (dx0
)
2 -dr2 - (r 2 + а2 cos2 8)d82 - (r2 + a2)sin28dcp2 - 2а sin2 8drdcp

-
2 

r( 
28

(dr+asin8dcp+dx0
)
2. (2.2.1) 

r +а cos 

Это стационарная метрика, зависящая от двух констант: r9 и а. 

Для практического использования оказалась более удобной иная ко

ординатная система, в которой метрика Керра была записана Р. Бойе-
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ром и Р. Линдквистом: 

( 
r r ) r2 + а2 cos2 (} 

ds2 = 1 - 9 (dx 0
)
2 - dr2 - (r 2 + а2 cos2 fJ)dfJ 2-

r2 + а2 cos2 (} r2 + а2 - r9 r 

2 2 r9 ra sш и . 2 2 r9 ra . 2 0 ( 
2 · 2л) 2 

- r +а + 2 2 2 (} sш fJdcp + 2 2 2 (} sш fJdx dcp. 
r+acos r+acos 

(2.2.2) 

2. Рассмотрим, во что превращается метрика Керра при обращении 
в нуль одной из двух входящих в нее констант. 

1) При а = О и r9 # О метрика Керра в координатах Бойера

Линдквиста переходит в метрику Шварцшильда (2.1.28) в координатах 
кривизн. Именно это обстоятельство обусловило использование ее имен

но в таком виде. 

2) При а# О и r9 =О метрика Керра принимает вид 

r 2+a2 cos2 (} 
ds2= (dx0

)
2- dr2- (r2 +а2 cos2 fJ)(dfJ 2 +sin2 (Jdcp2)-a2 sin4 fJdcp2• 

r2+a2 
(2.2.3) 

Произведя преобразование координат: 

х = J r2 + а2 sin (} cos ср; у = J r2 + а2 sin (} sin ер; z = r cos (}, (2.2.4) 

легко убедиться, что метрика (2.2.3) в новых координатах является мет
рикой Минковского 

ds2 = (dx 0
)
2 - dx2 - dy2 - dz2. (2.2.5) 

Таким образом, метрика (2.2.3) является метрикой плоского простран
ства-времени в эллиптических координатах, удовлетворяющих условию 

х2 + у2 z2 
--+-=1. 
r2 + а2 r2 

(2.2.6) 

3. До получения Керром точного решения метрика вокруг враща
ющихся источников описывалась приближенной метрикой Лензе-Тир

ринга, найденной в 1918 году: 

ds2 = (1 - 2GM) (dxo)2 -
c2r 

dr 2 
. 4GM . 

----- - r2(d(12 + SШ2 fJdrp2) + --sш2 8dx0 dcp (2.2.7) 
1 - 2GM/c2r сЗr ' 

где М - момент количества движения центрального источника. Из срав
нения (2.2.2) и (2.2.7) следует физический смысл параметра в метрике 
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Керра: а = М / сМ. Отметим, что Керр в своей первой работе полагал 
2 wR2 

а= 5-с-, (2.2.8) 

где UJ - угловая скорость вращения, R - радиус сферического тела. 

Легко видеть, что метрика (2.2.2) инвариантна относительно од

новременного отражения времени и изменения знака w, т. е. х0 ---? 

-х0 ; а---? -а, что также подтверждает справедливость отождествления 

а с физической величиной, пропорциональной моменту импульса. 

4. Рассмотрим характерные для метрики Керра области простран
ства-времени вблизи источника. 

1) Компонента метрики g11 обращается в бесконечность при r 2 + а2 -

r gr = О, откуда находим радиус горизонта 

rg ~ 
ro = 2 ±у 4 - а"'. (2.2.9) 

Ограничимся большим значением, т. е. случаем знака плюс. 

2) Компонента метрики g00 обращается в нуль при r 2 -rrg-a2 cos2 (} = 
О, откуда находим так называемый радиус поверхности бесконе'Ч,ного 

красного смещения 

r 
Ta=_JJ_± 

2 

r2 
: - а2 cos2 е. (2.2.10) 

Опять ограничимся большим корнем. Из (2.2.9) и (2.2.10) видно, что 
две поверхности соприкасаются в полюсах поверхности горизонта (см. 

рис. 2.4). 

Поверхность бесконечного 
красного смещения 

Рис. 2.4. Поверхности горизонта и бесконечного красного смещения, ограни
чивающие эргосферу 

Область, ограниченная извне поверхностью бесконечного красного 

смещения и изнутри поверхностью горизонта, называется эргосфероu. 
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5. Поясним, почему внутренняя поверхность эргосферы называется 
горизонтом. Для этого напомним сведения из дифференциальной гео

метрии. Если гиперповерхность задана уравнением f (х0 , х1 , х2 , х3 ) = 
const, то компоненты нормали пµ к ней находятся из формулы 

дf(х) 
пµ = дхµ . (2.2.11) 

Для того чтобы некий сигнал проходил сквозь данную гиперпо

верхность, необходимо, чтобы нормаль была времени-подобной, т. е. 

gµvnµnµ > О. В данном же случае метрики Керра уравнение гиперпо

верхности горизонта имеет вид f(x) = r = (r9 /2)+J(r9 /2) 2 - а2 , откуда 
следует, что на данной гиперповерхности 

µv О g nµnv = , (2.2.12) 

т. е. гиперповерхность горизонта является изотропной. Более того, она 

является однонаправленной. Такими же свойствами обладает и горизонт 

в метрике Шварцшильда. 

2.2.2. Уравнения геодезических линий в метрике Керра 

Подставляя компоненты метрики Керра в уравнения геодезических 

линий (1.3.7), можно получить систему из четырех уравнений, анало
гичную записанной для метрики Шварцшильда в разделе 2.1.3, только 
сложнее. Чтобы это сделать, сначала выпишем компоненты контрава

риантного метрического тензора в координатах Бойера-Линдквиста: 

( r 2 + а2 ) ( r 2 +а2 cos2 8) +r gra2 sin2 е 
о о 

r9ra 
Л1 (r2 +a2cos2 8) 

Л1 
Л1 (r2 +a2cos2 8) 

о о о 
gµv= r 2 +a2cos28 

1 
о о 

r 2 +a2cos2 8 
о 

r9ra 
о о 

r 2+a2cos28-r9r 

Л1 (r2 +a2 cos2 8) Л1 (r2 +a2cos2 8)sin2 8 
(2.2.13) 

где использовано обозначение д1 = r 2 + а2 - r9r. Кроме того, учтено, 
что определитель метрического тензора имеет вид 

g = -(r2 + а2 cos2 8) 2 sin2 е. (2.2.14) 

В общем случае уравнения геодезических линий в метрике Керра 

имеют более сложный вид, нежели в метрике Шварцшильда. Ограни

чимся здесь более простыми случаями движения частиц в экваториаль

ной плоскости, когда в начальный момент е = 1Г /2 и и2 = de / ds = О. 
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1. Начнем с уравнения для угла е, которое для данного случая запи
сывается в виде 

(d
2e) = g22 [д9оо (dx

0
)

2 
+ дg11 (dr) 2 

+ дgзз (d<p) 2 + 2 дgзо d<p dx
0
]. 

ds2 
0 2 де ds де ds де ds де ds ds 

(2.2.15) 
Легко убедиться, что все производные от метрического тензора, входя

щие в это уравнение, в экваториальной плоскости равны нулю. Отсюда 

следует вывод, что если тело и его скорость в начальный момент лежали 

в экваториальной плоскости, то и все его движение будет оставаться в 

этой плоскости (в плоскости Лапласа). 

2. Уравнения геодезических линий для компонент х0 и х3 = <р в 
экваториальной плоскости находятся в виде 

(2.2.16) 

(2.2.17) 

Умножая оба уравнения на д1(ds/dr) и вводя новые обозначения: у = 
dx0 

/ ds, z = d<.p / ds, приходим к системе 

(2.2.18) 

(2.2.19) 

IЗыражая из (2.2.19) величину 

r2д 1 (2r3 - r а2 - 2r r 2 ) 
у= ---z' - g g z, 

ar9 ar9 

(2.2.20) 

и подставляя ее в (2.2.18), приходим к уравнению для функции z: 

(2.2.21) 

t'де штрих означает дифференцирование по r. Легко убедиться, что это 
уравнение представимо в виде 

z"Ф + 2z'Ф' + zФ" = (zФ)" =О, 

I'де Ф функция от r вида 

Ф = r(r2 + а2 
- rgr) = rд1. 

(2.2.22) 

(2.2.23) 
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Отсюда находится решение 

d<p Cr - r9 a0 z--- -+ 
- ds - rд1 

2 2 d<p r9 (r +а -r r)-=C--a 9 ds r 
0

' 

(2.2.24) 

соответствующее закону сохранения площадей (секторной скорости) в 

классической механике. Здесь а 0 и С - константы интегрирования. 

Воспользовавшись соотношением (2.2.20), находим вторую неизвест
ную функцию 

dx 0 r 2 (С - а0) а(С - а0) ar9 У= - = - + - -а0 • (2.2.25) 
ds Л1 а Л1 rд1 

3. Чтобы можно было сравнить эти формулы с аналогичными выра
жениями в метрике Шварцшильда (при а стремящимся к нулю), пере

определим константы интегрирования: 

(2.2.26) 

Тогда решение представляется в виде 

d<p _ ~ ( ( r - r 9 ) Е ) . dx
0 

_ ~ (в 2 _ ar 9 2Е ) 
d 

- Д а0 +а 0 , d - л 0 r rт0 +а 0 • 
s 1 r s u1 r 

(2.2.27) 
Сравнивая эти формулы с (2.1.43) и (2.1.49), убеждаемся, что введен
ные здесь (для геодезических в метрике Керра) константы а 0 и Е0 соот
ветствуют так же обозначенным константам интегрирования в метрике 

Шварцшильда. 

4. Уравнение для радиальной компоненты (µ = 1) в общем случае 
имеет довольно сложный вид 

d
2
r = _ Л1r9 (dx

0

)

2 
_ (2а2 - r9 r) (dr)

2 
+ Л1 (d())

2 

ds2 2r4 ds 2rд1 ds r ds 

_ ~~ ( 2r _ r~~
2

) ( ~~) 
2 

+ Лi;ga ( ~
0

) ( ~~), (2.2.28) 

однако его решать не обязательно. Его первый интеграл получается из 

выражения для квадрата интервала в метрике Керра (2.2.2). Деля его 
на ds 2 и подставляя в него найденные выше формулы (2.2.27) (в эквато
риальной плоскости), приходим к выражению для квадрата радиальной 

скорости: 

(2.2.29) 

Из этого выражения, переходя к переменной и= l/r и заменяя диффе
ренцирование по ds на дифференцирование по d<p согласно (2.1.52), легко 
прийти к обобщению на случай метрики Керра первой формулы Бине, а1 
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дифференцируя ее по dcp, можно получить обобщенную «силу» в метри
ке Керра при движении пробной частицы в экваториальной плоскости. 

Однако при этом следует не забывать, что таким образом введенная 

«сила» имеет координатный характер. Для корректной интерпретации 

подобных выражений необходимо использовать методы задания систем 

отсчета (см. раздел 3.6.3). 

2.2.3. Некоторые эффекты в метрике Керра 

В метрике Керра имеют место классические эффекты отклонения лу

чей света и смещения перигелия Меркурия, в значения которых вносятся 

ноправки, зависящие от параметра вращения а. Эти поправки чрезвы

'!аЙНО малы и в данный момент вряд ли возможно их обнаружить экс

нериментально. Назовем несколько характерных эффектов, присущих 

метрике лишь вокруг вращающегося объекта. 

1. Эффект полного увлечения эргосферой. В эргосфере никакая ча
стица не может находиться в покое. Предположим противное, т. е. пусть 

r = const, () = const, ер= const, тогда квадрат интервала в эргосфере 

ds2 = (r2 + az cos2 () - rrg) (dxo)z < О, 
r2 + а2 cos2 () 

(2.2.30) 

вследствие (2.2.10), становится пространственно-подобным, т. е. коорди
ната х0 теряет времени-подобный характер. Для сохранения времени-

11одобности х0 необходимо наличие положительного слагаемого со сме

шанной компонентой метрического тензора 90 3. Это означает, что в эр

l'осфере частицы непременно должны вращаться, причем обязательно в 

направлении вращения источника. 

2. Эффект Хокинга дает принципиальную возможность извлекать 
шергию из вращающейся черной дыры. Можно показать, что частицы 

могут пересекать внешнюю границу эргосферы, причем в обоих направ

лениях. Поскольку внутри эргосферы 900 <О, то формально вычисляе

~1ая энергия частицы может оказаться отрицательной. На этом основан 

-•ФФект извлечения энергии из черной дыры. Предположим, что суще

ствуют такие астрофизические объекты, что внешний радиус их эрго

сферы больше его геометрических размеров. Пусть некоторый объект 

(ракета) влетает в эргосферу, обладая некоторой положительной энер

l'ией. Влетев в эргосферу, пусть объект распадается на две части, одна 

ш которых остается в эргосфере, обладая отрицательной энергией, а 

;~ругая вылетает из эргосферы, теперь приобретая большую энергию, 

'Н~м обладала ракета до вхождения в эргосферу. 
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Очевидно, при этом не происходит нарушения закона сохранения 

энергии. Энергия черпается из вращающейся черной дыры, которая в 

процессе извлечения из нее энергии данным способом будет замедлять 

свое вращение. При этом ее эргосфера будет уменьшаться до тех пор, 

пока внешний радиус эргосферы не сольется с радиусом горизонта, т. е. 

пока керровская черная дыра не превратится в шварцшильдовскую чер

ную дыру. 

3. Эффект Мицкевича [109] состоит в том, что два пробных тела, 
вращающихся вокруг керровского источника в экваториальной плоско

сти по круговым орбитам с одинаковыми значениями радиальной коор

динаты, но в противоположных направлениях - в ту же сторону, что и 

керровский источник, и в противоположную, - движутся с разными ско

ростями, что должно проявляться в дрейфе точки встречи (см. рис. 2.5). 

Точка 
встречи 

Т+~ )а ~т-
ер= о 

Рис. 2.5. Эффект Мицкевича. Дрейф точки встречи пробных частиц на круго
вых орбитах 

Подсчитаем этот эффект, исходя из радиального уравнения геоде- J 

зической (2.2.28), которое при r = const в экваториальной плоскости 
(В= 7r/2) принимает вид 

Л1 r9 (dx0

)

2 
+ Л1 ( 2r _ r 9a

2
) (d<p) 2 

_ Л1r9а (dx
0

) (dd<ps) =О. 
2r4 ds 2r2 r 2 ds r ds 

(2.2.31) 
Умножив это выражение на (2r4 / Л1 )(ds/dr.p) 2 , приходим к квадратному 
уравнению относительно dx0 

/ drp: 

(2.2.32 
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Его решение находится в виде 

dx0 

d'{J 
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(2.2.33) 

J'Де знак плюс соответствует движению тела в направлении вращения 

источника, а знак минус - в обратном направлении (с большей угловой 

скоростью). 

Интегрируя это выражение по '{J от нуля до 2п, получаем (коорди
натные) периоды обращения тел вокруг источника соответственно по и 

нротив направления вращения источника: 

2п ( ~ ) Т+=-;; ry-:;:;+a ; (2.2.34) 

Обозначая через дt.р угол, характеризующий отклонение точки встречи 

от 1Г /2, и через W± - соответствующие частоты обращения тел, имеем 

;~ля угла уравнение 

1Г + д'{J 1Г - дr.р 
= (2.2.35) 

откуда находим 

;: w_-w+ Т+-Т-
иср = 1Г = 1Г 

w++w- Т++Т_ 
(2.2.36) 

Из выписанных выражений следует вывод, что тело, движущееся в на-

11равлении, противоположном угловой скорости вращения источника, 

чтобы удержаться на данной круговой орбите, должно иметь скорость, 

()ольшую скорости того тела, угловая скорость движения которого сов-

11адает с направлением угловой скорости источника. Таким образом, точ

ка встречи смещается в сторону, противоположную направлению враще-

11 ия центрального источника. 

Подчеркнем, что данный эффект вычислен в координатном времени. 

При использовании строгих понятий систем отсчета (см. главу 3) най
;\енный угол будет зависеть от использованной системы отсчета. Оче

видно, что в метрике Шварцшильда данный эффект отсутствует. 

4. Эффект Шиффа [188) состоит в том, что ось гироскопа, выведен-
110го спутником на круговую орбиту вокруг вращающегося источника 

(например, вокруг Земли), будет прецессировать с некоторой угловой 

скоростью О, зависящей от радиуса R круговой орбиты гироскопа, его 
орбитальной скорости и параметров центрального источника (массы М, 

угловой скорости вращения и момента инерции). Этот эффект вычис

ляется на основе уравнений Матиссона-Папапетру. Отметим, что оцен-
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ки показывают возможность обнаружения этого эффекта современными 

экспериментальными средствами. 

2.3. Однородные изотропные 
космологические модели 

ОТО позволила физике выйти на качественно новый уровень в по

нимании физического мира - в ее рамках можно в принципе ставить и 

решать задачу описания Вселенной как целого. Конечно, нельзя забы

вать, что при этом производится экстраполяция наших представлений о 

мире максимально далеко за пределы изученной области Вселенной. Тем 

не менее обсуждение подобных задач необходимо, поскольку это может 

помочь ответить на вопрос, до каких пределов экстраполяция правомер

на, когда и каким образом нужно будет изменить наши представления 

о природе мироздания. 

2.3.1. Космология. Постановка задачи 

В математическом плане описание Вселенной как целого основано на 

решении уравнений Эйнштейна (1.4.18), в правую часть которых нужно 
подставить тензор энергии-импульса всей материи мира: планет, звезд, 

межзвездной среды и всего прочего. Ясно, что точно все это учесть 

невозможно, поэтому рассматривается некоторая упрощенная модель. 

Во-первых, предполагается, что всю материю мира можно предста

вить в виде сплошной среды наподобие пыли, когда в качестве отдель

ных пылинок выступают не отдельные звезды и даже не отдельные га

лактики, а скопления галактик. 

Во-вторых, полагается, что во Вселенной распределение материи -
пылинок однородно и изотропно, т. е. материя распределена равномерно 

вдоль каждого направления и одинаково по всем направлениям. Очевид

но, что эти условия не выполняются в масштабах Солнечной системы, 

отдельной галактики или даже конкретного их скопления, однако по 

мере увеличения масштаба распределение материи все более становится 

близким к однородному и изотропному. 

В-третьих, пренебрегают пекулярными движениями материальной 

среды, т. е. среда рассматривается как бы «вмороженной» в простран

ство 1 . 

1 Это соответствует использованию системы отсчета, в среднем сопутствующей 
материи Вселенной (см. раздел 3.6.1). 
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Решения уравнений Эйнштейна (без космологического члена) при 

выполнении названных условий впервые нашел в 1921 г. А. А. Фридман. 
В настоящее время однородные изотропнъ~е космологи'Ческие решени.я 

Фридмана составляют основу космологии. 

Однородное и изотропное распределение материи диктует суще

ственное упрощение искомого вида компонент метрического тензора, ко

торые должны обладать свойством сферической симметрии (с центром в 

любой точке пространства) и одинаковым образом зависеть от времени

подобной координаты. Метрика должна иметь вид 

(2.3.1) 

где а(х0 ) - функция от времени-подобной координаты х0 , характеризу

ющей эволюцию мира, а Ь(х 1 )-функция от одной пространственно-по
;~обной координаты х1 , характеризующей 3-мерное пространство. Обра
тим внимание на то, что функция Ь2 (х1 ) перед угловой частью теперь не 
должна удовлетворять второму условию из (2.1.6), налагавшемуся при 
выводе решения Шварцшильда, где оно выделяло единый центр сим

метрии. 

Подставим эту метрику в уравнения Эйнштейна. Будем действовать 

1ю стандартной методике: выпишем компоненты метрики, символы Кри

стоффеля, тензор кривизны. 

1. Метрика (2.3.1) диагональна, т. е. компоненты ковариантного мет
рического тензора образуют матрицу: 

о 
-а2(хо) 

о 

о 

о 

о 
-а2(хо)ь2(х1) 

о -a2(x"jx1) sin2 О ) 
(2.3.2) 

Поскольку метрика диагональна, контравариантные компоненты мет

рического тензора находятся как обратные величины к ковариантным 

компонентам. 

При данной специфике метрического тензора удобно 4-мерный ин

тервал представить в привычном для специальной теории относитель-

1 юсти 1 +3-расщепленном виде 

(2.3.3) 
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где hik следует понимать как компоненты 3-мерного метрического тен

зора вида: 

о о 

( 

-2 

h'k= а~ ~ ) . 
а-2ь-2 sin-2 е 

(2.3.4) 
Здесь контравариантные 3-мерные компоненты вычислены по общему 

рецепту (1.2.4). 
2. Символы Кристоффеля (4-мерные) находятся по формулам (1.3.8). 

Отличные от нуля компоненты имеют вид: 

го - го - г~ - г2 - гз - а. 
оо - 11 - lo - 2о - Зо - - ' 

а 
ГЗз = Ь2 ~ sin2 В; (2.3.5) 

а 

Ь' 
Гi2 = Г~3 = Ь; Г~3 = ctg В; Г~2 = -ЬЬ'; 

(2.3.6) 
Г~3 = -ЬЬ' sin2 В; Г§3 = - sin В cos В, 

где точка означает дифференцирование по х0 , а штрих - дифференци

рование по х1 . Здесь специально отделены символы Кристоффеля с чи-
сто пространственными компонентами от компонент, содержащих ин

декс о, поскольку из-за диагонального вида метрики они имеют одина

ковый вид как в 3-мерной, так и в 4-мерной записи. 

3. Компоненты тензора Риччи находятся в виде: 

4R00 = - 3
2 (iia - а2 ); (2.3.7) 

а 

4 1 .. . 2 3 
R11 = 2(аа +а ) + Rн; (2.3.8) 

а 

4 1 .. ·2 2 3 
R22 = 2(аа +а )Ь + R22; (2.3.9) 

а 

4 1 .. ·2 2 . 2 3 
'Rзз = 2(аа +а )Ь sш В+ 'Rзз, (2.3.10) 

а i 

где выделены компоненты 3-мерного тензора Риччи, вычисляемые по j 
общим формулам (1.4.10) через 3-мерный метрический тензор (2.3.4) и 
имеющие вид 

Ь" 3
R11 = -2-ь; 3

R22 = 1 - ЬЬ" - (Ь') 2 ; 3Rзз = 3
R22 sin2 е. (2.3.11) 

4. Возьмем уравнения Эйнштейна в форме 

4Rµv = х (тµv - ~9µvT) - Лgµv, (2.3.12) 
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с общим видом тензора энергии-импульса материальной среды (1.4.21). 
Условие «вмороженности» материальной среды в пространство означа

ет, что отличной от нуля будет только времени-подобная компонента 

скорости и0 среды. 

Пока имеется в виду самый общий случай материальной среды с 

давлением и с учетом космологического члена. (В дальнейшем давление 

будет положено равным нулю.) 

5. Подставляя в (2.3.12) компоненты тензора Риччи (2.3.7) - (2.3.10) 
с учетом формул (2.3.11), находим, что отличными от тождественного 
нуля будут лишь четыре диагональных уравнения Эйнштейна, которые 

можно представить в виде 

3 (.. ·2) и( 2 3 ) Л - а4 аа - а = 2 ре + р - ; (2.3.13) 

1 (" . 2) 3 :к ( 2 ) а4 аа + а hik + 'Rik = 2 ре - Р hik + Ahik. (2.3.14) 

Представление уравнений Эйнштейна с пространственно-подобными 

компонентами в виде (2.3.14) фактически означает доказательство важ
ной теоремы: однородные изотропные пространства (пространствен

нъ~е сеч,ени.я) кос.мологич,еских .моделей обладают свойством 

(2.3.15) 

где В(х0)-функция, не зависящая от трех пространственных коорди

нат. 

2.3.2. Пространства постоянной кривизны 

Прежде чем решать уравнения Эйнштейна (2.3.13)-(2.3.14), проана
лизируем однородные изотропные пространства (пространственные се

•1ения), удовлетворяющие свойству (2.3.15). Учитывая, что в простран
ствах трех измерений тензор Римана-Кристоффеля выражается через 

тензор Риччи и скалярную кривизну согласно формуле (1.4.12) (с заме

ной компонент 9ik на hik), находим, что все компоненты тензора Рима
на-Кристоффеля алгебраически определяются функцией В(х0 ) и ком

нонентами метрического тензора hik: 

(2.3.16) 

3R = -3В. (2.3.17) 

В зависимости от знака В будем различать пространства трех типов: 
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а) посто.я,н,н,оu положителъноu кривизны (в смысле пространствен

ных координат), если В > О; 
6) nосто.я,нн,оu отрицателъной кривизны (в том же смысле), если 

В<О; 

в) нулевой кривизны, если В = О. 
Очевидно, что пространства разных типов могут различаться лишь 

видом функции Ь( х1 ) в сферически-симметричной метрике (согласно 
(2.3.1)) 

(2.3.18) 

Выясним, каковы эти функции. Подставляя (2.3.18) в (2.3.17), получаем 

2Ь11 

-- =Ва2 · 
ь ' 1 - (Ь') 2 - ЬЬ" = а2 Ь2 В, 

откуда следует уравнение для Ь(х1 ): 

ЬЬ11 
- (Ь') 2 + 1 = О. 

Возможны решения этого уравнения трех видов: 

Ь1 = J
1 

sin(C1x1 + С2); 

Ь2 = J
1 

sh(C1x1 + С2); 

Ьз = ±х1 + С2, 

(2.3.19) 

(2.3.20) 

(2.3.21) 

(2.3.22) 

(2.3.23) 

где С1 и С2 - постоянные интегрирования. С помощью, например, пер

вого уравнения из (2.3.19) находим, что первое решение соответствует 
пространствам положительной кривизны: 

В= 2
2 >О---+ Ь1 = 

0

1 
sin(C1x1 + С2); (2.3.24) 

а 1 

второе решение соответствует пространствам отрицательной кривизны 

2 1 1 
В= -2 <О---+ Ь1 = -

0 
sh(C1x + С2); (2.3.25) 

а 1 

третье решение - пространствам нулевой кривизны: 

В = О ---+ Ьз = ±х1 + С2. (2.3.26) 

Исследуем геометрические свойства этих пространств. 

1. Пространства постоянной положительной кривизны описываются 
метрикой 

(2.3.27) 

где без ущерба для общности положено С1 = 1, С2 = О. Параметр х1 

может изменяться в пределах О :S х1 :S к (см. рис. 2.6). 
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xl = 7Г 

Рис. 2.6. Пространство постоянной положительной кривизны (пространство 
Римана) 

Длина окружности и площадь сферы с центром в начале коорди

нат, характеризуемые параметрами х1 и (} = 7Г /2, соответственно равны 
l = 27Га sin х1 , S = 47Га2 sin2 х1 . При увеличении х1 они сначала рас
тут, достигают максимальных значений Umax = 27Га, Smax = 47Га2 ), 
затем уменьшаются до нуля. Радиус r(x1) окружности или сферы, со
ответствующий параметру х1 , равен ах1 . Его максимальное значение 
r max = Jra. Отношение длины окружности к радиусу 

l sinx1 

- = 27Г-1- < 27Г. (2.3.28) 
r х 

Таким образом, в данном случае мы имеем дело с геометрией на 

3-мерной гиперсфере с радиусом а в 4-мерном евклидовом пространстве. 

Объем всего 3-мерного пространства 

(2.3.29) 

По этой причине такие пространства обычно называют замк'l-tуmыми или 

'Х:О'Не'Ч,'1-t'ЫМU. 

2. Пространства постоянной отрицательной кривизны описываются 
метрикой 

(2.3.30) 

rде опять принято С1 = 1, С2 =О. Параметр х1 теперь может изменяться 
в пределах О :::; х 1 < оо. 

Длина окружности и площадь сферы с центром в начале координат 

и с параметрами х1 , (} = 7Г /2 определяются значениями: l = 21Гashx 1 , 
S = 47Га2 sh2x 1 . При увеличении х 1 они изменяются от нуля до беско
нечности. По-прежнему r = ах1 и может иметь сколь угодно большое 
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значение; 

l shx1 
- = 27!"-1- > 271". 
r х 

(2.3.31) 

Объем пространства бесконечен. По этой причине пространства постоян

ной отрицательной кривизны называют откръtтъt.ми. Они описываются 

геометрией Лоба"lевского, которую можно рассматривать как геомет

рию на гиперболоиде в 4-мерном евклидовом пространстве, отчего ее 

также называют гиперболи"lеской. 

3. Пространства нулевой кривизны описываются метрикой 

(2.3.32) 

т. е. являются плоскими или евклидовыми пространствами с хорошо из

вестными свойствами. Напомним, что в евклидовом пространстве 

l 
- = 27!". 
r 

2.3.3. Однородные изотропные модели Вселенной 

(2.3.33) 

Вернемся к 4-мерному пространству-времени, описываемому урав

нениями (2.3.13) и (2.3.14), где космологическая постоянная Л может 
быть положительной, отрицательной и нулевой. Кроме того, восможны 

пространственные сечения трех типов. Итого, мы имеем девять возмож

ных вариантов моделей однородной изотропной Вселенной. Сюда следу

ет добавить различные виды уравнений состояния материи ( соотноше
ний между р и р). Рассмотрим подробнее несколько таких вариантов. 

1. Закрытая модель Фридмана соответствует условиям: 

2 
В = - > О· Л = О; р = О. 

а2 ' 
(2.3.34) 

В этом случае уравнения (2.3.13) и (2.3.14) принимают вид 

-~(аа - а,2) = :крс2. 
а4 2 ' 

(2.3.35) 

1 (.. . 2 ) 2 :крс2 - аа+а +- = --. 
а4 а2 2 

(2.3.36) 

Вычитая одно уравнение из другого, находим 

2аа - а2 + а2 = о. (2.3.37) 
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Производя замену а2 = z(a), получаем решение 

z(a) = (С1 - а)а; а= ~1 
(1 - sin(C2 + х0 )], (2.3.38) 

где С1 и С2 - постоянные интегрирования. Выбирая С2 так, чтобы при 

х0 =О было а =О, т. е. С2 = 71' /2, и обозначая С1/2 = а0 , имеем 

а= а0 (1 - cos х0 ). (2.3.39) 

Интервал физического времени dr определяется через времени-подоб
ную координату х0 выражением dr = adx0

. Отсюда находим изменение 

времени через х0 : 

r = а0 (х0 - sinx0
). (2.3.40) 

Уравнения (2.3.39) и (2.3.40) определяют в плоскости (а,т) циклоиду в 
параметрическом виде. Таким образом, полученное решение описывает 

модель с закрытыми пространственными сечениями, радиус кривизны 

которых «пульсирует~> во времени (см. рис. 2.7). 

а(х0 ) 
Пространство Лобачевского 

Пространство Евклида 

Пространство Римана 

о 

Рис. 2. 7. Эволюция трех однородных изотропных космологических моделей 
Фридмана 

Плотность материи получаем, например, из (2.3.35): 

(2.3.41) 

При х0 = О, 27Г · · · (моменты времени т = О, 21Га0 • • ·) плотность ма
терии становится бесконечной, т. е. имеют место особенности. Это гово

рит о том, что правомерно рассматривать только один цикл циклоиды. 
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Около особых точек, по-видимому, выводы ОТО теряют силу. Следует 

ожидать, что вблизи них при сверхплотных состояниях материи домини

руют закономерности квантовой теории и физики элементарных частиц. 

2. Открытая модель Фридмана соответствует условиям: 

2 
В = - 2 < О; Л = О; р = О. 

а 
(2.3.42) 

Учитывая их, уравнения (2.3.13) и (2.3.14) можно записать в виде 

-~(аа - а,2) = хрс2. 
а4 2 ' 

(2.3.43) 

1 .. . 2 2 хрс2 

-(аа+а )- - = --. 
а4 а2 2 

(2.3.44) 

Из них получаем уравнение для а(х0 ) 

2аа - а2 
- а2 = о. (2.3.45) 

Решение имеет вид 

(2.3.46) 

где С1 и С2 - постоянные интегрирования. Выбирая С2 = 1 и обозначая 
С1/2 = а0 , находим зависимость а(т) в параметрическом виде 

а= a0 (chx0 
- 1); 

т = a0 (shx0 
- х0 ). 

(2.3.47) 

(2.3.48) 

Выбирая область изменения х0 : -оо < х0 <О, приходим к сжимающейся 

открытой модели Фридмана. При О < х0 < оо получаем расширяющу
юся открытую модель Фридмана. Из уравнения (2.3.43) находим закон 
изменения плотности материи: 

6 
р--------

- xa~c2 (chx0 - l)З · 
(2.3.49) 

При т-+ О (х0 -+ О) плотность материи, как и в закрытой модели, стре

мится к бесконечности, что следует интерпретировать так, что законо

мерности классической ОТО теряют силу в окрестности сингулярности. 
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3. Открытая плоская модель Фридмана соответствует условиям: 

В = О; Л = О; р = О. (2.3.50) 

Учитывая их, уравнения (2.3.13) и (2.3.14) можно записать в виде 

3 (.. . 2 ) хрс2 

- а4 аа-а = -2-; (2.3.51) 

1 (.. . 2 ) хрс2 

а4 аа+а = -2-. (2.3.52) 

Из них получаем уравнение для а(х0 ) 

2i:ia - а2 =О. (2.3.53) 

Решение имеет вид 

(2.3.54) 

где С1 и С2 - постоянные интегрирования. Выбирая С2 = О и обозначая 
С[ = ао, находим 

(а= аа(хо)2; т = ао(хо)З)-+ т = _l_аз/2. 
3 3~ 

(2.3.55) 

4. Статический цилиндрический мир Эйнштейна явился первой кос
мологической моделью Вселенной, построенной на основе ОТО. В тот 

момент Эйнштейн полагал, что однородное изотропное космологическое 

решение возможно лишь при добавлении в его уравнения космологи

ческого члена Лgµv· По этой причине величина Л получила название 

кос.мологи'Ческой постоянноu. 

Космологической модели Эйнштейна соответствуют условия: 

а= О (статичность); Л =f. О; р =О. 

Подставляя эти условия в (2.3.13) и (2.3.14), находим 

2 
О= хрс -Л; 

2 
2 

В- хрс Л 
- 2 + . 

(2.3.56) 

(2.3.57) 

(2.3.58) 

Отсюда получаем, что пространственное сечение (пространство) в этой 

модели имеет постоянную положительную кривизну (закрытая модель): 

2 2 
В = 2 = хрс > О; Л > О; а = const; 

а 
(2.3.59) 
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кроме того, 
2 2Л 

р-----· 
- :ис2а2 - :ис2' 

1 
Л=2· 

а 
(2.3.60) 

Учитывая, что объем мира конечен, легко подсчитать массу всей мате

рии в модели Эйнштейна: 

м V 
41Г2 а 

-р =-- :ис2 . (2.3.61) 

5. Модель де Ситтера представляет собой другой вариант статиче
ской Вселенной. Она описывает пустой мир (без материи), но с отличной 

от нуля космологической постоянной. Эту метрику можно записать в ви

де 

ds2 = (1+ Лr2) (dxo)2- dr2 -r2(d82 +sin28d<p2) 
3 1 + Лr2 /3 ' 

(2.3.62) 

где выражение с космологической постоянной часто записывается иначе: 

r2 r2 
Л3 = - R2 . (2.3.63) 

Для сравнения метрики де Ситтера с ранее записанными в этом раз

деле удобнее ее переписать в иных видах. 

1) Преобразованием координаты 

r = Rsinx1 

метрику (2.3.62) можно привести к виду 

напоминающему метрику закрытой модели Вселенной (2.3.27). 

(2.3.64) 

(2.3.65) 

2) Более рельефно проявляется смысл метрики де Ситтера при пе
реходе к пяти новым координатам: 

У1 = r sin () cos <р; У2 = r sin () sin <р; Уз = r cos 8; 

У4 + Уо = Rex
0
!RJ1 - r 2/R2; у4-у0 = Re-x

0

IRJ1 -r2/R2, (2.3.66) 

позволяющим переписать (2.3.62) в виде 

ds2 = dy; - dyf - dy~ - dy~ - dy~, (2.3.67) 

где на пять переменных наложено одно соотношение связи 

2 2 2 2 2 R2 
Уо - У1 - У2 - Уз - У4 = - · (2.3.68) 

Это соотношение определяет пространство-время как 4-мерную гипер
поверхность в 5-мерном многообразии. 
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3) Преобразование координат, предложенное Леметром и Робертсо
ном, 

п, !о О 
х = х + Rln , 1 r -x0 /R r = е · J1 - r 2/R2 ' 

приводит метрику (2.3.65) к виду 

или после еще одного очевидного преобразования - к виду 

ds2 = (dxo)2 - e-2xo/R(dx2 + dy2 + dz2). 

(2.3.69) 

(2.3.70) 

(2.3.71) 

Отметим, что этот вид метрики формально не является статическим, од

нако это не меняет ее существа, отраженного, например, видом (2.3.62). 
6. Прочие однородные изотропные модели Вселенной. Не приводя по

дробных выкладок, изобразим на рисунке 2.8 эволюцию во времени всех 
девяти возможных вариантов однородных изотропных моделей, причем 

с учетом обсуждаемых далее данных наблюдений укажем лишь те моде

ли, которые хотя бы на отдельных этапах описывают расширение Все

ленной. На всех графиках по оси ординат отложены значения а, а по оси 

абсцисс значения т. 

Сделаем несколько замечаний. 

1) Статическое состояние однородной изотропной Вселенной невоз
можно (при Л ~ О) или оказывается неустойчивым (при Л > 0)-в 
модели Эйнштейна. 

2) Отрицательная космологическая постоянная соответствует, если 
можно так выразиться, усилению космического притяжения, что приво

дит к неизбежности замены расширения сжатием. 

3) Положительная космологическая постоянная соответствует неко
ему космическому отталкиванию. 

4) При Л > О, В > О, как видно из рисунка 2.8, имеется несколько 
возможностей: неустойчивое статическое состояние, описываемое моде

лью Эйнштейна; ускоренное расширение от неустойчивого статического 

состояния; замена сжатия расширением; замедленное расширение; заме

на расширения сжатием (аналог закрытой модели Фридмана); извечное 

расширение от сингулярного состояния сначала с замедлением, а затем 

с ускорением. 

2.3.4. Космологическое красное смещение 

1. На приведенном ниже рисунке учтены лишь такие случаи эволю
ции Вселенной, которые хотя бы на некоторых этапах соответствуют 
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Л>О 

Л=О 

Л<О 

Пространство 
Римана 

в >0 

Пространство 
Евклида 
В=О 

Пространство 
Лобачевского 

в< о 

Рис. 2.8. Однородные изотропные космологические модели 

расширению, что соответствует открытому в конце 20-х годов ХХ века 

Э. Хабблом космологическому красному смещению в спектрах далеких 

звезд. Этот факт интерпретируется как эффект Допплера, обусловлен

ный разбеганием галактик от любого положения наблюдателя. 

Рассмотрим этот эффект на основе космологических моделей Фрид

мана 1 . Для этого выпишем квадрат интервала вдоль изотропной гео
дезической линии в метрике Фридмана (2.3.1). Выберем сферические 
координаты с началом в точке наблюдения так, чтобы звезда-источник 

излучения лежала в экваториальной плоскости(()= п/2), причем пусть 

r.p = О и пусть ее радиальная координата х1 = r. Так как материя «вмо
рожена» в пространство, то в процессе эволюции Вселенной координаты 

звезды меняться не будут. В этом случае из квадрата интервала полу

чаем 

(2.3.72) 

1 Отметим, что более корректное рассмотрение данного эффекта производится на 
основе методов задания систем отсчета, рассмотренных в следующей главе 3. 
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Отсюда находим 

dx0 = ±dx1 ---+ х0 =f х 1 = Const. (2.3.73) 

Выпишем также условие изотропности волнового вектора излучения 

kµ, который для случая распространения вдоль изотропной геодезиче
ской в выбранной координатной системе имеет отличные от нуля лишь 

две компоненты k 0 и k1 : 

(2.3.74) 

2. Уравнения изотропных геодезических в данной метрике при учете 
значений символов Кристоффеля (2.3.5)-(2.3.6) и соотношения компо
нент (2.3.74) сводятся к двум совпадающим уравнениям (компоненты 
«0» и «1» ): 

k 0 [(~ ± ~) k0 + 2k0 ~] =О. 
дх0 дх1 а 

(2.3.75) 

Учтем, что физическое (наблюдаемое) значение энергии излучения опре

деляется величиной (см. раздел 3.6.1) 

Е: = ak0
, 

уравнение (2.3.75) можно привести к виду 

( д~О ± д~l) (аЕ:) =о. 
Решение этого уравнения 

(2.3.76) 

(2.3.77) 

(2.3.78) 

где f(x 0 =f х1 )-функция, определяющая форму светового сигнала. 
3. Переходя от энергии Е: = h11 к частотам 11 и учитывая, что форма 

сигнала остается неизменной, приходим к соотношению частот в момен

ты испускания (х0 = х(1)) и в момент наблюдения (х0 = х(2)): 

112 а(х(1)) 
111а(х(1 )) = 112а(х(2)) ---+ - - • (2.3.79) 

111 а(х(2)) 
Поскольку изменение параметра дх0 за время распространения сигнала 

от звезды до наблюдателя полагается малым по сравнению с его абсо

лютным значением х0 (от начала эволюции), можно разложить а(х(1)) 
в ряд по разности значений: 

а(х(1)) ,.__, а(х(2)) - адх0 • 

Подставляя это выражение в (2.3.79), находим 

112 - 111 = д11 = -~дхо. 
111 11 а 

(2.3.80) 

(2.3.81) 
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Величине 8х0 соответствует расстояние от излучателя до приемника l = 
ас8х0 . Отсюда получаем окончательную формулу 

дv а z l 
-=---=-H-v а2 с - с· 

(2.3.82) 

При расширении Вселенной (при а > О) изменение частоты отрица

тельное (красное смещение), а при сжатии - положительное ( фиолето
вое смещение). 

Коэффициент пропорциональности Н в (2.3.82) назван именем от
крывшего его Хаббла. По современным оценкам постоянная Хаббла име

ет значение Н = а/а2 = 71±4 км/с· мпс с::: 2,4 · 10-18с- 1 . 
4. Заметим, что при наблюдении космологического красного смеще

ния производится сравнение частоты полученного сигнала с частотой 

излучения, создаваемого однотипной установкой. Условием однотипно

сти является совпадение интервалов двух процессов в местах излучения 

и наблюдения. В частности, для интервалов событий излучения и на

блюдения (в одной и той же точке излучения но с разными значениями 

времени-подобных координат) имеем 

(2.3.83) 

т. е. частота принятого излучения v2 в точке наблюдения должна срав

ниваться именно с частотой v1 однотипного излучения в этой точке. 

Из формулы (2.3.83) также видно, что величина характерного коор
дипат'/i,ого времени однотипного излучения (дх0)2 в точке наблюдения 

окажется меньше координатного времени ( дх0) 1 в момент испускания. 

Такие же соотношения должны быть и для размеров излучателя и при

емника излучения. Поскольку при рассмотрении космологических моде

лей было принято условие «вмороженности» материи галактик (точнее, 

даже скоплений галактик) в пространство, то оказывается, что процесс 

расширения Вселенной (разбегания галактик) сопровождается уменьше

нием координатных размеров атомов (излучателей и приемников). 

2.3.5. Критическая плотность и возраст Вселенной 

1. Возникает естественный вопрос, какой из этих трех моделей Фрид
мана описывается наш мир? Чтобы ответить на этот вопрос, вернемся 

к уравнениям Эйнштейна для однородных изотропных моделей (2.3.13), 
(2.3.14) при А= О и р =О. Умножим (2.3.14) на hik и сложим с (2.3.13). 
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В результате получим 

Отсюда находим, что пространство замкнуто (В> О), если 

зн2 - -29 
р > --2 = Pcr ,...., 2 · 10 , 

хе 

и пространство открыто (В > О), если 

3н2 29 
р < хс2 rv 2 . 10-

(в граммах на кубический сантиметр). 
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(2.3.84) 

(2.3.85) 

(2.3.86) 

В настоящий момент плотность наблюдаемой части Вселенной оце

нивается значением р ,...., 5 · 10-31 г/см3 . Экстраполируя эти данные на 
всю Вселенную, приходим к выводу о соответствии данным наблюдений 

открытой модели Фридмана, где пространство описывается геометрией 

Лобачевского. Однако, скорее всего, при оценке р учитывается не вся 

материя. Неоднократно высказывались гипотезы о существовании но

вых видов материи (черных дыр, нейтрино с не равной нулю массой 

покоя и др.). По мере открытия новых объектов оценка средней плотно

сти будет приближаться к критической. Окончательный вывод делать 

рано, но ряд астрофизических данных свидетельствует в пользу сред

ней плотности, равной критической, т. е. к тому, что наш мир в целом 

(в сопутствующей системе отсчета) в среднем плоский. 

2. Зная характер эволюции мира, можно сделать некоторые выводы 
о возрасте Вселенной. Если бы она всегда расширялась в наблюдаемом 

темпе, то для расширения до современного состояния в сопутствующей 

системе отсчета понадобилось бы Т1 ,...., 1/ Н ,...., 1010 лет. На самом де
ле, как видно из графиков на рисунке 2.7, в ранние этапы расшире
ние должно бь~ло быть более быстрым, поэтому следует брать значение 

'Г2 ,...., (2/З)Т1. Это небольшой возраст, сравнимый с оценками возраста 
:{емной коры, даваемого геологами. Выход из этого противоречия ищет

ся на основе более сложных космологических моделей и учета неких 

;~ополнительных обстоятельств. 

3. В задачу данной книги не входит обсуждение последних астро
физических данных о факторах эволюции Вселенной. Заметим лишь, 

•~то они свидетельствуют о ряде трудностей классической геометрофи

:зической картины устройства мира в целом. Для их преодоления оказа

лись задействованы практически все возможные параметры используе-
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мой теории, в том числе и значение космологической постоянной. Кон

цы с концами удается связать, лишь привлекая гипотезы о наличии в 

космосе материи с неизвестными загадочными свойствами, называемой 

«темной материей» и «темной энергией» (см., например, [182]). Такие 
гипотезы фактически перекладывают трудности из геометрии в физику 

микромира. Не исключено, что подобные обстоятельства свидетельству

ют о пределах применимости постулатов ОТО или постулатов, принятых 

при построении космологических моделей. 

Более того, согласно универсальному правилу трактовки возникаю

щих в физике бесконечностей, появление сингулярностей в космологиче

ских решениях в окрестностях «начала» или «конца» следует восприни

мать как свидетельства того, что в этих областях эйнштейновская ОТО 

теряет силу. 



r.naвa 3 -·--·-··---- ---·--- -··---·-···-· 

Монадный метод описания 
систем отсчета 

Анализ основ ОТО показал, что к двум названным Фоком идеям, 

или к трем положениям Эйнштейна, следует добавить еще один блок 

идей, выявляющий роль систем отсчета в теории гравитации. Только 

после этого исчезнут неоднократно возникавшие недоразумения и ОТО 

будет отвечать своему названию - корректно описывать явления относи

тельно произвольных систем отсчета. Отметим, что Эйнштейн и другие 

авторы нередко смешивали принципиально разные понятия координат

ных систем и систем отсчета. Например, Эйнштейн писал: «Общие зако

Н'Ы природъt должны бытъ выражены 'Через уравнени.я, справедливые во 

всех координатных системах, т. е. эти уравнени.я должны бытъ кова

риантными относительно любых подстановок ( общековариантными) 
(курсив А. Э.). Ясно, что физика, удовлетворяющая этому постулату, 

удовлетворит и общему постулату относительности. Ибо в совокупности 

всех подстановок во всяком случае есть те подстановки, которые соот

ветствуют всем относительным движениям (трехмерных) координатных 

систем» [191, с. 459]. 
При изложении основ ОТО подчеркивалось, что назначение коорди

нат ограничено нумерацией точек-событий, а выбор координатной си

стемы обусловлен соображениями удобства и, если это специально не 

оговорено, не имеет физического смысла. Однако все введенные в тео

рию объекты: векторы и тензоры произвольного ранга, через которые 

описываются физические величины, имеют компоненты, зависящие от 

выбора системы координат (способа нумерации точек), что порождает 

ряд вопросов. Каким образом можно сопоставить компоненты тензоров с 

величинами, которые измеряются наблюдателем (экспериментатором)? 
Какие величины поддаются измерению? Как зависят результаты изме

рений от состояния движения наблюдателя? 

Следовательно, пон.ятие системы отс'Чета не сводите.я к простой 

разновидности координатнъtх систем, а представл.яет собой допол

нительную структуру, вводимую в математи'Ческий аппарат ОТО. 
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Между понятием системы отсчета и той или иной совокупностью си

стем координат можно установить определенное соответствие, а priori не 
существующее. Этой же точки зрения придерживался В. А. Фок: «По

нятие физической системы отсчета (лаборатории) не равносильно, в об

щем случае, понятию системы координат, даже если отвлечься от всех 

свойств лаборатории, кроме ее движения, как целого» [13]. То же утвер
ждает Н. В. Мицкевич: «Часто путают понятие системы отсчета и по

нятие системы координат. Однако между этими понятиями нет ничего 

общего ... » [112]. 
Методы описания систем отсчета в ОТО были разработаны в 50-х-

70-х годах ХХ века в трудах главным образом отечественных авторов: 

А. Л. Зельманова, О. С. Иваницкой, Н. В. Мицкевича, В. И. Родичева и 

других, в том числе и автора данной книги [29]. Главные результаты 
этих исследований на основе монадного метода представлены в данной 

главе. 

3.1. Понятие системы отсчета 

Метафизический анализ (см. главу 15) показывает, что любая физи
ческая теория имеет дело с элементами (материальными образованиями 

или событиями) трех тесно связанных между собой видов: рассматрива

емых объектов (событий), окружающего эти объекты мира и тела (си
стемы) отсчета. В первых двух главах были соответственно рассмотрены 

первый и второй (на примере точных решений) виды понятий. Данная 

глава посвящена изложению третьей составляющей всякой теории на 

основе монадного метода, обобщающего на случай искривленного про

странства-времени традиционно понимаемые системы отсчета в класси

ческой теории (ньютоновой или в специальной теории относительности). 

У же из специальной теории относительности хорошо известно, что 

промежутки времени, расстояния между точками-событиями и компо

ненты тензорных величин в сравниваемых системах отсчета существен

но зависят от относительной скорости этих систем отсчета. Назначе

нием методов задания системы отсчета является описание зависимости 

результатов наблюдения от состояния движения наблюдателя. 

Прежде всего, уточним, что собой представляет наблюдатель (тело 

отсчета) и какой минимально возможной измерительной аппаратурой он 

располагает. Анализ показывает, что таким минимумом можно считать 

наличие у него (собственных) часов и возможность измерять временнЬ1е 

составляющие тензорных величин, отделяя их от иных, пространствен

но-подобных компонент. Подчеркнем, что наблюдатель обладает этими 
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возможностями именно в месте своего расположения, т. е. на своей вре

мени-подобной мировой линии. Что касается других точек многообра

зия, то здесь используется традиционно применяемый прием - полага

ется, что имеется континуум наблюдателей, каждый из которых прини

мает и обрабатывает информацию на своих мировых линиях. 

Поскольку каждому наблюдателю соответствует своя времени-подоб

ная мировая линия и их пересечение означало бы, что в одной точке ока

жется два или больше наблюдателей, ограничиваются случаями, когда 

мировые линии, соответствующие разным наблюдателям, не пересека

ются. В математике такую совокупность линий, когда через каждую 

точку проходит одна и только одна линия, принято называть конгруэн

цией линий. В данном случае будем использовать конгруэнцию времени

подобных мировых линий. 

Задание конгруэнции мировых линий влечет за собой возможность 

определения в каждой точке вектора тµ, касательного к соответству

ющей линии. Так как теория опирается на определение лишь одного 

вектора в каждой точке, данный метод получил название монадного 1 . 

Вдоль вектора монады определяется время системы отсчета, а ортого

нально монаде-3-мерное пространственное сечение. Таким образом, ес

ли в основу математического аппарата ОТО положен принцип 4-мерной 

симметрии пространственных и временной координат, то методы зада

ния систем отсчета опираются на обратную процедуру - на 1 +3-расщеп
ление 4-мерного пространственно-временного многообразия на время и 

ортогональное ему пространственное сечение (локально или глобально). 

Сделаем несколько замечаний. 

1. Монадный метод нацелен на разделение временных и простран
ственнъtх компонент тензорных величин, однако с его помощью нель

зя ввести наблюдаемые величины по отдельным пространственно-подоб

ным направлениям. Для решения таких задач необходимо наделять на

блюдателя большими возможностями, что описывается посредством бо

лее полных - диадных и тетрадных методов, рассмотренных в главе 6. 

1 Монадный метод возник в 30-х годах в рамках 5-мерной теории гравитации и 
:шектромагнетизма как метод выделения из 5-мерного многообразия 4-мерного про

странства-времени. В рамках 4-мерия для расщепления многообразия на время и 

3-мерное пространство этот метод (в объеме алгебры) впервые был применен К. Эк

картом в 1940 году. Затем элементы монадного метода развивались и использовались 
11 работах Б. Лифа, А. Ульмана, Ф. Пирани, Г. Денена и других авторов. В полном 

1шде монадный метод в специальной (хронометрической) калибровке впервые был 

11остроен А. Л. Зельмановым (66] и затем независимо в трудах Э. Шмутцера и К. Кат
танео. 
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2. Использование аппарата, основанного на континууме наблюда
телей, представляет собой идеализацию, применяемую при описании 

систем отсчета как в ньютоновой механике, так и в специальной тео

рии относительности. Кроме того, следует иметь в виду, что переход 

от дискретного (конечного) множества реально осуществимых приборов 

наблюдателя к континууму идеализированных приборов-наблюдателей 

представляет собой процедуру такого же рода, как переход от дискрет

ного множества материальных частиц или событий к континууму то

чек пространства-времени, когда только в части из них реализуются 

события. 

3. Особо подчеркнем, что приборы-наблюдатели предполагаются 

пробны.ми, т. е. не влияющими на геометрию пространства-времени. 

4. Математический аппарат монадного метода задания систем от
счета целесообразно представить в виде следующих "tетырех "tacтeu: 

1) алгебры монадного метода; 
2) определения монадных физико-геометрических тензоров, под ко

торыми будем понимать тензорные величины, построенные из состав

ляющих метрического тензора и их первых производных (в некотором 

смысле они выполняют роль символов Кристоффеля, однако являются 

настоящими тензорами); 

3) определения монадных операторов дифференцирования (монад
ный анализ); 

4) записи основных соотношений, уравнений и тождеств ОТО через 
монадные величины и операторы. 

3.2. Алгебра монадного метода 

Монадный метод можно построить в общековариантном виде, однако 

для практических целей оказывается более удобным использовать мо

надный метод в специальных видах координатных систем. Ниже будут 

подробно рассмотрены два специальных их вида (две калибровки), кото

рые называются методами хронометрических и кинеметрических инва

риантов. Общековариантный монадный метод будет излагаться парал- . 
лельно с методами хронометрических и кинеметрических инвариантов. 

3.2.1. Алгебра общековариантного монадного метода 

1. В одном и том же многообразии можно определить бесконечно : 
много времени-подобных конгруэнций, каждой из которых соответству- i 
ет своя система отсчета. 
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Пусть выбрана некая времени-подобная конгруэнция, тогда в каж

дой точке пространства-времени можно определить едш-tи'ч:н.ыu вектор 

тµ вдоль касательной к соответствующей мировой линии (см. рис. 3.1). 

т 

Рис. 3.1. Локальное 1 +3-расщепление пространства-времени 

Вектор тµ имеет вполне определенный физический смысл, -его следует 

llонимать как 4-скорость иµ соответствующего наблюдателя (прибора): 

(
dxµ) 

тµ =иµ= ds с' (3.2.1) 

где dxµ и ds взяты вдоль выбранной мировой линии системы отсчета, 
что отображено значком «С» снизу. По определению, вектор тµ обладает 

свойством 4-скорости (нормировки) 

(3.2.2) 

2. Продемонстрируем, как в рамках монадного метода математиче-
ски осуществляется переход от произвольных тензорных величин к на

блюдаемым времени-подоб'Н:ым велu'Чина.м в избранной системе отсчета. 

Определим временную составляющую произвольного тензора В~::: как 

нроекцию этого тензора по всем индексам на векторное поле тµ: 

в в//··· µ = µ ... тv ... т "" (3.2.3) 

3. Для определения пространстве~то-подобнъ~х (и смешанных) ком-
нонент представим метрический тензор в виде 

9µv = TµTv - hµv, (3.2.4) 

1де hµv - очевидно, тензорная величина. Тогда справедливо также со

отношение 9µv = тµтv - hµv, где hµv = ha.(39a.µ9f3v. Отсюда и из (3.2.2) 
следует ортогональность т v и hµv: 

тµhµv = тµ(тµтv - 9µv) =О. (3.2.5) 

Легко видеть, что справедливы также соотношения: тµhµv = тµh~ = 
hµ - о h// - h С/.// тµ v - , где µ - µа.9 . 

4 -2979 
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Назовем пространственно-спроектирова11:н:ым тензором следую

щую величину, сопоставленную с произвольным тензором В~:::: 

1 
(3.2.6) j 

п п 1 

где введен оператор пространственного проектирования j 
нQ···µ··· = (-l)n+m h°' hµ 

V···f3··· V 0 0 0 {3 ° • • 
0 (3.2.7) 1 

'-v-' '-v-' 
т n 

Термин пространственно-спроектированный определен относительно си::

стемы отсчета и обоснован тем, что свертка по любому индексу тензора 

В$::: с вектором тµ (временным направлением системы отсчета), по опре-
делению, равна нулю: Ё$:.·:та = Ё$."."."тf3 = О. Из произвольного тензора 
в~;::: ранга т+п можно образовать пространственно-спроектированные 
тензоры меньшего ранга («смешанные компоненты»), например: 

т-1 т ,....,,..__ ,....,..__ 
Ё а··· = (-l)n+m-lB vЛ··· h°' hµhcт 

f31··· µст··· Tv Л · · · f3 'У···· 
.._,,.,, '-.,,...; ""-v--" ..__,_.._,, 

(3.2.8) 

n n т-1 n 

В монадпом методе оперируют исклю'Чumел:ьно со скал.я,ра.ми и про

странственно-спроектированными тензорами типа (3.2.3), (3.2.6) и 

(3.2.8). 
4. Образуем из произвольного смещения dxµ временную и простран

ственные составляющие: dт = тµdхµ; dxv = -h~dxµ; тогда квадрат 
интервала можно представить в виде 

ds 2 = (тµтv - hµv)dxµdxv = dт2 
- hµvdiPdxv = dт2 

- dl 2
. (3.2.9) ' 

Тензор hµv следует понимать как метрический тензор локального про
странственно-подобного 3-мерного сечения, ортогонального тµ (рис. 3.1). 

Несмотря на то, что 4-мерный тензор hµv в общем случае имеет 10 
компонент, вследствие условия (3.2.5) независимыми являются только 
шесть. Кроме того, поскольку gµv 9µv = 4, имеем 

hµv h _ ( µ v µv) ( ) _ 3 µv - Т Т - g Т µ Т v - 9µv - , (3.2.10) 

как и положено метрическому тензору в 3-мерном пространстве. 

5. Заметим, что поднимать и опускать индексы у пространственно
спроектированных тензоров можно как 4-мерным метрическим тензо

ром 9µv, так и 3-мерным тензором hµv со знаком минус. Именно этим 

объясняется наличие коэффициента ( -1) n+m в операторе простран

ственного проектирования ( 3. 2. 7). 
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3.2.2. Метод хронометрических инвариантов 

1. При практическом применении монадного метода возник~ет ряд 
вопросов, главным из которых является задание конгруэнции мировых 

линий системы отсчета. Их можно определять при помощи специаль

ных уравнений, однако можно поступать проще, используя уже гото

вые конгруэнции времени-подобных линий х0 координатной системы. 

Всегда можно специальным образом так подобрать координатную си

стему, чтобы конгруэнция линий х0 , задаваемая условиями xi = consti, 
совпадала с конгруэнцией мировых линий используемой системы отсче-

та (см. рис. 3.2). Назовем координатные системы, таким образом при-

4 т 4 Т4 Т4 т Х04 Т Х0 Т х0 тх0 т 
1 / / / 

ХО/ ХО/ ХО/ ХО/ 1 1 1 1 
1 1 1 1 

1 1 1 1 
1 1 1 1 
1 1 1 1 1 1 1 

1 1 1 1 1 1 1 

\ \ \ \ - 1 1 1 

\ \ \ 1 1 1 
1 \ 1 1 
1 1 1 1 

\ \ \ \ 1 1 1 1 
\ \ \ \ 1 1 1 1 
1 1 1 1 1 1 1 1 
1 1 1 1 1 1 1 1 

1 1 1 1 1 1 / 

(а) (Ъ) 

Рис. 3.2. (а) В общем случае имеются две конгруэнции времени-подобных ли
ний: т и х0 (xi = consti). (Ь) В хронометрических системах координат конгру
энции т и х0 совпадают 

способленные к системе отсчета, хро'Но.метри,..,,ес'Ки.ми. В них вектор тµ 

имеет только одну отличную от нуля компоненту - с индексом «О», т. е. 

тµ = {т0 , О, О, О}. Учитывая условие нормировки (3.2.2), находим кон
травариантные компоненты монады («калибруем» монаду хронометри

'!еским образом): 
µ v о о 1 9µvT Т = 9ооТ Т = --+ (3.2.11) 

2. Из алгебраических соотношений (3.2.4) легко выразить компонен
ты тµ и hµv через компоненты метрического тензора 9µv: 

9оµ !loi . . 
Тµ = Tv 9µv = rrc:; h~ =О; hf = 

9
oi; hk = -91; 

у 900 00 

hik = _9 ik; hoi = _9 oi; hoo = _l__(l _ 900900). 
900 

(3.2.12) 

Обратим особое внимание на ковариантные компоненты тензора hµv: 

9oi9ok 
hik = -- - 9ik; hoµ =О; 

900 
(3.2.13) 



100 Глава 3. Монадный метод описания систем отсчета 

у которых отличны от нуля лишь компоненты с пространственными ин

дексами i,k = 1,2,3, как и следовало ожидать от 3-мерного метрического 
тензора. 

3. Условие совпадения конгруэнций т и х0 выделяет не одну, а целый 
класс хронометрических систем координат, связанных друг с другом 

специальными хронометрическими преобразования.ми координат. Эти 

преобразования находятся из условия тi = О во всех хронометрических 
системах координат: 

-'1 li -'1 li 
li_~ °'-~ о_о 

т - дх°' т - дхо т - --t 

и имеют вид: 

дх'i 
дхо =о, (3.2.14) 

(3.2.15) 

(3.2.16) 

4. Хронометрические преобразования дополняются до произвольных 
допустимых (1.1.1) следующими преобразованиями: 

x'i = x'i (хо х1 х2 хз) 
' ' ' ' 

(3.2.17) 

которые приводят к расщеплению единой конгруэнции на две: исходную 

конгруэнцию т, совпадавшую с конгруэнцией х0 , остающуюся неизмен

ной, и новую времени-подобную конгруэнцию х'0 • Если новую коорди
натную конгруэнцию х'0 объявить совпадающей с конгруэнцией другой 

системы отсчета т', то тогда можно сказать, что преобразованиями коор
динат (3.2.17) описывается переход от одной системы отсчета к другой. 
Однако при этом не следует забывать, что сами по себе преобразова

ния координат автоматически не означают перехода к новой системе 

отсчета, - о переходе .можно говорить лишъ после отождествления 

второй координатной конгруэнции с конгруэнцией новой систе.мъt от

счета. Но последнего можно и не делать. 

Таким образом, наряду с хронометрическими системами координат, 

привязанными к какой-то исходной конгруэнции системы отсчета, мож

но говорить и о хронометрической системе отсчета, определяемой кон

груэнцией линий времени (xi = consti) заданной системы координат. 
Преобразования (3.2.17) описывают переходы между хронометрически
ми системами отсчета, а (3.2.15) и (3.2.16) оставляют в рамках одной и 
той же хронометрической системы отсчета. 

5. В хронометрических системах координат проектирования произ
вольного тензора вt::: ранга m + п на направление т, вследствие калиб
ровки (3.2.11), состоит в следующем: 

m ,,....,..__ 
в в µ,··· v = V··· Тµ•••Т 
~ 

Воо···о = ----,------,-,-
(goo) (n+m)/2 · 

(3.2.18). 

п 
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Все контравариантные «пространственные» компоненты вi···k произ
вольного тензора являются пространственно-спроектированными: 

п 

вi···k = В~(-l)п ht ... h~ = вi···k, _____.. 
n 

(3.2.19) 

так как, согласно (3.2.12), h~ =О, hi = -gl. Все ковариантные компонен
ты пространственно-спроектированных тензоров имеют только 3-мер

ные компоненты и образуются опусканием индексов у компонент (3.2.19) 
110средством 3-мерного метрического тензора hik: 

n 

- ~ 
В i···k = (-l)n В J···S hji ... h5k, 

'-v-' ----.....--.... 
n n 

так как, согласно (3.2.12), h~ 

( -1 )n BafЗ···"fh~ h~ ... hZ = О. 
О, hoo 

(3.2.20) 

О, Boµ···v 

Аналогично из произвольного тензора в~:::~ ранга п можно образо
вать компоненты пространственно-спроектированных тензоров меньше

го ранга m, например: 
т 

,....,,.__ вi·"k 

Ё i···k = (-l)mв~:::л(;.;~ = (Ooo)(~~c:n);2· (3.2.21) 

n-m т 

Из рассмотренного следует, что в хронометрических системах ко

ординат пространственно-спроектированные тензоры соответствующе

l'О ранга определяются величинами только с 3-мерными компонентами 

(i, k ... = 1, 2, 3) этого же ранга, согласно формулам (3.2.19)-(3.2.20), а 
времени-спроектированные компоненты - ковариантными компонента

ми с индексом О согласно (3.2.18). Выпавшие из рассмотрения контрава
риантные пространственно-спроектированные компоненты с индексом О 

линейно выражаются через рассмотренные величины и не представляют 

самостоятельного интереса, например: 

В0 = -Bµh~ = -Bihi = - Ooi Bi. (3.2.22) 
900 

6. Указанные выше спроектированные величины в хронометрических 
системах координат обладают замечательными свойствами: они инва

риантны при произвольных преобразованиях координаты х0 (3.2.15) и 
ковариантны относительно чисто пространственных преобразований ко

ординат (3.2.16). Первое называют свойством хронометрической инвари
антности, а сами величины (3.2.18) - (3.2.21) - хронометрu'Чески инва
риантнъtми ( х. и.) 3-тензорами или, иначе, хронометри'Ческими инва
рианта.ми [66). 
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Это свойство указанных величин продемонстрируем на примере про
извольного вектора Вµ. Рассмотрим изменения различных его компо

нент при преобразованиях (3.2.15) и (3.2.16): 

' дхµ дхо 
Во= дх'оВµ = дх'оВо; 

' дхµ дхо дхi 
Bk = дх'kВµ = дх'kВо + дх'kД; 

д IO д IO д IO 

В'0 =~вµ= ~В0 + ~Bi 
дхµ дх0 дх~ 

д lk д lk 
в'k =~вµ= ~вi. 

дхµ дх~ 

Учитывая, что g~0 = g00 (дх0 /дх'0 ) 2 , убеждаемся в инвариантности 
В0/ ,,;g;;,. Очевидно, что Bk ковариантно относительно 3-мерных пре
образований. Компоненты из 2-й и 3-й строк не обладают свойством 

хронометрической инвариантности. 

В хронометрической инвариантности hik убедиться нетрудно. Лег
ко показать также, что произведение хронометрически инвариантных 

величин также хронометрически инвариантно. 

3.2.3. Метод кинеметрических инвариантов 

1. Имеется иной способ привязки координатных систем к конгру
энции системы отсчета, также связанный с выделением группы коорди

натных преобразований. Однако этот способ, в отличие от случая хроно

метрической калибровки, не является универсальным, а пригоден лишь 

для описания привилегированного класса так называемых нормалъ'Н/ЫХ 

систем omc"lema, в какой-то мере заменяющих инерциальные системы i 

отсчета в механике Ньютона или в специальной теории относительности. 

Для нормальных систем отсчета характерно не локальное, как в ме

тоде хронометрических инвариантов, а глобальное расщепление 4-мер

ного пространственно-временного многообразия на направления време

ни и на совокупность ортогональных времени 3-мерных пространствен

ных гиперповерхностей, которые в общем случае задаются одним урав-

нением 

(3.2.23) 

где Л- некий параметр, нумерующий гиперповерхности данной совокуп

ности. Из уравнения (3.2.23) легко найти нормали к пространственным 
гиперповерхностям, которые пропорциональны времени-подобной мона-
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r 

Рис. 3.3. Глобальное 1+3-расщепление пространства-времени в нормальных си
стемах отсчета на линии времени и совокупность 3-мерных пространственно-

11одобных гиперповерхностей 

;\е данной системы отсчета (рис. 3.3): 

(3.2.24) 

1'де Ь( х) - скалярная функция координат. 

Воспользуемся тем, что при так или иначе заданной координатной 

системе всегда можно определить совокупность пространственно-подоб

ных гиперповерхностей, для которой нумерующим параметром Л явля

Ртся координата х0 , тогда имеем 

f(>") (xv) = О -t х0 = const. (3.2.25) 

Подставляя это уравнение гиперповерхностей в (3.2.24), находим, что в 
таком случае Ti =О. Координатные системы, привязанные к нормальной 

конгруэнции мировых линий системы отсчета посредством уравнений 

11ространственных гиперповерхностей с нормалями вдоль тµ, назовем 

~инеметрическими. 

2. Учитывая условия нормировки TµTv9µv = 1, находим ковариант
ные компоненты тµ («калибруем» монаду кинеметрическим образом): 

90 
т = __ µ_ 

µ .;goo· (3.2.26) 

llJ алгебраических соотношений (3.2.4) однозначно выражаются все 
компоненты тµ и тензора hµv через компоненты метрического тензо-

90µ 
тµ=--· 

VO°°' 
h0 =О· 

µ ' 

hik = -9ik; hoi = -9oi; 

. 
9

oi 
hi =-· 
о 

9
00' 

1 - 9009°
0 

hoo=-----
900 

(3.2.27) 
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! 

Отдельно выпишем компоненты контравариантного 3-мерного метриче- 1 
ского тензора 

(3.2.28). 

имеющего отличными от нуля лишь компоненты с пространственными 

индексами. Легко видеть, что формулы (3.2.26)-(3.2.28) аналогичны со-~ 
ответствующим формулам (3.2.11)-(3.2.13) в методе хронометрических 
инвариантов, отличаясь от них заменой ковариантных индексов на кон-. 

травариантные. 

3. Кинеметрическая система координат определена неоднозначно; 
для одной и той же нормальной конгруэнции т имеется набор кинемет

рических координатных систем, определяемых из условия: 

дхо 

дх'i =О. (3.2.29) 

Отсюда следует, что координатные системы, кинеметрическим образом 

привязанные к одной и той же нормальной системе отсчета, связан~ 

преобразованиями: 
х'о = х'о(хо); 
x'i = x'i(x0 ,x1,x2 ,x3 ). 

Назовем эти преобразования кшtе.метри-чески.ми. 

(3.2.30) 

(3.2.31) 

4. Легко видеть, что в этих формулах координаты х0 и простран
ственные xi переставлены местами с соответствующими координатами 
в хронометрических преобразованиях (3.2.15) - (3.2.16). Преобразова
ния (3.2.31) оказались дополнительными к хронометрическим; ранее они 
описывали переходы между хронометрическими системами отсчета, а 

теперь они соответствуют преобразованиям внутри одной и той же нор

мальной системы отсчета. Дополнительными к кинеметрическим явля

ются преобразования 
х'о = х'о(хо xl х2 хз) 

' ' ' ' 
(3.2.32) 

где в качестве аргумента обязательно присутствуют координаты с про

странственным индексом. Такое преобразование исходной кинеметриче

ской системы координат приводит к новой совокупности пространствен

но-подобных гиперповерхностей х'0 = const, к которой можно опреде-
лить по формулам (3.2.26) новую ортогональную к ним конгруэнцию 
времени-подобных линий т', где т~ = g~ / jgiOO. С этой времени-подо&; 
ной конгруэнцией можно связать вторую нормальную систему отсчета, 

тогда преобразование координат (3.2.32) описывает переход между нор
мальными системами отсчета, но только при соглашении, что с исход

ной и результирующей системами координат связаны системы отсчета 
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('Огласно калибровке (3.2.26). Систему отсчета, ассоциированную со взя
той координатной системой согласно формулам (3.2.26)-(3.2.28), назовем 
кшtеметри-ч,еской системой отс-ч,ета. 

Следовательно, преобразования координат (3.2.30), (3.2.31) соответ
ствуют одной и той же кинеметрической системе отсчета, а (3.2.32) опи
сывают переходы между различными кинеметрическими системами от

счета. Различие между преобразованиями (3.2.17) и (3.2.32) еще раз сви
детельствует о том, что переходы между системами отс-ч,ета св.я.зшн:ы с 

преобразованиями координат тол:ько при нали-ч,ии дополнителъных со

lдашениu, при-ч,ем последние могут бъ~тъ разли-ч,нъ~ми. 

5. В кинеметрических системах координат проектирование произ
вольного тензора ве::: ранга т + п на направление т состоит в опре-
делении величины 

m 
,,..л-.... 

в в µ··· 1/ 
= ..::.:_;;..,, Тµ · · · Т · · · = (goo)(m+n)/2 · (3.2.33) 

п 

Все ковариантные «пространственные» компоненты Bik· .. произвольного 

тензора автоматически являются пространственно-спроектированными: 

(3.2.34) 

так как, согласно (3.2.27), h~ = О, hr = -gf. Все контравариантные 
компоненты пространственно-спроектированных тензоров имеют только 

1111дексы 1, 2, 3 и образуются поднятием индексов у компонент (3.2.34) 
11осредством 3-мерного метрического тензора hik. 

Из произвольного тензора вt::: ранга п можно построить компоненты 
11ространственно-спроектированных тензоров меньшего ранга m, напри-
мер: 

в i···k .._,_,, 
m 

n-m 
,,..л-.... 

в 0·"0 
i···k 

(goo)(n-m)/2 · 
(3.2.35) 

6. Пространственно-спроектированные тензоры в кинеметрических 
п1стемах координат обладают свойством кинеметрической инвариант-

11ости: они инвариантны при преобразованиях (3.2.30) и пространствен-
110-ковариантны относительно преобразований координат (З.2.31). Эти 
11сличины будем называть кинеметри-ч,ески инвариантнъ~ми (к.и.) тен

.тра.ми [29, 67]. 
Как и в случае метода хронометрических инвариантов, продемон

<~трируем свойства кинеметрической инвариантности на примере произ-

11ольного вектора Вµ. Рассмотрим изменения различных его компонент 
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Рис. 3.4. Соотношение конгруэнций линий т и х0 в методе кинеметрических 

инвариантов 

при преобразованиях (3.2.30) и (3.2.31): 

Учитывая, что g'00 = g00 (дх'0 /дх0 ) 2 , убеждаемся в инвариантности 
В0 

/ vgoo. Очевидно, что Bk ковариантно относительно 3-мерных пре
образований. Компоненты 1-й и 4-й строк не обладают свойством кине

метрической инвариантности. 

7. Отметим также, что с одной и той же координатной системой мож
но связать несколько систем отсчета, в частности хронометрическую в 

кинеметрическую, причем в общем случае они будут отличаться друr 

от друга (см. рис. 3.4). Рассмотрим переход из точки М1 на одной про, 
странственно-подобной гиперповерхности Vз к точкам М2 и Мз, лежаJ 
щим на близкой гиперповерхности V~, причем точка М2 лежит на одно 

1 

линии т с точкой М1 , а М3 на одной линии х0 с точкой М1. Точки М 

и Мз характеризуются одной и той же координатой х'0 , а точки М1 , 

Мз имеют одинаковые пространственные координаты xi. Найдем р 
ность пространственных координат точек М2 и Мз. Так как вектор т 

касательный кт в точке М1 , имеет компоненты { ./9°°; g0 i / ./9°°}, мал 
смещение вдоль него на величину dт = тµdхµ = dx0 

/ ./9°° соответству 
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разности координат х~ и х1: 
. . 9oi 

dxi = т~dт = -dx0
• 

900 
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(3.2.36) 

Угол наклона линии т к линии х0 определяется отношением длин сме

щений М1М2 = dт и М1Мз = ds = ffo;dx 0
: 

М1М2 1 
cos а= = .;g;;;;goo· (3.2.37) 

М1Мз 9009°0 

Очевидно, если смешанные компоненты метрического тензора 9°i равны 
нулю, конгруэнции т и х0 совпадают. 

3.3. Монадные физико-геометрические тензоры 

Так же, как из 9ik дифференцированием по координатам были полу

•1ены символы Кристоффеля, из первых производных от тµ и hik можно 

11олучить несколько новых величин. Три из них являются тензорами. 

Они характеризуют системы отсчета и названы физико-гео.метри-ч.ески

ми тензора.ми. 

1. Определение монадных физико-геометрических тензоров 
Введем монадные физико-геометрические тензоры формальным об

разом. Для этого возьмем ковариантную производную от тµ и предста

вим ее в виде суммы симметричной и антисимметричных частей: 

(3.3.1) 

Так как нас интересуют лишь пространственно-спроектированные тен

юры и скаляры, спроектируем два полученных тензора посредством тµ 

11 h~ всеми возможными способами: 

(3.3.2) 

аа. = -(тµ,v - Tv,µ)тvh~ = -(тµ;v + Tv;µ)тµh~ = тv(та.,v - Tv,a.); (3.3.3) 
1 

Ша.(3 = 2(тµ,v - Tv,µ)h~h~; (3.3.4) 

da.rз = -~(тµ;v + Tv;µ)h~h~ = ~(тлhа.(3,Л + hа.лт,~ + hrзлт,~). (3.3.5) 

Таким образом, получились три тензорные величины 1 : аа., Ша.,в = -Ш(За., 
1/0;з = drзa.. Дифференцирование harз по координатам не приводит к но-

1 Здесь и ниже приняты обозначения монадных физико-геометрических тензоров, 
оп~ичные от зельмановских и использованных в наших прежних работах [29, 32, 36], 
1·. е. произведены переобозначения: Fa. = аа., Аа.13 = Wa.13, Da.13 = da./3· 
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вым величинам, так как 

(3.3.6) 

Выпишем несколько полезных соотношений: 

Tµ;v = Wµv - dµv + аµтv; TµTµ;v =О; тvтtv =аµ; (3.3.7) 

(3.3.8) 1 1 
Wµv = 2(тµ,v - Tv,µ) + 2(тµаv - Tvaµ)· 

Поясним физи-ч,еский смысл введенных тензоров. По определению, 

система отсчета представляет собой некую безмассовую сплошную сре

ду из приборов, атµ является 4-скоростью этих приборов. Тогда анти

симметричный тензор Waf:J следует считать тензором угловой скорости 

вращения, а симметричный тензор daf:J - тензором скоростей деформа

ций системы отсчета. 

Для определения физического смысла аа заметим, что выражение 

тv тf:, = аµ определяется изменением касательного вектора постоянной 
длины при смещении его вдоль мировой линии, что может быть лишь 

ортогональным к этому вектору. Из теоретической механики известно, 

что такая величина представляет собой вектор ускорения. Очевидно, что 

для случая, когда мировые линии системы отсчета являются геодезиче

скими, аµ= О. Таким образом, вектор аµ следует интерпретировать как 

вектор ускорения системы отсчета относительно локально геодезической 

системы отсчета с осью времени вдоль тµ. 

Данная здесь физическая интерпретация монадных тензоров под- i 

крепляется видом уравнений геодезических линий и иных соотношений . 
в монадном виде, записанных ниже. 

2. Геометрический смысл монадных тензоров 
Напомним, что для конгруэнции мировых линий в 4-мерном про

странстве-времени в каждой точке можно определить четверку ортонор-, 

мированных векторов: тµ, zµ, (Зµ, 'Уµ, образующих так называемую со- : 
провождающую тетраду. Для нее имеют место формулы Френе-Серре: ~ 

тvтtv=R(l)lµ; 

тv fЗtv = R(з)'"Yµ-R(2)lµ; 

~ 
(3.3.9) j 

тv 1tv = - R(з) (Зµ' 

(3.3.10} 

где вектор тµ направлен вдоль мировой линии, а векторы zµ, (Зµ, 'Уµ яв-. 

ляются соответственно первой, второй и третьей нормалями к линии 

рассматриваемой точке. Коэффициенты R(l), R(2), R(з) в геометрии на- 1 
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:шваются первой, второй и третьей кривизнами соответствующей линии. 

Они обеспечивают ортонормированность введенных векторов: 

т lµ - т (3µ - - l (3µ - о µ -µ - ... -µ -. 

Из уравнения (3.3.7) и (3.3.9) находим 

(3.3.11) 

(3.3.12) 

т. е. вектор аµ определяет первую кривизну мировой линии и направлен 

вдоль первой нормали к ней. Вторая и третья кривизны определяются 
11ерез первые и вторые производные от аµ. 

Конгруэнцию времени-подобных мировых линий системы отсчета 

можно охарактеризовать четырьмя скалярами, к которым наряду с пер

вой кривизной (3.3.12) относятся следующие три: 

_ 1 µ _ 1hµvd _ 1d· 
€ - 27 ;µ - 2 µv - -2 ' (3.3.13) 

п2 _ 1 ( ) µ·v 1 R2 _ 1 µv. 
н - 4 Tµ;v - Tv;µ Т ' + 4 (l) - 2WµvW , (3.3.14) 

2 _ 1 ( ) µ·v 2 1 R2 _ 1 (d dµv 1 d2) О" - 4 Tµ;v + Tv;µ Т ' - € + 4 (1) - 2 µv - 2 ' (3.3.15) 

определяющими соответственно растяжение, вращение и сдвиг конгру

:тции. 

Отметим, что из тензора скоростей деформаций можно выделить бес

r.ледовую часть 

(3.3.16) 

Данные здесь физическая и геометрическая интерпретации трех мо

надных тензоров обусловили их название - монадные физико-геометри

•1сские тензоры. 

3. Физико-геометрические тензоры в хронометрической калибровке 
Запишем монадные физико-геометрические тензоры в хронометри-

11сских системах координат (в хронометрической калибровке). Очевид

но, что они хронометрически инвариантны и имеют вид: 

*а·= т0 (т.- о - ТiО ·)· i i, ,i ' 

* 1 ( ) 1 (* * ) Wik = 2 Ti,k - Tk,i + 2 akTi - aiTk ; (3.3.17) 

*d 1 oh ik = 2т ik,o· 

· !;\ссь и в дальнейшем звездочкой слева вверху будем обозначать монад-
111.1е величины и операторы в хронометрической калибровке. 
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4. Физико-геометрические тензоры в кинеметрической калибровке 
Используя значения составляющих метрического тензора в кинемет

рической калибровке, из определений (3.3.3)-(3.3.5) находим выражения 
для физико-геометрических тензоров: 

(3.3.18) 

* . _ l ( µ дhik дrа . дrа) 
dik - 2 r дхµ + hak дхi + hю дхk · (3.3.19) 

Здесь и в дальнейшем будем помечать пятиконечной звездочкой слева 

сверху величины и операторы в кинеметрической калибровке, в отличие 

от шестиконечной звездочки, принятой в методе хронометрических ин

вариантов. Из (3.3.18) следует чрезвычайно важное свойство нормаль
ных систем отсчета, - в них тождественно равен нулю тензор угловой 

скорости вращения системы отсчета. Это позволяет считать нормаль

ные системы отсчета преимущественными (выделенными) в искривлен

ном пространстве-времени, т. е. в некотором смысле назвать их аналогом 

инерциалъных систем отсчета в плоском пространстве-времени. 

3.4. Монадные операторы дифференцирования 

Аналогично тому, как в римановой геометрии (в ОТО), имеющей де

ло с тензорными величинами, операторы частного дифференцирования 

были заменены на операторы ковариантного дифференцирования, так и 

в монадном методе, имеющем дело лишь со скалярами и пространствен

но-спроектированными тензорами, операторы частного и ковариантно

го дифференцирования должны быть заменены на операторы, которые, 

действуя на пространственно-спроектированные тензоры (и скаляры), 

приводят опять к пространственно-спроектированным тензорам, т. е. не 

выводят за пределы класса тех величин, в терминах которых записыва

ется теория. 

Как и выше, введем такие монадные операторы сначала в общекова

риантном виде, а затем перейдем к двум частным калибровкам. 

1. Общековариантные операторы 
Из оператора ковариантного дифференцирования \7 (}", оператора 

пространствеННОГО проектирования H~::J:: И вектора ТО" МОЖНО обра- , 
зовать два характерных для монадного метода оператора дифференци

рования, не выводящие за пределы класса пространственно-спроектиро

ванных тензоров: 
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Первый из них следует назвать оператором ковариантного временного 

дифференцирования, а второй - оператором ковариантного простран

ственного дифференцирования. 

Однако в монадном методе вместо ковариантного временного диф

ференцирования используется другой оператор, называемый операто

ром монадного временного дифференцирования дт, связанный с первым 

соотношением: 

(3.4.2) 

m п m 

Очевидно, что этот оператор общековариантен. Использование именно 

этого оператора обусловлено рядом обстоятельств, прежде всего, тем, 

что при записи тензорных выражений общей теории относительности 

в монадном виде он оказывается в тех местах, где в соответствующих 

ньютоновых или спецрелятивистских выражениях обычно пишется диф

ференцирование по времени 1 . 

Оператор монадного временного дифференцирования можно запи

сать в форме: 

п -_,....,..._,, авv··· 

дтВ V··· - а (З··· № fза··· + № fзv··· + 
(З··· - т дха - а· fЗ··· - . . . (З· а··· .. " ..__,...., (3.4.3) 

m п т 

где 

N
v дтv v 
µ· = дхµ -таµ (3.4.4) 

- своеобразная связность временного дифференцирования. В общем 
случае этот оператор зависит от ранга и ковариантности дифференци-

руемых величин. 

Оператор ковариантного пространственного дифференцирования 

11редставляется виде: 

1 Другим важным обстоятельством, заставляющим выделить этот оператор, явля
l'ТСЯ то, что так определенное выражение оказывается пространственно-спроектиро

ванным оператором Ли - важным оператором в дифференциальной геометрии. Об 

пом более подробно будет сказано в главе 4. 



112 Глава 3. Монадный метод описания систем отсчета 

где 
hvл 

Lба = T(hлJ,a + hм,J - hоа,л) (3.4.6) 1 
1 

- «связность» ковариантного пространственного дифференцирования. ~ 

Выпишем результат действия введенных операторов на 3-мерный j 
метрический тензор: ' 

1 
v лhµv =о, (3.4.7) 1 

т. е. действие оператора ковариантного пространственного дифферен- ~ 

цирования на 3-мерный метрический тензор, как и следовало ожидать, 

дает нуль. 1 
Ковариантные производные от произвольных тензоров всегда можно . 

записать через введенные здесь монадные операторы и физико-геомет- 1 
рические тензоры. Например, для произвольного вектора Bv (не спро- j 
ектированного) имеем: . 

1 

- - 1 

V µBv = V µ(Втv + Bv) = тv(тµдтВ - V µВ) - (wµv + dµv - тµаv)В + ! 
(3.4.8) ~ 

J 

'1 2. Операторы в хронометрической калибровке 
В хронометрической калибровке вследствие того, что* Nik =О, суще- 'j 

ственно упрощается оператор монадного временного дифференцирова- 1 
ния (3.4.3): 1 

- . aiJi·" 1 afзi··· 1 
*J:1-вi··· _ 

7
o __ k·_·· _ __ _L 

V"j' k"· - дхо - ~ дхо . (3.4.9) 
1 

Он не зависит от ранга и ковариантности дифференцируемой величины. 

Для записи монадного пространственного ковариантного дифферен

цирования учтем, что в формуле (3.4.5) теперь hi,a = О, а 3-мерные 1 
связности можно представить в виде j 

1 

(3.4.10) 1 

где дf8 - дополнительная к монадным физико-геометрическая величи
на; значком * дi здесь обозначен новый хронометрически инвариантный 
оператор пространственного дифференцирования: 

*д _ д Ooi д i=-.----, 
дх~ 900 дхо 

(3.4.11) : 
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также не зависящий от ранга и ковариантности дифференцируемой ве

личины 1. В результате для оператора *V8 (3.4.5) получаем выражение 

n 
~ 

*V В k··· = *д fзk··· +лk.fзi··· + -Лi fз~··· - = *V' fзk··· s l··· s l··· si l··· · · · sl i··· • · • - s / ... · 
'-.r' 

(3.4.12) 

т n т 

3. Операторы в кинеметрической калибровке 
В кинеметрической калибровке монадный оператор временного диф

ференцирования зависит от ранга и ковариантности дифференцируемых 

величин: 

n 
n ~ _ ~ аiз i··· os afJi··· . _ _ . 

*дтВ Z··· = r::oo k··· + _g _ __&:::_ - № вs··· - ... + N8 в~··· + ... 
~ у g-- дхо J9°° дхs S· k··· k· S··· ' 

т n т 

(3.4.13) 
где 

Вид ковариантной пространственной производной от пространственно

спроектированных тензоров полностью идентичен 3-мерной ковариант

ной производной от 3-мерного тензора: 
n 

- -~ afзki··· . - - . 
*V' В i··· - --·-·· +Lz вs··· + -L8 в~···+ l ~ - дхl sl k··· · · · kl s··· · · ·, 

т n т 

где 

Ls _ hsi (дhik + дhа _ дhkl) 
kl - 2 дхl дхk дхi 

- 3-мерные символы Кристоффеля. 

3.5. Монадный вид 
геометрических уравнений и тождеств 

(3.4.14) 

(3.4.15) 

Все введенные в предыдущих главах общековариантные выражения 

можно представить в монадном виде, т. е. записать их исключительно 

через пространственно-спроектированные тензоры (и скаляры), физико
геометрические тензоры и операторы монадного дифференцирования, 

1 В 3-й части книги будет показало, что именно этот оператор соответствует «удли
ненным» производным в калибровочных моделях физических взаимодействий. 
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причем это всегда можно сделать как в общековариантном виде, так и в 

специальных групповых калибровках. Отдельно рассмотрим важнейшие 

из введенных выше уравнений. 

3.5.1. Уравнения геодезических линий 

1. Для записи уравнений геодезических линий, прежде всего, учтем, 
что символы Кристоффеля представляются в виде 

Г~;з = L~;з + ~ ( h~,/3 + h~,a) + darз + аµт а тrз - ~тµ ( аатrз + аrзт а) + 

+ (таwjз + тrзw~) - ~(тат~+ тrзт:СХ)' (3.5.1) 

где трехмерные символы Кристоффеля L~rз записаны в (3.4.15). Оче
видно, поскольку символы Кристоффеля не являются тензорами, то в 

их записи присутствуют «лишние», т. е. не тензорные слагаемые. Кроме 

того, введем ряд 3-мерных обозначений: 

V
µ = -h~dxv = -hµ dxv ( ) 

- 1/ 3.5.2 
Tadxa dт 

- пространственные компоненты скорости частицы; 

ds = dтл=-;;; 

- динамическая масса частицы ( т0 - масса покоя); 

dxa 
rJ1' = -m0 hµ -- = mvµ 

а ds 
- компоненты 3-импульса. 

(3.5.3) 

(3.5.4) 

После несложных выкладок получаем выражение для 4-мерной ско

рости через 3-мерные скорости: 

dxµ тµ + vµ 
иµ = - = (3.5.5) 

ds vl -v2· 

2. Уравнения геодезических линий в монадном виде представляются 
следующим образом: 

Dm - ( !;\ µ n ) µ d ~µ v. -- = итт + v v µт = аµр - µv.Y v , 
dт 

D v 
d~ = (дтрv + vµfl µPv) = -mav - 2pµ(w~ - d~). 

(3.5.6) 

(3.5.7) 

В левых частях этих уравнений стоит оператор, имеющий смысл суб

станциальной временной производной в механике сплошных сред. 

Первое из этих выражений описывает изменение кинетической энер

гии (mc2 ) тела в неинерциальной системе отсчета. Как видно из (3.5.6), 
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оно определяется ускорением системы отсчета аµ и тензором скоростей 

деформаций dµv· 
Второе уравнение описывает изменение 3-мерного импульса в 

неинерциальной системе отсчета. Сравним это выражение с уравнени

ем движения материальной точки в неинерциальной системе отсчета в 

ньютоновой механике 

d'Ротн ,r- - -
~ = г - тапер - такор, (3.5.8) 

где, напомним, кориолисово ускорение акор = 2[wii'oтн] (или в 3-мерных 

тензорных обозначениях akop = 2w~jvj) определяется через угловую ско
рость вращения классической системы отсчета w и относительной ско
ростью материальной точки Vотн· В формуле (3.5.8) также содержится 
переносная сила инерции и реальная сила F, действующая на точку. 
Понятно, что в уравнениях геодезической отсутствуют реальные силы. 

Из сравнения правых частей (3.5. 7) и (3.5.8) находим подтверждение 
ранее произведенной интерпретации физико-геометрических тензоров: 

av - ускорение; w~13 - тензор угловой скорости вращения системы отсче

та. Третий тензор-скоростей деформаций dµv, входящий в (3.5.7), в из
вестных уравнениях ньютоновой механики отсутствует, поскольку там 

используется твердотельное определение классических систем отсчета, 

невозможное в ОТО. 

3. Чтобы записать уравнения изотропных геодезических линий 

(1.3.27), введем проекции волнового вектора: s = kµтµ -энергия изо

тропного излучения; k;v = -kµh~ -пространственно-подобная часть 
(импульс) волнового вектора; zv = kv /s-направление распространения 
изотропного излучения (lµтµ =О). Используя эти обозначения, находим, 

что две проекции уравнения (1.3.27) записываются следующим образом: 

1 ds 1 -
Е dт = Е ( дтЕ + zµv µЕ) = aµlµ - dµ)µzv; (3.5.9) 

~: = дтkv + zµfj µkv = -E;av - 2(w~ - dvµ)kµ. (3.5.10) 

4. Представим уравнения движения и спина дипольных частиц (урав
нения Матиссона-Папапетру (1.5.28)-(1.5.29)) в монадном виде. Про
странственно-спроектированные по обоим индексам уравнения спина 

(1.5.28) в общековариантном монадном виде записываются следующим 
образом 

дтSµv + v(}"V (}"sµv = -s-'v(w). - dlf.) - sµ-'(w~л - d)..) + 
+ [(wл(}" - dл(}")v(}" +ал] (S-'µvv - S-'vvµ), (3.5.11) 
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а смешанная проекция записывается в форме 

где использованы обозначения: 
л 

(Т и h(Т 
v =-- Л· 

и 

(3.5.12) 

(3.5.13) 

Как уже отмечалось, система уравнений Матиссона-Папапетру яв

ляется неполной. Дополнительные условия Кориналдези-Папапетру 

(1.5.30) в монадных обозначениях представляются в виде 

(3.5.14) 

что, в частности, означает, что тензор спина является пространственно

спроектированным в системе отсчета, сопутствующей данной частице, 

где тJ.t = uJ.t. В этой системе отсчета уравнения спина (1.5.29) автомати
чески оказываются пространственно спроектированными, так как пред

ставляются в виде: 

DSJ.tV 
(gl - иаиµ)(gе - ufЗuv)---п;- =О---+ 

DSJ.tV 
hah(З __ -О 

µ v Ds - ' (3.5.15) 

где h~ - 3-мерный метрический тензор пространственного сечения, ор

тогонального мировым линиям трубки рассматриваемой частицы. 

5. Уравнения движения дипольных частиц в монадном виде распа
даются на скалярное и пространственно-спроектированную части: 

( дтm + vиv иm) - рл [(wли - dм )vи +ал] = - v; Sµvyиµvi (3.5.16) 

( дтРа + vuV uf>a) + m [(w~ - d~)vu + аа] + f>Л(wС:Л - d),) = 

- 1 sµv(ya uza ) - 2 ·µv - V ·uµv ' (3.5.17) 

где введены величины: 

- то sлrзvrз [( ) (Т ] 
m = Vl - v2 - (1 - v2) "-'Лu - dм V +ал ; (3.5.18) 

-а mova sлrз [( d ) а ][а( 2) а] 
р = v'l-v2 + (l-v2)3;2 "-'ла- Ла v +ал бrз 1-v -vrзv ; 

(3.5.19) 
yµav и Z<;µv - проекции тензора Римана-Кристоффеля, определенные 

ниже в (3.5.27) - (3.5.28). Эти уравнения обобщают записанные ранее 
уравнения геодезических линий (3.5.6)-(3.5.7) в монадном виде (перехо
дят в них при равном нулю тензоре спина). 
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3.5.2. Уравнения Эйнштейна и тождества 

1. Прежде всего, запишем проекции компонент тензора Риччи на 
направления т и пространственное сечение: 

4Rµvтµтv = (дтd- darзdafЗ) + WafЗ"pfЗ + (Vлал - алал); 

-4Rµvh~ тµ = Vad - V л(w~. + d~) - 2алw~; 

4 1 - -
Rµvh~h~ = -(дт - d)darз + 2 (У' ааrз +У' rзаа - 2аааrз) + 

(3.5.20) 

(3.5.21) 

+ (dал + Waл)(d~ + w~.) + (daлd~ - 3waлw~.) + 3Raf3, (3.5.22) 

где 3Raf3 = 3R~лrз-3-мерный тензор Риччи; d = -darзhafЗ. 
Из этих выражений скалярная кривизна в монадном виде записыва

ется следующим образом: 

где 3R = -haf33Raf3· Напомним, что во всех формулах индексы подни
маются и опускаются посредством gµv (или, что равносильно для про

странственно-спроектированных величин, посредством -hµv). 
2. Проекции уравнений Эйнштейна на монадные составляющие мет-

рического тензора находятся в виде: 

(
4R 1 4R) µ v _ 1 (d2 d dafЗ) + 3 аfЗ l зR-µv - 29µv Т Т - 2 - а(З 21..VafЗl..V - 2 -

= хТµvтµтv; (3.5.24) 

- (
4Rµv- ~9µv 4R) тµh~ = Vad-Vл(w~. +d~)-2aлw~ = -xTµvтµh~; 

(3.5.25) 

(
4Rµv- ~9µv 4R) h~h~ = (дт-d)dа(З +hа(Здтd+ (dал +waл)(d~+w~.) + 

+ (daлda- 3wалwЭ.) - ~harз(d2 + dµvdµv +wµvwµv) + 

1 (- - ) - л л + 2 У' аа(З +У' (Заа - 2aaaf3 + harз(V' ла - ала ) + 

+ ( 3Rа(З + ~ha(З3R) = xTµvh~h~. (3.5.26) 

Скалярная часть спроектированных уравнений Эйнштейна (3.5.24) 
допускает простую физическую интерпретацию. Поскольку справа сто

ит плотность энергии системы в физических терминах Тµvтµтv, то ле

вую часть следует понимать как представление физической плотности 
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энергии через геометрические понятия. Поскольку dµv есть временная 

производная от 3-мерного метрического тензора, то слагаемые, содер

жащие квадратично dµv, естественно интерпретировать как геометри

ческую «кинетическую энергию» системы. Слагаемые с квадратичной 

комбинацией тензора угловой скорости вращения Wµv следует тракто
вать как энергию системы, обусловленную вращением, а оставшееся сла

гаемое, пропорциональное скалярной трехмерной кривизне, не содержа

щее временных производных, тогда следует понимать как геометриче

скую «потенциальную энергию» системы. 

3. Из тензора Римана-Кристоффеля 4RJзµv всеми возможными спо
собами проектирования можно получить три пространственно-спроек

тированных тензора: 

z:}"(O" = H~~~:4R{зµv = 3R~"(O" - 2w1w"(O" + (d; + w~.)(d"(б + W'YJ)-

- ( d~ + W~.) ( dо-б + Wо-б); (3.5.27) 

Y,s1 o-::::::: 4R{зµvтah~h~h~ =-2a5w)'o- + '\lo-(d1 5 +w1,s)-'\71 (do-б+Wo-б); 
(3.5.28) 

Хо-'У ::::::: 4RJзµv т °' тµ h~h~ = дтdо-'У + ( d; + w~.) ( d'Ул + w'Ул)+ 

(3.5.29) 

4. Используя предыдущие формулы, запишем тождества Риччи: 

1 - -
дтwµv = -2(V' µav - У' vaµ); 

('\? v + av )wµrз + ('\? rз + аrз )wvµ + ('\? µ + aµ)wrзv = О; 

Zµvo-Л + ZµЛvo- + Zµo-Лv = О. 

Тождества Бианки в монадном виде выглядят громоздко. 

(3.5.30) 

(3.5.31) 

(3.5.32) 

5. Все выписанные выше соотношения в общековариантном виде лег
ко записать в хронометри'Чес-кой калибровке. Для этого достаточно вез

де заменить 4-мерные (греческие) индексы на 3-мерные (латинские), а в 

обозначениях физико-геометрических тензоров и монадных операторов 

слева сверху поставить звездочку, означающую, что эти величины взяты 

в хронометрической калибровке. 

6. В кинеметри'Ческой калибровке все формулы упрощаются, по
скольку в ней тензор угловой скорости вращения обращается в нуль. 

Кроме того, необходимо сделать переобозначения, как и в случае пере

хода к хронометрической калибровке. 
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Отметим, что в кинеметрической калибровке, поскольку 3-мерная 

связность переходит в 3-мерные символы Кристоффеля, 3-мерный тен

зор Риччи записывается в общепринятом виде 

Зv дL~k дL~l Ll Ls s l 
.LLik = дхl - дхk + ik ls - LilLks· (3.5.33) 

Метод кинеметрических инвариантов можно понимать как способ 

выделения в 4-мерном римановом пространстве-времени 3-мерных про

странственно-подобных гиперповерхностей. С позиций известной в диф

ференциальной геометрии теории вложения п - 1-мерных гиперповерх

ностей в риманово пространство размерности п [134] тензор скоростей 
деформаций dik представляет собой второй характерный тензор 3-мер
ной гиперповерхности в 4-мерном многообразии. 

В теории вложения условия интегрируемости так называемых дери

вационных уравнений приводят к уравнениям Гаусса 

(3.5.34) 

и к уравнениям Петерсона-Кодацци 

(3.5.35) 

Легко видеть, что эти уравнения совпадают в кинеметрической калиб

ровке с проекциями тензора Римана-Кристоффеля (3.5.27) и (3.5.28). 
Из (3.5.34) следует, что 3-мерный тензор Римана-Кристоффеля слага
ется из двух частей: первая часть обусловлена кривизной вмещающе

го 4-мерного пространства-времени, спроектированного на 3-мерную ги

перповерхность, а вторая часть связана с искривленностью самой гипер

поверхности в 4-мерном многообразии. Уравнения Петерсона-Кодацци 

выражают через 4-мерный тензор Римана-Кристоффеля отклонения 

тензора *\! kdis от симметрии по всем трем индексам. 

Спроектированную на r левую часть уравнений Эйнштейна (3.5.24) 
в кинеметрической калибровке можно получить из уравнений Гаусса, а 

смешанные компоненты тензора Эйнштейна (3.5.25) - сверткой уравне

ний Петерсона-Кодацци. 

3.6. Монадный метод в точных решениях 
уравнений Эйнштейна 

Применим монадный метод для интерпретации эффектов в рас

смотренных выше точных решениях уравнений Эйнштейна. Отметим, 
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что три физически наиболее важных решения уравнений Эйнштейна: 

Шварцшильда, Керра и Фридмана - оказались тесно связанными с про

явлениями трех ключевых характеристик используемых систем отсчета, 

соответственно, вектора ускорения ak, тензора угловой скорости враще

ния Wik и тензора скоростей деформаций dik. 

3.6.1. Монадный метод в метриках Фридмана 

1. Начнем с рассмотрения метрик Фридмана, где, строго говоря, уже 
при постановке задачи их нахождения оказалось необходимым понятие 

системы отсчета. Действительно, постулируемые свойства однородности 

и изотропии (одинаковости по всем направлениям) пространства неяв

но предполагают глобальное расщепление 4-мерного пространственно

временного многообразия на направление времени и ортогональное ему 

пространственное сечение, о свойствах которого идет речь. Исходя из 

изложенного выше, делаем вывод, что метрики Фридмшн,а рассматри

ваютс.я в нормал:ьн:ых системах отс'Чета, дл.я описани.я которых сле

дует исполъзоватъ метод кинеметрu'Ческих инвариантов. Монадные 

составляющие метрического тензора находятся в виде 

1 
Т0 = - = а(х0); 

то 

1 
h - - а2Ь2. 

22 - h22 - , 

1 2( о) h11 = hll = а х ; 

1 22-2в hзз = h33 = а Ь sш . 
(3.6.1) 

2. Как известно, в нормальных системах отсчета тензор угловой ско
рости вращения тождественно равен нулю. Условия однородности и изо

тропии пространственных сечений означают отсутствие выделенных на

правлений, что приводит к обращению в нуль вектора ускорения си

стемы отсчета. Таким образом, метрики Фридмана описываются лишъ 

тензором скоростеu деформации системы отсчета, компоненты которо

го и монадные производные от них сразу же легко находятся из вида 

метрики (2.3.1): 

d 1 0 h а h d - - За · (3 6 2) ik = 2т ik,o = а2 ik; - а2 ' · · 

V kdij =О; дтdik = ~ hiki дтd = -
3
4 (ii - 2а2 ). (3.6.3) 

а а 

3. Уравнения Эйнштейна для данных метрик существенно упроща-
ются: 

дтd - dikdik = И ( Tµv - ~9µvT) TµTv - Л; 

-(дт - d)dik + 2d~dkt + 3~k =и ( Tik + ~hikT) + hikЛ. 

(3.6.4) 

(3.6.5) 
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Подставляя в уравнения (3.6.5) значения из (3.6.2)-(3.6.3), сразу же на
ходим важное свойство однородных и изотропных моделей (2.3.17), т. е. 
формулу, выражающую тензор Риччи пространственных сечений через 

компоненты их метрики. 

4. В связи с наличием правой части выписанных уравнений Эйн
штейна обратим внимание на определение монадным методом энергии (и 

импульса) материальных систем. Без использования монадного метода 

возникает неоднозначность, в частности, в определении плотности энер

гии материальных систем. Принято считать плотностью энергии вре

мени-подобные компоненты тензора энергии-импульса, однако таковых 

несколько: Т00 , Т00 , тg. Какую из них считать плотностью энергии? В 

общем случае эти компоненты различны. Даже выбрав одну из них, про

блему решить не удается, так как возникает следующий вопрос, в какой 

координатной системе следует писать эту компоненту? Монадный метод 

позволяет однозначно решить этот вопрос. Плотностью энергии следует 

считать инвариантную величину Тµ11тµт11 , которую в нормальных систе

мах отсчета следует писать в виде 

тоо 

рс2 = Т00Т0Т0 = --. 
900 

(3.6.6) 

При использовании метода хронометрических инвариантов плотность 

энергии должна записываться иначе: Т00/ g00 • 

5. В решениях Фридмана используется нормальная система отсчета, 
сопутствующая среднему распределению материи во Вселенной, т. е. в 

данном случае система отсчета реализуется не идеальными приборами, 

не влияющими на вид метрики, а материализована средой, заполняю

щей мир и определяющей метрику. Как уже отмечалось, это означает 

«вмороженность» среды в пространство. Постулируется, что пекуляр

ными движениями материи можно пренебречь, и вся динамика мате

рии описывается эволюцией пространственных сечений, т. е. тензором 

скоростей деформаций dik· При этом, переходя от (3.6.4) к проекции 
уравнения Эйнштейна Rµv - (I/2)gµvR = xTµv на монаду, приходим к 
соотношению (без космологического члена) 

l(d2 _ d· dik) _ lзя = х'Гµv7 т 2 zk 2 µ v, (3.6.7) 

которое можно трактовать как перезапись плотности физической энер

гии (справа) через геометрические термины (слева). Как уже отмеча-

лось, первое слагаемое слева нужно трактовать как плотность кинети

ческой энергии, а второе слагаемое (с 3-мерной скалярной кривизной) -
как плотность потенциальной энергии материи. 
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6. В предыдущей главе при интерпретации эволюции трех космоло
гических моделей фактически уже были использованы представления 

о физическом времени в формулах dr = a(x0 )dx0
• Без монадного ме

тода возникает соблазн использовать в качестве физического времени 

либо времени-подобную координату х0 , либо какую-то другую функцию 

от х0 • 

7. Космологическое красное смещение можно получить из скаляр
ной компоненты уравнений изотропной геодезической (3.5.9), которая в 
метриках Фридмана в сопутствующей системе отсчета принимает вид 

(3.6.8) 

При учете значений компонент тензора скоростей деформаций (3.6.2) и 
условия hikzizk = 1 это уравнение принимает вид 

решением которого является 

dc - -~dxo 
- ' 

с а 

Со 
с--

- а(х0 ) • 

(3.6.9) 

(3.6.10) 

Это выражение соответствует решению (2.3.78). Дальнейшие рассужде
ния, совпадающие с изложенными в главе 2, приводят к ранее приведен
ной формуле (2.3.82) для космологического красного смещения. 

3.6.2. Монадный метод в метрике Шварцшильда 

1. Поскольку метрика Шварцшильда рассматривалась в диагональ
ном виде (2.1.28), то оказывается безразличным, какой метод (хрономет
рических или кинеметрических инвариантов) использовать для анализа 

этой метрики в системе отсчета, непосредственно вводимой описанными 

выше способами. Выберем метод хронометрических инвариантов, тогда 

имеем монадные составляющие метрического тензора 

- ~ - v/2 _ / - 2GM. - 1 . - 2. h 2 . 2 е 
То-то-е -yl c2r' h11-1-2GM/c2r' h22-r' зз=r sш . 

(3.6.11) 
2. В хронометрически определенной из метрики Шварцшильда в ко

ординатах кривизн (2.1.28) системе отсчета из трех физико-геометри
ческих тензоров отличным от нуля является лишь вектор ускорения, 
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имеющий компоненты: 

ai = ____ с_м ___ "' - см - _!l_. 
c2r 2(1 - 2GM/c2r2) c2r 2 - с2' 

(3.6.12) 

где g = G М / r 2 - ускорение свободного падения в ньютоновой теории 
гравитации. Таким образом, хронометрически определенная в коорди

натах кривизн система отсчета характеризуется радиальным значением 

вектора ускорения, равного (с точностью до константы с2 ) ускорению 
свободного падения. Она описывает явления с точки зрения зависшей 

(неподвижной) системы отсчета. Напомним, что вектор аµ=/:. О означает, 

что система отсчета не является геодезической. Для нас, находящихся на 

поверхности Земли, негеодезичность нашей системы отсчета обеспечива

ется негравитационными силами реакции опоры. В этой интерпретации 

проявляется принцип эквивалентности тяготения и эффекта неинерци

альности системы отсчета. 

Ранее отмечалось, что при использовании монадного метода наблю

даемыми величинами следует считать скаляры, тогда как выражение 

(3.6.12) таковым не является, однако это легко исправить, сопоставив 
радиальной компоненте ускорения скаляр 

(3.6.13) 

Заметим, что этот скаляр обращается в бесконечность на гравитацион

ном радиусе источника искривления. 

Раскладывая в ряд получившуюся наблюдаемую величину, имеем 

см с2м2 

с2а(1) с:-:: -- - --, 
r2 c2r3 

(3.6.14) 

т. е. к ньютоновому ускорению свободного падения g добавляется эйн
штейновское ускорение, обратно пропорциональное третьей степени рас

стояния. Отметим расхождение с выражением для полученной в «коор

динатном представлении» эйнштейновской «силы», убывающей обрат

но пропорционально четвертой степени расстояния (радиальной коор

динаты). Это расхождение связано именно с координатным характером 

ускорения в (2.1.58), которое необходимо пересчитать на инвариантное 
выражение согласно (3.6.13). 

3. Монадный метод предназначен не для получения точных решений 
уравнений Эйнштейна, а лишь для интерпретации метрик и эффектов 
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в них. Тем не менее выпишем в монадном виде уравнения Эйнштейна 

для данной метрики: 

(3.6.15) 

(3.6.16) 

Отсюда сразу следует, что 3R = О. Легко показать, что, не зная вида 
функции h11(r), из равенства нулю 3-мерной скалярной кривизны с по
мощью стандартных формул можно получить уравнение 

rh~ 1 + hi1 - hll = О, (3.6.17) 

где штрих означает дифференцирование по r. Из (3.6.17) получается 
решение 

hп = (1 - Co/r)-1
, (3.6.18) 

определяющее метрику Шварцшильда. 

4. Скалярная компонента уравнения изотропной геодезической 

(3.5.9) в метрике Шварцшильда имеет вид 

1 dE 1 СМ -- = all = a(l) = . (3.6.19) 
Е dт c2r2J1 - 2GM/c2r 

Учитывая, что для изотропной радиальной геодезической dт 

dr / Jl - 2G М / c2r, находим для этого случая решение 
Еа 

Е = ---;====== 
Jl - 2GM/c2r' 

(3.6.20) 

где Е0 - константа интегрирования. 

5. Применим полученное решение для объяснения эффекта гравита
ционного красного смещения в метрике Шварцшильда. Пусть положе

ние источника света характеризуется координатой r 1 , а приемник на

ходится в точке с координатой r 2 > r1 при тех же значениях угловых 

координат, тогда, согласно (3.6.20), имеем 
Еа Еа 

Е1 = > Е2 = , (3.6.21) J1 - 2GM/c2r1 Jl - 2GM/c2r2 
т. е. свет, приходящий в более удаленные точки, будет иметь меньшую 

энергию и, соответственно, частоту. Другими словами, спектр прихо

дящего излучения будет сдвинут в красную сторону по сравнению со 

спектром аналогичного излучения, испущенного в точке наблюдения. 

Относительная разность частот определяется формулой 

Е2 - Е1 v2 - v1 GM(r2 - r1) 
-- = ~ - 2 (3.6.22) 

Е1 v1 с r1r2 
Конечно, при этом постулируется, что аналогично испущенные кванты 

в момент рождения всегда имеют одинаковую частоту. 
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В теории тяготения Ньютона красное смещение спектра в рассмат

риваемом приближении определяется той же величиной. Этот эффект 

можно трактовать как потерю энергии светом при преодолении ньюто

нова гравитационного притяжении, т. е. 

(3.6.23) 

для не слишком большого перепада высот, когда r ,...., ri ,...., r2. Здесь 
введена эффективная масса фотона, согласно формулам е1 = тс2 = hv. 

Гравитационное красное смещение имеет место и в тех случаях, когда 

свет приходит на Землю от звезды, на поверхности которой 

Мзвезды > Мземли. (3.6.24) 
Rзвезды Rземли 

6. Для массивной частицы скалярная компонента уравнений геоде
зических линий (3.5.6) в метрике Шварцшильда принимает вид 

dт 1 т0 1 dr 
-=а1р =--' т-. 
dт т0 dт 

(3.6.25) 

Оно имеет смысл теоремы изменения кинетической энергии т тела в 

неинерциальной системе отсчета. Решение уравнения имеет вид 

Е Е 
т - -- - --:---;:====:::::::;== 

- с2то - c2J1 - 2GM/c2r' 
(3.6.26) 

где константа интегрирования обозначена символом Е/с2 . При r >> r9 и 
скоростях v << с, используя соотношения: 

то т0v2 

т = Jl - v2 / с2 = то + 2с2 + ... ; 

1 - 1 = 1 + GM + O(r /r)2· 
Та Jl - 2GM/c2r c2r 9 

' 

нриходим в низшем приближении к известному закону сохранения энер

гии в ньютоновой механике 

_т_0_v_2 _ GМт0 = Ео. 
2 r 

(3.6.27) 

7. Компонента уравнений геодезических линий (3.5.7) для угла () 
опять приводит к закону сохранения плоскости Лапласа, а уравнение 
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для угла <р дает закон сохранения момента количества движения (в фи

зическом времени), поскольку из 

находится решение в виде 

dрз 2рзv1 
-+--=О 
dr r 

(3.6.28) 

(3.6.29) 

где постоянная интегрирования обозначена символом стm0 • Вместо ради

альной компоненты уравнений геодезических линий (3.5.7) опять следу
ет воспользоваться выражением для квадрата интервала, только теперь 

в монадном виде. 

8. Очевидно, метрику Шварцшильда можно записать в различ

ных координатных системах. В частности, преобразованиями коорди

нат вида (3.2.17), не входящими в выделенные преобразования (3.2.15) 
и (3.2.16) метода хронометрических инвариантов, метрику Шварцшиль
да можно привести к виду 

ds2 = (dx'o)2- (dr')2 
[(3/2r9 )(r' - х'0 )] 2/3 

(~(r' - х'0)) 
413 

r~13 (d82 +sin2 8dcp2
). 

(3.6.30) 
Отсюда видно, что система отсчета, образованная из метрики в данных 

координатах хронометрическим образом, является свободно падающей, 

поскольку в ней *ai = О, однако в ней отличен от нуля тензор скоро

стей деформаций (*dik -:/=О). Легко также видеть, что в данной системе 
отсчета отсутствует особенность на гравитационном радиусе. 

3.6.3. Монадпый метод в метрике Керра 

Для метрики Керра, записанной в одной и той же координатной си

стеме Бойера-Линдквиста, можно определить хронометрическим и ки

неметрическим способом две различные системы отсчета. Рассмотрим 

их отдельно. 

1. В хронометри-ч,ески.м способом определенноu системе отс-ч,ета со
ставляющие метрического тензора имеют вид: 

т={J1 _r9r·O·O· r9 rasin
2
e }· 

µ 2 , , , 2 Jl / 2 , 
Р р -r9rp 
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с 
о о ) С' 

о о 

} ~k= ~ 
рт 

р2 о . hik = ~ 
1 о 

~sin2 0 ' 
? 

о о 
p2-ror 

р -r9r р2д1 sin2 () 

(3.6.31) 
где использованы обозначения: р2 = r 2 + а2 cos2 О; Л1 = r 2 + а2 - r9r. 

По формулам (3.3.16) находим компоненты вектора ускорения 

(3.6.32) 

и компоненты тензора угловой скорости вращения системы отсчета: 

W12 =О; W13 = 
r а(р2 - 2r2) sin2 () g . 
2р(р2 - r gr )3/2 ' 

r9raЛ1sin20 W23 = - ( 2 )3/ 2. (3.6.33) 
2рр -r9 r 

Тензор скоростей деформаций тождественно равен нулю dik = О. 

2. В кинеметри-ч,ески.м способом определенной системе отс-ч,ета на
ходим следующие значения составляющих метрического тензора: 

g~vтл; тµ - { v1д2 . О· О· r9ra } . 
Тµ = v1д2 ; - vтл;· ' ' уf р2Л1Л2 ' 

СУ! 
о о ), hik = р2 о (3.6.34) 
о Л2 sin2 () 

р 

где Л2 = p2(r2 + а2 ) + r9 ra2 sin2 В. 
Отсюда получаем значения физико-геометрических тензоров: 

(3.6.35) 

(3.6.36) 

Тензор угловой скорости вращения, очевидно, равен нулю. Легко видеть, 

•1то эти значения физико-геометрических тензоров существенно отлича

ются от аналогичных выражений в хронометрической калибровке. 
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3. Запишем уравнения геодезических линий в метрике Керра в хроно
метрической калибровке монадного метода. В самом общем виде скаляр

ная составляющая уравнения (3.5.7) записывается следующим образом 

dm r9 [(p2 - 2r2)p1 + ra2 sin 2Вр2] 
dт = 2р2 (р2 - r

9
r) 

(3.6.37) 

Пространственное уравнение, соответствующее углу В, имеет вид 

dp2 sin2B (а2 
1 1 2 2 2 [р2 (р2 - r9r) +r9ra2 sin2 B]Л1 3 з) 

-d + -2 2 -Л р v - а р v - ( 2 )2 р v + 
т р 1 р - r9 r 

2r r9raЛ1sin2B 3 mr9 ra2 sin2B 
0 + 2P1V2 + з 2 з;2Р - 4( 2 ) = . (3.6.38) 

р р (р - r9 r) 2р р - r9 r 

Другие две компоненты пространственно-подобных уравнений в самом 

общем виде записываются громоздко (см. [29, с. 100]). 
4. Ограничимся случаем движения частицы в экваториальной «плос

кости», т. е. когда в начальный момент сама частица и ее скорость ха

рактеризуются значениями: В = 7r/2, v2 = dB/dт = О. Подставляя эти 
значения в (3.6.38), сразу же находим, что вся траектория тела лежит в 
экваториальной «плоскости» (в плоскости Лапласа). 

Скалярная составляющая уравнений геодезических линий (3.6.37) 
приводит в точности к тому же решению (3.6.26), что и в метрике 
Шварцшильда. 

Уравнение геодезической линии для угла ip в данном случае суще

ственно упрощается. Его удается проинтегрировать отдельно от других 

уравнений, т. е. решение оказывается проще приведенных выше в коор

динатном виде (см. раздел 2.2). Выбирая константы Е/с2 и e7m0 , соот
ветствующие при а= О случаю метрики Шварцшильда (см. (3.6.26) и 
(3.6.29)), приходим к обобщению закона сохранения момента количества 
движения: 

( 
2 а2 

) dip _ ± Ear9 r + т- - r7mo 2 . 
1 - r9 /r dт с r(1 - r9 /r) 

(3.6.39) 

При этом знак у второго члена справа зависит от соотношения направ

лений вращения источника и пробного тела. Знак плюс соответствует 

случаю, когда направления а и r7 совпадают. 

5. В главе 2 был рассмотрен ряд эффектов в метрике Керра, в част
ности, эффект Мицкевича - дрейф точки встречи двух пробных тел, 

вращающихся навстречу друг другу по круговым орбитам в экватори

альной плоскости вокруг источника. Были вычислены (координатные) 
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периоды обращения двух тел (см. (2.2.34)). На основе приведенных вы
ше формул можно рассчитать периоды обращения тел в хронометриче

ской и кинеметрической (полученных из координатных систем Бойера

Линдквиста) системах отсчета. Так, в хронометрu'Ческой системе от

с'Чеmа имеем выражения для периодов: 

27Гr ( fig) Т±= (r-r9)±a - , 
cJ(r9/2)(r - r9) 2r 

(3.6.40) 

где плюс соответствует частице, движущейся в направлении вращения 

источника, а минус - частице, вращающейся в противоположном на

правлении. Отсюда следует другое, по сравнению с (2.2.36), значение 
угла смещения точки встречи: 

~ а?Т vr;f2i 
и<р = -

r (1 - r9/r) 
(3.6.41) 

В кинеметри'Ческой системе оmс'Чета имеем значения для периодов 

вращения: 

27Г Jr2 + а2 - r9r ( (Т;") 
Т± = -Z J(r9/2)[r + (а2 jr2)(r + r

9
)] r ±ау -1;, · (3.6.42) 

Легко видеть, что угол смещения точки встречи двух тел в кинеметриче

ской системе отсчета совпадает с координатным значением, найденным 

в (2.2.36). 

3.6.4. Монздный метод в метрике Геделя и ее обобщениях 

1. В дополнение к трем рассмотренным выше точным решениям 
уравнений Эйнштейна выпишем еще одно решение - метрику Геделя, 

описывающую однородную анизотропную космологическую модель: 

(3.6.43) 

Эта метрика является решением уравнений Эйнштейна с правой частью 

при наличии космологического члена 

(3.6.44) 

где в тензоре энергии-импульса материи р =О, р =F О. Наличие космоло
гического члена принципиально важно: без него данное решение теряет 

смысл. 

5 -2979 
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Важным свойством этой метрики является тот факт, что через каж

дую точку пространства-времени проходит, по крайней мере, одна вре

мени-подобная замкнутая мировая линия. 

Данная метрика записана в системе отсчета, сопутствующей мате

рии, когда иµ = {1, О, О, О}. Легко подсчитать значения физико-геомет
рических тензоров в хронометрической по отношению к используемым 

координатам в (3.6.43) системе отсчета: 

Л Ах 
'"-'12 = 2е ; W13 = w23 =О, (3.6.45) 

т. е. отсутствуют деформации и ускорение, однако в каждой точке от

лична от нуля угловая скорость вращения системы отсчета вокруг оси, 

параллельной х2 = у. Модуль угловой скорости вращения находится в 
виде 

л2 
w2 = 47rGp = 2 . (3.6.46) 

Эта метрика демонстрирует качественно новый вид вращения, отличный 

от твердотельного случая, обычно рассматриваемого в классической ме

ханике. 

Метрикой (3.6.43) описывается также случай, когда давление отлич
но от нуля и связано с плотностью соотношением р = р. 

2. Простейшее обобщение метрики Геделя имеет вид [89] 

ds2 = (dx 0
)
2 - dx2 - ke2Axdy2 - dz2 - 2eAxdydx0

, (3.6.47) 

где коэффициент k, названный пара.метром причинности, лежит в пре
делах -1 < k < оо. (Для метрики Геделя k = -1/2.) Данное название 
параметра обусловлено тем, что при k = О радиус замкнутых времени
подобных мировых линий обращается в нуль. В этом и других более 

общих случаях найден вид тензора энергии-импульса внешней материи. 

3. Метрика Кречета [89] имеет вид 

ds2 = (dx0
)
2 

- a2(x0 )(dx2 + ke2Axdy2 + dz2 ) - 2eAxa(x0 )dydx0
, (3.6.48) 

где а(х0) - некоторая функция времени-подобной координаты. Она 
представляет собой еще более существенное обобщение метрик Геделя 

(3.6.43) и (3.6.47), характеризуемое тем, что в ней отличны от нуля все 
физико-геометрические тензоры в хронометрической системе отсчета: 

ai = (0, -аеАх, 0) ; л w- . - 2Jk+l' 
(3.6.49) 
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о 

аа(1 + k)e2Ax 
о 

~ ) -+ d =за_ 
. а 

аа 

Характерно, что в этих моделях тензор сдвига (Jik = О. 
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(3.6.50) 

4. Наконец, обобщенная метрика Кречета зависит от двух функций 
от х0 : 

ds2 = (dx 0
)
2 - a2(x 0 )(dx2 + ke2Axdy2 + dz2 ) - 2елхь(х0)dуdх0 , (3.6.51) 

где новая функция Ь(х0 ) i= а(х0 ). Показано, что далеко не всякий вид 

материи приводит к метрике такого вида. 

В этой метрике векторы ускорения и угловой скорости вращения вы

ражаются формулами (3.6.49) с заменой функции а(х0 ) на Ь(х0 ), а ска

ляры представляются в виде: 

d = 20, + kaa + ьЬ. 
а ka2 + Ь2 , 

ь (ьа - аЬ) 
(}=- • 

J2 шJka2 + Ь2 , 

ьл 
(3.6.52) w = ---;===::;; 

2a)ka2 + Ь2 

3.7. Некоторые выводы и замечания 

1. Для того чтобы ОТО соответствовала названию, данному Эйн
штейном, ее необходимо дополнитъ математи'Ческим аппаратом описа

ния систем отс'Чета. Сами системы отсчета представляют собой допол

нительную к метрике структуру (вектор 4-скорости тµ и производные от 

него величины), характеризующую движение наблюдателя. Проектиро

вание геометрических и физических величин на 4-скорость наблюдате

ля и ортогональные ей пространственные направления позволяют най

ти физически интерпретируемые скалярные величины, не зависящие от 

выбора координатной системы. 

2. Координатные системы и системы отсчета являются принципиаль
но различными понятиями, в общем случае никак '1-te связаннъtми друг с 
другом. Однако методы хронометрических и кинеметрических инвари

антов убеждают в плодотворности использования специальных классов 

координатных систем, привязанных к конгруэнции линий системы от

счета. В этих случаях связь между двумя понятиями имеет специально 

оговоренный -условный - характер. 

3. В работе [29) были проанализированы переходъ~ .между пара.ми 
систем отс'Чета, заданными хронометрическим или кинеметрическим 

образом. Там же приведены формулы, соответствующие известным в 

специальной теории относительности преобразованиям Лоренца. 
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4. Методом хронометрических инвариантов описываются произвол'Ь
пые системъ~ отс"tета, в которых могут быть отличными от нуля все три 

физико-геометрических тензора. Выделим частные виды систем отсче

та, в которых равен нулю один или два физико-геометрических тензора. 

1) В пормал'Ьн'Ьtх системах отсчета, описываемых методом кине
метрических инвариантов, равен нулю тензор угловой скорости враще

ния ((J)µv =О). Такие системы отсчета можно определить в любой мет

рике. 

2) Геодезические системы отсчета задаются геодезической конгру
энцией времени-подобных мировых линий. В них аµ= О. Заметим, что не 

во всяком пространстве-времени возможно задание геодезической систе

мы отсчета в конечной 4-мерной области, однако такую систему отсче

та всегда можно определить в окрестности 3-мерной пространственно

подобной гиперповерхности. За ее пределами в общем случае геодезиче

ские линии могут пересекаться. 

3) Синхронными системами отсчета называются нормальные гео
дезические системы отсчета. Они характеризуются условиями: Wµv =О; 

аµ = О. Для них справедливо сделанное выше замечание о возможности 

задания геодезических систем отсчета. 

4) В киллингов'Ых системах отсчета, определенных ниже (в разделе 
4.3), равен нулю тензор скоростей деформаций (dµv =О). 

5. В нашу задачу не входило подробное рассмотрение применения 
монадного метода для описания и интерпретации многочисленных ре

алистических или мыслимых эффектов ОТО. (Ряд таких вычислений 

можно найти в работах, упомянутых в [29].) В частности там приведе
ны вычисления эффекта М. Ф. Широкова: сравнения периодов ортого

нальных колебания пробных тел в спутниках без сноса как в метрике 

Шварцшильда, так и в метрике Керра, а также эффектов колебания 

маятников в метрике Керра, вычисления эффекта Мицкевича и эффек

та Шиффа по изменению ориентации оси вращения гироскопа, враща

ющегося вокруг источника метрики Керра. Подробному рассмотрению 

вопросов применения методов описания систем отсчета можно было бы 

посвятить отдельную книгу. 

6. Особый интерес представляют системы отсчета, связанные с кон
кретными физическими обстоятельствами, в частности, ассоциирован

ные с материей в правой части уравнений Эйнштейна. Таковыми, на

пример, являются сопутствующие материи системы отсчета, используе

мые при рассмотрении однородных изотропных космологических моде

лей (решений Фридмана). 



Часть 11 

Четырехмерная картина мира .... 

Общепринятая картина физического мира опирается на представ

ления о фоновом 4-мерном искривленном пространстве-времени, в ко

торое, согласно ОТО Эйнштейна, погружены материальные объекты, 

искривляющие пространство-время. К этому нужно добавить, что на 

фоне пространства-времени определены также бозонные физические по

ля, переносящие все виды физических взаимодействий, кроме геометри

ческого гравитационного. Таким образом, построенная на основе 4-мер

ной ОТО картина мира определяется тремя категориями: искривленным 

пространством-временем, частицами (материальными объектами) ибо

зонными физическими полями. 

Данная часть посвящена описанию свойств трех названных катего

рий. В главе 4 рассмотрены наиболее важные свойства категории ис
кривленного пространства-времени (римановой геометрии), не требую

щие его расщепления на сечения меньших размерностей. В главе 5 оха
рактеризованы способы описания электромагнитного поля в искривлен

ном 4-мерном пространстве-времени и приведены соответствующие им 

переформулировки ОТО. В отдельную главу 6 выделены вопросы рас
щепления пространства-времени, т. е. выделения отдельных размерно

стей. Этот материал обобщает и конкретизирует монадный метод за

дания систем отсчета, изложенный в главе 3. В последней, 7-й главе 
этой части рассмотрено описание фермионных полей (частиц) в рамках 
4-мерного искривленного пространства-времени ОТО. 

В дальнейшем будет показано, что представленная в этой части 

4-мерная картина мира является лишь усеченным (приближенным) на

броском более совершенного геометрического миропонимания, которое 

можно построить, развивая и обобщая геометрические идеи ОТО. 

Изложенный здесь материал будет существенно использован как при 

ностроении более полного геометрического миропонимания, так и при 

обсуждении так называемых парадигмальных проблем ОТО. 



------···--···-----·----- rnaвa 4--···--· -----

Искривленное (риманово) 
пространство-время 

" 

Рассмотрение в рамках ОТО категории искривленного пространства

времени отдельно от категории помещаемой в него материи в виде ча

стиц (тел) и полей переносчиков физических взаимодействий характер

но для редукционистского подхода к реальности, в рамках которого ча

стям единого целого придается самостоятельный статус. 

В этой главе более подробно рассмотрены основные понятия и зако

номерности римановой геометрии, составляющей математическое осно

вание ОТО 1 , и, прежде всего, ключевое понятие римановой геометрии -
мероопределение. Далее предлагается взглянуть на риманову геометрию 

с позиций более общих дифференциальных геометрий Схоутена, некото

рые из которых развивались с целью геометризации электромагнитного 

поля в рамках четырех измерений. Для этого использовано важное по

нятие параллельного переноса. 

В данной главе четыре координаты пространства-времени рассмат

риваются симметричным образом, а материал излагается примерно в 

том же плане, что и в главе 1: обсуждаются метрический тензор, коэф
фициенты связности, обобщающие символы Кристоффеля, операторы 

дифференцирования, тензор кривизны. 

При наличии векторных полей в римановой геометрии возникают 

новые операторы дифференцирования - производные Ли, через кото

рые более корректно определяются симметрии римановых пространств, 

в частности сферическая или аксиальная симметрии, соответствующие 

метрикам Шварцшильда, Керра и другим точным решениям уравнений 

Эйнштейна. 

Большое значение для понимания возможностей римановой геомет

рии имеет алгебраический анализ матрицы из компонент тензора Рима

на-К ристоффеля, произведенный А. 3. Петровым. В этой главе изло-

1 Более подробное рассмотрение ряда вопросов, затронутых в этой главе, можно 
найти в монографиях: (107, 129, 134, 190). 
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жены основные положения алгебраической классификации пространств 

Эйнштейна, которые сыграли важную роль в процессе поиска точных 

решений уравнений Эйнштейна. 

Здесь же охарактеризованы некоторые виды соответствий между ис

кривленными пространственно-временными многообразиями, а именно, 

конформные и геодезические соответствия. 

4.1. Метрика пространства-времени и ее обобщения 

Ключевым понятием классической геометрии является числовая 

функция ds - метрика, задаваемая для двух близких точек x(l) и х(2) = 
x(l) + dx (между двумя физическими событиями) в пространстве-време
ни. 

4.1.1. Концептуальные вопросы введения метрики 

В дополнение к материалу раздела 1.2 более подробно остановимся 
на концептуальных вопросах, связанных с понятием метрики. 

1. Прежде всего, следует напомнить, что уже в мемуаре Б. Рима
на «0 гипотезах, лежащих в основаниях геометрии» ставился вопрос 
о «внутренней причине возникновения метрических отношений в про

странстве». По этому поводу Риман писал, «что в случае дискретного 

многообразия принцип метрических отношений содержится уже в самом 

понятии этого многообразия, тогда как в случае непрерывного многооб

разия его следует искать где-то в другом месте. Отсюда следует, что 

или то реальное, что создает идею пространства, образует дискретное 

многообразие, или же нужно пытаться объяснить возникновение метри

ческих отношений чем-то внешним - силами связи, действующими на 

это реальное» [136, с. 32]. Завершается это обсуждение словами: «Здесь 
мы стоим на пороге области, принадлежащей другой науке - физике, и 

llереступить его не дает нам повода сегодняшний день». 

На этот момент мемуара Римана обратил внимание А. Эйнштейн, 

писавший: «Риман пришел к смелой мысли, что геометрические отноше

ния тел могут быть обусловлены физическими причинами, т. е. силами. 

Таким образом, путем чисто математических рассуждений он пришел к 

мысли о неотделимости геометрии от физики» [194, с. 181]. Это еще с 
одной стороны оправдывает название этой книги «Геометрофизика». 

В настоящий момент можно более определенно сказать о причине 

uозникновения метрических отношений. В классической теории (геомет
рии и физике) понятие метрики в конце концов обусловлено счетом осу-
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ществившихся событий, тогда как аналог метрики в микромире действи

тельно связан с физическими взаимодействиями. 

2. Другой принципиально важный вопрос, также обсуждавшийся в 
мемуаре Римана, связан с обоснованием квадратичного характера мет

рики. Поясним это, введя для двух близких точек, отличающихся ма

лыми значениями координат х(2) - х(1 ) = dxµ, скалярную двухточечную 
функцию I(x, х + dx), часто называ.емую мировой функцией. Разложим 
эту функцию в бесконечный ряд по разностям координат: 

I(x, х + dx) = I(x,x) + Aµ(x)dxµ + 9µv(x)dxµdxv + 
+Bµvcт(x)dxµdxvdxcт + ... , (4.1.1) 

где зависящие от координат коэффициенты разложения определяют 

метрику. В геометрии на мировую функцию накладывается ряд тре

бований. Первое из них состоит в том, что функция обращается в нуль, 

если ее аргументы совпадают: 

I(хщ,х(2) = хщ) =О. (4.1.2) 

Это требование исключает нулевой член разложения в (4.1.1). 
Другое важное требование состоит в симметрии аргументов мировой 

функции: 
(4.1.3) 

Это требование исключает все нечетные слагаемые в (4.1.1) и приводит 
к тому, что разложение следует брать в виде 

(4.1.4) 

В римановой геометрии теория строится лишь на первом слагаемом из 

этого разложения, т. е. постулируется 

(4.1.5) 

т. е. элемент длины между двумя близкими точками задается корнем 

квадратным из квадратичной формы 

(4.1.6) 

3. Как уже отмечалось в разделе 1.2, для определения скалярной 
метрической функции (интервала) между двумя точками существен
на лишь симметричная часть метрического тензора, тем не менее Эйн

штейн в последние годы жизни анализировал физические возможно

сти геометрической теории с несимметричным метрическим тензором 

9µv = 9(µv) + 9<µv>. Назовем несколько особенностей такой теории. 
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1) Симметричная и антисимметричная части метрического тензора 
преобразуются независимо друг от друга. Это послужило основанием 

для попыток связать симметричную и антисимметричную части с раз

личными физическими понятиями: симметричную часть - с метриче

ским тензором ОТО, а симметричную часть с тензором электромагнит

ного поля Fµv· 
2) В такой теории ко- и контравариантные тензоры однозначно не 

связаны друг с другом, так как в общем случае теперь Aµgµv =/=- Aµgvµ. 

При поднятии и опускании индексов необходимо специально оговари

вать, каким образом это делается. 

3) В общем случае коэффициенты связности (обобщенные символы 
Кристоффеля), вводимые через компоненты метрического тензора, уже 
не будут симметричными по паре индексов, что соответствует переходу 

к пространствам с кручением (см. раздел 4.2). 
4. Имеется серия работ по исследованию так называемых би.метри

'tеских теорий гравитации, в которых используется не одна метрика, а 

;~ве, т. е. два метрических тензора 9µv и Oµv· Наиболее известна биметри
ческая теория Н. Розена, где вторая метрика вводится постулативно. От

Jiичительная особенность подобных теорий заключается в том, что раз

ность символов Кристоффеля, образованных из соответствующих мет

рик, является тензорной величиной, которую предлагается использовать 

для описания «силовой гравитации». Чаще всего в качестве второй мет

рики выбирается метрика пространства-времени Минковского. 

Серьезные возражения против таких теорий связаны с неясностью 

физического смысла и с проблемой наблюдаемости второй метрики. 

5. Неоднократно поднимался вопрос о возможности обоснования сиг
натуры ( + - - -) и размерности п = 4 классического пространства
времени, однако в рамках общей теории относительности эти вопросы 

вряд ли возможно решить. Продвинуться в их решении удается лишь в 

рамках геометрий большей размерности, что будет рассмотрено в тре

л,ей и четвертой частях книги. 

6. Наконец, упомянем еще об одной важной проблеме, которая подни
малась уже в мемуаре Римана, - о виде метрических отношений в мик

ромире. Риман писал, что «вопрос о метрических отношениях простран

ства в неизмеримо малом не принадлежит к числу праздных ( ... ) Эм
ннрические понятия, на которых основывается установление простран

t'Твенных метрических отношений, - понятия твердого тела и светового 

луча, - по-видимому, теряют всякую определенность в бесконечно ма

пом. Поэтому вполне мыслимо, что метрические отношения простран

ства в бесконечно малом не отвечают геометрическим допущениям; мы 

;11~йствительно должны были бы принять это положение, если бы с его 
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помощью более просто были объяснены наблюдаемые явлению> [136, с. 

32]. Этот вопрос более подробно рассмотрен в третьей и четвертой ча
стях данной книги. 

4.1.2. Геометрия Финслера 

1. В римановой геометрии с мероопределением (1.2.1), как и в называв- 1 

шейся в мемуаре Римана возможностью построения геометрий с элементом 

длины в виде корня четвертой степени из формы четвертого порядка, метри

ка зависела лишь от координат, однако можно построить более общие виды 

геометрий, где метрика F(xo:, yf3) (скалярная метрическая функция, заменяю
щая мировую функцию I(xo:)) зависит также от некого векторного аргумента 
yf3, в качестве которого чаще всего рассматривают скорость частицы uf3 или 
производную yf3 = dxf3 / dт от координат по некому параметру т вдоль траекто
рии частицы. Такая геометрия названа геометриеil Фипслера 1 , положившего 
начало ее иследований в своей диссертации 1918 года. 

Легко понять, что аргумент yf3 приводит к анизотропии (зависимости от 
направления) в мероопределении в каждой точке многообразия. 

2. В качестве физически важного примера, приводящего к финслеровой 
геометрии, назовем случай движения электрически заряженной частицы с за

рядом q и массой т в электромагнитном поле, описываемом векторным по
тенциалом А,в(х). Как известно, лагранжиан такой частицы представляется в 

виде 

(4.1.7) 

3. Из обширного множества возможностей мероопределения в финслеро
вых геометриях выделяется случай, когда функция F(x, у) является одпород
поil фупкv,иеu nepвoil степепи по векторам yf3, т. е. когда 

(4.1.8) 

при любом k > О. Легко видеть, что в приведенном примере выполняется это 
условие. 

4. В геометрии Финслера определяются компоненты ковариантного 

фипслерова метри'Ческого тепзора по формуле 

1 а2 р2(х,у) 
f µv(x,y) = 2 дуµду" . (4.1.9) 

Поскольку дифференцирование по векторам является векторной операцией, 

то нетрудно убедиться, что так определенная величина является тензором при 

допустимых координатных преобразованиях. 

1 В развитие геометрии Финслера внесли значительный вклад Д. Синг, Д. Тейлор, 
Л. Бервальд. Особенно существенными были работы Э. Картана. В нашей стране эта 

геометрия развивалась В. В. Вагнером, Б. Л. Лаптевым, П. К. Рашевским, А, Е. Ле

вашевым, Г. С. Асановым и рядом других авторов. Довольно полную библиографию 

по этому вопросу можно найти в [4] и [144]. 
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Из теорем Эйлера об однородных функциях следует 

(4.1.10) 

Очевидно, финслерово пространство является римановым, если выполняется 

условие 

дfµv =О. 
дуа 

(4.1.11) 

5. Контравариантному вектору yfi можно соотнести ковариантный вектор, 
который, согласно (4.1.10), можно представить в виде 

fJ ( дF(х, у) 
Уа = fafJY = F Х, у) д . 

уа 
(4.1.12) 

Выражая обратно yfi через Уа и подставляя в F(x, у), получаем функцию 

(4.1.13) 

которая позволяет построить контравариантные компоненты финслерова мет

рического тензора 

(4.1.14) 

6. В финслеровой геометрии вводятся уравнения геодезических линий, свои 
коэффициенты связности, также зависящие от вектора уfЗ, компоненты тензо
ра кривизны и другие величины и соотношения, которые при отсутствии за

висимости финслеровой метрики от вектора yfi превращаются в соответству
ющие выражения римановой геометрии. Исследования математического аппа

рата финслеровой геометрии и ее возможных физических приложений продол

жаются в работах ряда авторов (см., например, [4, 5, 144]). 
7. Отметим, что в настоящее время нет веских экспериментальных основа

ний для перехода к финслеровым геометриям, однако ожидается, что исследо

вание такой возможности может оказаться полезным в будущем для описания 

анизотропии мероопределения в окрестности некоторых точек. 

4.2. Параллельный перенос и геометрии Схоутена 

Перейдем к рассмотрению вопросов, связанных с сопоставлениями 

свойств пространственно-временного многообразия в близких точках, 

•1то основывается на процедуре параллельного переноса смещений или 

тензорных величин. Эта процедура позволяет под новым углом зрения 

взглянуть на понятие ковариантного дифференцирования. 
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4.2.1. Геометрии Схоутена 

1. В самом общем случае параллельный перенос малого смещения 
АВ с компонентами дхµ из точки А в близкую точку С (вдоль малого 

смещения АС с компонентами dxµ) приводит к новому смещению CD с 
компонентами (см. рис. 4.1) 

(4.2.1) 

где К~rз - коэффициенты связности, зависящие от координат. 

D(xµ + dxµ + &iP) 

Рис. 4.1. Параллельный перенос одного малого смещения вдоль другого 

2. Определим длину результирующего смещения CD 

(4.2.2) 

Используя определение (4.2.1) и разлагая gµv(C) в ряд Тейлора (с точ
ностью до первого порядка малости включительно), имеем 

(ds2
)(CD) = (gµv(A)+ С:::: dxa) (дхµ-К~rзdх°'дхrз) (дхv-ККРdхлдхР)-::::. 

"'(d 2) + (дgµv КЛ КЛ ) d а~µ~ J.J_ - s (АВ) fJxa - aµgлv - avgлµ Х их их = 

= (ds2
)(AB) + gµvladxa дхµдхv, (4.2.3) 

где gµvla обозначает ковариантную производную метрического тензора 
относительно обобщенных коэффициентов связности К~fЗ' заменяющих 
в (4.2.3) символы Кристоффеля. Таким образом, обобще1-1:на.я ковари

шнтна.я производна.я от .метри'Ческого тензора определ.яет изменение 
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дли'l-lы с.меще'Ни.я при параллелъ'l-lо.м nepe'l-loce: 

(4.2.4) 

3. Рассмотрим частный случай параллельного переноса (4.2.3), при 
котором сохраняется длина переносимого смещения, т. е. при выполне-

нии условия 

дgµv 
9µvJи = дхи - Kaµ,v - Kav,µ = О. (4.2.5) 

Добавляя к этому соотношению еще два с соответствующим образом 

переставленными индексами и знаками, приходим к выражению, связы

вающему коэффициенты связности Kµv,a и символы Кристоффеля: 

1 
Гµv,и = 2 [(Kvµ,a + Kµv,a) + (Kva,µ - Kav,µ) + (Kµa,v - Kaµ,v)]. (4.2.6) 

Из (4.2.6) следует, что обобщенные коэффициенты связности совпада
ют с символами Кристоффеля, если они симметричны по нижней паре 

индексов. 

4. Обсудим геометрический смысл антисимметричной части обоб
щенных коэффициентов связности. Для этого, внеся соответствующие 

изменения в (4.2.1), параллельно перенесем малое смещение АС вдоль 
малого смещения АВ согласно формуле 

(4.2.7) 

I3 итоге получим новое смещение BD', где точка D' имеет координаты 

(4.2.8) 

1·,n,e хµ-координаты точки А (см. рис. 4.2). Учитывая, что координаты 
точки D, полученной в результате первого переноса, имеют значения: 

(4.2.9) 

находим компоненты малого смещения 

(4.2.10) 

1ле, согласно строгой теореме частного, величина 

(4.2.11) 

нвляется тензором. Она называется те'!-lзоро.м кру'Че'l-lи.я. Как показано 

11а рисунке 4.2, me'l-tзop кру'Че'l-lи.я ответствене'!-l за '1-tаруше'!-lие правила 
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Рис. 4.2. Геометрический смысл тензора кручения 

параллелограмма (во втором приближении по малым компонентам сме

щений). 

5. В конце 20-х годов ХХ века Я. А. Схоутен [153] проанализиро
вал дифференциальные геометрии, удовлетворяющие ряду естествен

ных условий, и показал, что в самом общем случае такие геометрии 

характеризуются тремя и только тремя тензорами - «схоутенами»: 

1) ковариантной производной от метрического тензора из (4.2.3), на
зываемой тензором неметри'Чности или сегментарной кривизной, 

2) тензором кручения s~/3' определенным в (4.2.11), 
3) разностью обобщенных коэффициентов связности для переноса 1 

ко- и контравариантных величин 

W µ -кµ kµ 
а/3 - а/3 - а/3' (4.2.12) 

где k~13 - коэффициенты связности параллельного переноса ковариант
ных величин. Дело в том, что в обобщенных дифференциальных геомет- 1 

1 
риях ко- и контравариантные величины могут переноситься с помощью Jj 

различных коэффициентов связности. 

Каждый из трех схоутенов может быть либо нулевым, либо вырож

денным, т. е. представимым в виде произведения тензора на вектор, либо 

произвольным, - в итоге приходим к выводу, что может быть 33 = 27 ти
пов дифференциальных геометрий. В ОТО используется самый простой 

тип - римановой геометрии, - где все три схоутена принимают нулевые 

значения. 
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4.2.2. Физические теории в обобщенных геометриях 

Названные выше обобщения римановой геометрии неоднократно 

анализировались в ХХ веке. Основными побудительными мотивами для 

этого были следующие. 

1) Как Эйнштейну, так и другим исследователям было ясно, что 
ОТО не полна в том смысле, что в ее рамках удалось геометризовать 

лишь гравитационное взаимодействие. Остро ощущалась необходимость 

геометризации, по крайней мере, еще одного взаимодействия, медлен

но убывающего с расстоянием, -электромагнитного. В работах такого 

рода главное внимание уделялось введению геометрического векторного 

поля, которое можно было бы отождествить с электромагнитным век

торным потенциалом. 

2) Независимо от задачи геометризации электромагнетизма, успех в 
геометризации гравитации побудил многих исследований к поиску фи

зических проявлений более общих дифференциальных геометрий. 

3) В течение всего ХХ века предпринимались настойчивые попытки 
совместить принципы ОТО и квантовой теории. Поскольку в рамках 

стандартной формулировки ОТО эту проблему решить не удавалось, 

исследовались возможности совмещения принципов геометрии и физики 

в обобщенных теориях гравитации. 

Назовем наиболее интересные варианты физических теорий, разви

вавшиеся на базе обобщенных геометрий. 

1. Геометрии с сегментарной кривизной 
1.1. Теория Вейля. Пытаясь геометризовать электромагнетизм, 

Вейль [21] использовал частный, так называемый въtрожденнъtй случай 
геометрии с неметричностью, когда обобщенная ковариантная производ

ная от метрического тензора представляется в виде произведения двух 

тензоров 

( 4.2.13) 

где вектор Аµ через размерный коэффициент отождествлялся с вектор

ным потенциалом электромагнитного поля. Тогда, переобозначая вели

чины бх°' = бl°', из (4.2.4) имеем 

б(l2 ) = 2lбl = 2l2 Aadxa бl А а 
---+ l = adx , (4.2.14) 

т. е. в теории Вейл.я электромагнитное поле трактуете.я 'Через отно

сителъное изменение длины любого переносимого вектора. 

Гипотеза Вейля приводила к необходимости определения в каждой 

точке пространства-времени своего масштаба длин, а вместе с ним вве-
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дения группы масштабных (калибровочных) преобразований 

dl' = xdl, (4.2.15) 

при которых происходят изменения величин: 

ds'=x2ds 2
; g~11 =x29µ11 ; A~dxa=б(Inl')=б(Inxl)=Aadxa+ д~::)dха. 

( 4.2.16) 
Обозначая lnx = f(x), приходим к калибровочному преобразованию 

А' -А дf(х) 
а - а+ дха . (4.2.17) 

Легко видеть, что в теории Вейля коэффициенты связности представ-

ляются в виде 

(4.2.18) 

1.2. Теория Эддингтона. Вскоре А. С. Эддингтоном [190) было пока
зано, что в целях геометризации электромагнетизма можно использо

вать общий случай геометрии с сегментарной кривизной, когда коэффи

циенты связности представляются в виде 

(4.2.19) 

Подставляя эти коэффициенты связности вместо символов Кристоффе

ля в определение тензора кривизны (1.4.2), легко убедиться, что из него 
в общем случае можно получить два тензора второго ранга: 

(4.2.20) 

где геометрический тензор Fµ 11 , отсутствовавший в римановой геомет

рии, имеет вид 

F. _ дК~µ дК~µ _ дА13 дАа 
а/] - дха - дхfЗ = дха - дхfЗ ' (4.2.21) 

где введена величина, по замыслу автора соответствующая электромаг

нитному векторному потенциалу, 

А -кµ -гµ -Qµ 
а - аµ - аµ аµ· ( 4.2.22) 

Легко видеть, что так определенная величина Аа не является вектором, 

тогда как величина (4.2.21) является антисимметричным тензором вто
рого ранга. 
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Отметим, что названные варианты «единых геометрических теорий 

гравитации и электромагнетизма» не выдержали испытания временем 1 

по нескольким причинам. Среди них назывались трудности с определе

нием тензора энергии-импульса электромагнитного поля, затруднения с 

введением силы Лоренца в уравнениях движения заряженных частиц и 

другие. Однако основная трудность состояла в том, что в реальном ми

ре частицы обладают разными электрическими зарядами, тогда как в 

получающейся теории квазиэлектромагнитные геометрические величи

ны имели универсальный характер. Не ясно было, каким образом вве

сти геометрическую характеристику, соответствующую электрическому 

заряду. 

2. Геометрия с кручением, открытая Э. Картаном [78] в начале 20-х 
годов ХХ века, явилась вторым видом (после геометрии Вейля) нерима

новой геометрии. Частные случаи пространств с кручением исследова

лись не только с целью геометризации электромагнетизма, но и в поиске 

новых эффектов геометрического происхождения. В отсутствие сегмен

тарной кривизны обобщенная связность следующим образом записыва

ется через символы Кристоффеля и тензор кривизны: 

( 4.2.23) 

Выделим несколько направлений исследований физических теорий в 

пространствах с кручением. 

2.1. Развивалась так называемая теори.я Эй:нштеu'}-f,а-К apma'}-f,a, в 
которой наряду с уравнениями Эйнштейна для метрики записывались 

уравнения для кручения, источником которого предлагалось считать мо

мент количества движения материи. Для отдельных частиц это их спин. 

Если не использовать обобщенные теории с квадратичными лагранжи

анами, то такие уравнения имеют алгебраический характер. Исследо

вания этой теории на предмет обоснования новых торсионных явлений 

продолжаются до настоящего времени. 

2.2. В ряде работ физиков-гравитационистов, в том числе и Эйн
штейна, исследовались геометрии с абсолютным параллелизмом. Они 

примечательны тем, что в них тензор кривизны Римана-Кристоффеля 

с замененными символами К ристоффеля на обобщенные коэффициенты 

связности ( 4.2.23) полагается равным нулю. При этом тензор кривизны, 

1 В течение более 10 лет Эйнштейн колебался, какой вариант обобщений своей тео
рии предпочесть: 4-мерную обобщенную (нериманову) геометрию с неметричностью 
или остаться в рамках римановой геометрии, но увеличить ее размерность до пяти, 

как предлагал Т. Калуца. 
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вычисленный через символы Кристоффеля, отличен от нуля, т. е. в них 

риманова кривизна компенсируется кручением. 

2.3. Отдельно следует выделить серию работ Фин:келъштей:на [165], 
в которой предлагалась единая геометрическая теория поля на основе 

пространств с кручением. В частности, в этой теории в качестве элек

тромагнитного векторного потенциала (с точностью до размерного ко

эффициента, пропорционального электрическому заряду) предлагалось 

рассматривать величину 

(4.2.24) 

В теории Финкельштейна важную роль играет наличие нескольких опе

раторов дифференцирования, отличающихся знаком тензора кручения 

в определении связности: 

а) '\7(+) ва = ава +ка ва. 
µ дхµ аµ ' ( 4.2.25) 

Ь) '\7(-) ва = ава +ка ва. 
µ дхµ µа ' (4.2.26) 

с) '\l(o) Ба = два + 1:. (Ка +ка )Ба. 
µ дхµ 2 µа аµ ' ( 4.2.27) 

d) '\7 ва = два га ва 
µ дхµ + µа (4.2.28) 

По замыслу Финкельштейна, различные знаки перед тензором кручения 

позволяют ввести в теорию частицы как нейтральные, так и с двумя 

противоположными электрическими зарядами. 

В теории Финкельштейна рассмотрен ряд частных случаев про

странств с кручением, отличающихся условиями, накладываемыми на 

тензор кривизны (с разными знаками тензора кручения в обобщенных 

связностях). 

Главным недостатком теории Финкельштейна явилось отсутствие 

удовлетворительного способа введения разных по модулю электриче

ских зарядов частиц. 

2.4. Как уже отмечалось, Эйнштейн в последние годы жизни ис
следовал геометрию с неси.м.метрu'Ч~-юй .метрикой, где антисимметрич

ную часть метрики предполагалось связать с тензором напряженности 

электромагнитного поля Fµv· Такую теорию можно понимать как спе

циальный случай геометрии с кручением, примыкающий к названным 

вариантам теории Финкельштейна. 

3. Двухсвязностная теория гравитации, основанная на введении не 
двух метрик, как в двуметрических теориях, а на задании двух коэффи-
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циентов связности, была предложена и развивалась в работах Н. И. Чер

никова [187]. В этом подходе основные возражения, как и в случае дву
метрических теорий гравитации, связаны с физическим обоснованием 

второй связности. 

Сделаем ряд замечаний по названным исследованиям. 

1) Здесь были названы далеко не все изучавшиеся варианты обобще
ний эйнштейновской теории гравитации (см. [25]). Например, обсужда
лись многочисленные комбинации из названных выше случаев, в част

ности теории с неметричностью и кручением, квадратичные теории с 

кручением, с неметричностью и т. д. 

2) Автору неизвестны достаточно развитые варианты физико-гео
метрических теорий, в которых бы использовался третий схоутеновский 

тензор (4.2.12). Видимо, это связано с ключевым характером метриче
ского тензора в теории. При его наличии нет нужды отдельно вводить 

разные коэффициенты связности для переноса (дифференцирования) 

ко- и контравариантных тензоров. 

3) Анализировавшиеся физиками дифференциальные геометрии 

имеют дело с тремя типами изменений тензорных величин при парал

лельном переносе: а) повороты (вращения) описываются римановой гео

метрией, б) деформации (изменения длин) описываются геометрией с 

сегментарной кривизной, в) своеобразные трансляции (сдвиги), прояв

ляющиеся при нарушении правила параллелограмма, описываются гео

метрией с кручением. 

4) Главным недостатком попыток геометризации электромагнетизма 
в рамках 4-мерных неримановых геометрий является отсутствие в них 

удовлетворительного способа введения электрических зарядов частиц. 

Как будет показано в третьей части, этот недостаток естественным об

разом преодолевается в многомерных геометрических моделях объеди

нения физических взаимодействий. 

5) Особо подчеркнем тот факт, что все названные обобщенные гео
метрические теории нельзя рассматривать как альтернативные теории 

гравитации, как иногда это делают, а они являются обобщениями именно 

эйнштейновской ОТО, которая содержится в них как некое универсал:ь

ное неизменное ядро. 

4.3. Производные Ли и симметрии 
римановых пространств 

При обсуждении решений уравнений Эйнштейна в главе 2 использо
вались полуинтуитивные представления о симметриях римановых про-
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странств. В дифференциальной геометрии разработаны более строгие 

и корректные определения понятия симметрии. Рассмотрим исходные 

положения теории симметрий. 

4.3.1. Производные Ли 

1. Введем новую операцию- диффере'Н:цирование Ли (см., например, 

[79]). Пусть в римановом многообразии задано векторное поле f,µ, тогда 
можно определить тензорный оператор J; Ю, называемый производной 
Ли вдоль векторного поля f,µ: 

(4.3.1) 

m n m 

где В~::: - произвольный тензор, V' СУ - оператор ковариантного диффе

ренцирования. Расписывая явно оператор V', легко привести производ
ную Ли к более простому виду 

(4.3.2) 

n m 

2. К производным Ли можно прийти, рассуждая следующим обра
зом. Пусть в окрестности точки с координатами x(J" определен произ
вольный тензор B~:::(x(J"). Произведем бесконечно малое смещение вдоль 

вектора f,(J" на величину dЛ: 

(4.3.3) 

и рассмотрим тензор с измененным аргументом 

(4.3.4) 

Понимая эту величину определенной в системе координат {х'}, преоб
разуем ее в первоначальную систему координат { х} 

где, согласно ( 4.3.3), 

дхv дх'°' 
'BV"· - -- ... -- ... В'µ··· 

/З··· - дх'µ дх/З а··· ' 

дхV J:V (;V d' 
дх'µ = иµ - '>,µ /\. 

( 4.3.5) 

(4.3.6) 
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Разность тензоров 
'в//··· - вv··· = J; вv···dл 

/3··· /3··· - ю /3··· (4.3.7) 

называется дифференциалом Ли от тензора В~::: относительно вектор

ного поля~µ· Учитывая (4.3.4) и (4.3.6), приходим к выражению (4.3.2) 
для производной Ли. 

3. Перечислим основные свойства производных Ли. 
1) Производная Ли от суммы величин одинакового сорта равна сумме 

производных Ли от слагаемых. 

2) Для производных Ли от произведения величин А и В справедливо 
правило Лейбница .tю(АВ) = (.tюА)В + А(.tюВ). 

3) Производная Ли от тензорной плотности произвольного веса w 

также является тензорной плотностью того же веса. 

4) Производная Ли от символов Кристоффеля определяется указан
ным выше способом и является тензорной величиной. 

4. В монадном методе, где задано времени-подобное поле вектора тµ, 
производные Ли играют чрезвычайно важную роль, - через них опреде

ляется монадный оператор временного дифференцирования. Чтобы это 

продемонстрировать, запишем производные Ли вдоль поля ~µ = тµ от 
составляющих метрического тензора 

J;(т)Тµ = ТаТµ,а + ТаТ,~ = та(тµ,а - Та,µ)= аµ; 

J;(т)hµv = Tahµv,a + havT,~ + hµaT,~ = 2dµv; 

J;(т)9µv = Tv;µ + Tµ;v = Tvaµ + Tµav - 2dµv· 

(4.3.8) 

Из определения (3.4.3) и записанных формул следует, что оператор мо
надной временной производной представллет собоu спроектированную 

на 3-мерное се-чение производную Ли вдолъ времени-подобного векто

ра т. 

4.3.2. Уравнения и векторы Киллинга 

1. Используя производные Ли, можно определить подвижность ри
манова многообразия. Говорят, что риманово многообразие допускает 

дви:жение {подви:жно) вдолъ векторного полл ~µ, если производная Ли 

от метрического тензора вдоль ~µ обращается в нуль: 

а дgµv ща д~а 
J;I09µv = ~ дха + 9av дхµ + 9µа дхv =О. ( 4.3.9) 

Исходя из смысла производной Ли ( 4.3. 7), можно сказать: подвижность 
многообразия означает, что измененная при смещении (4.3.3) метрика 
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g~v(x') должна быть точно такой же функцией аргумента х1 , что и пер
воначальная функция 9µv(x) ее начального аргументах, т. е. g~v(x') = 
9µv(x). Легко убедиться, что (4.3.9) можно записать иначе: 

J;(~)9µv = ~v;µ + ~µ;v =О. (4.3.10) 

Уравнения ( 4.3.10) называются ypaв'l-te'l-tu.я.мu Килли'l-tга, а вектор ~ст, удо
влетворяющий уравнению Киллинга, - вектором Килли'l-tга. 

Не всякое пространство допускает решение уравнений Киллинга, т. е. 

обладает векторами Киллинга, а следовательно, и симметриями. Одна

ко может случиться, что риманово многообразие допускает не один, а 

несколько векторов Киллинга. 

2. Выше было отмечено, что производные Ли играют важную роль 
в монадном методе описания систем отсчета. Особо выделим случай, 

когда можно определить систему отсчета вдоль времени-подобного век

тора Киллинга (если он существует). Такие системы отсчета назовем 

киллинговыми; в них 

(4.3.11) 

где <р - скалярная функция координат, характеризующая длину вектора 

Киллинга. 

Подставив это выражение в уравнение Киллинга ( 4.3.9) и спроекти
ровав его на направление монады и пространственно-подобные направ

ления, приходим к свойствам киллинговых систем отсчета: 

dµv =О; 

- {З 1 д<р . {З д<р -
av - hv "":f; дх/3, т дх/3 - О. 

(4.3.12) 

(4.3.13) 

Из (4.3.13) следует, что в таких системах отсчета вектор ускорения име
ет дивергентный вид, а тензор угловой скорости вращения, согласно 

(3.5.30), постоянен: 
д(ln 1.р) 

av = - ---+ дтwµv = О. 
дхV 

(4.3.14) 

3. Обсудим некоторые свойства векторов Киллинга. Прокоммутиру
ем вторые ковариантные производные от ~v: 

~v;a;/3 - ~v;/];a = R~а;з6. · (4.3.15) 

Прибавляя к этому соотношению еще два, отличающиеся циклической 

перестановкой индексов v, а, (3, учитывая тождества Риччи (1.4.6) и 
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(4.3.10), находим 
(4.3.16) 

Это означает, что, дифференцируя (4.3.16) и затем используя его опять, 
можно выразить ковариантные производные от ~v любого порядка через 

~v и ~v;a с коэффициентами, зависящими от выбранной точки. Отсюда 

следует, что любой вектор Киллинга ~~s) в произвольной точке х мож
но выразить через вектор Киллинга и его ковариантную производную 

в другой точке у. Действительно, разлагая ~~s)(x) в ряд Тейлора и ис
пользуя (4.3.16), можно записать 

~~s)(x) = A~(x,y)~ls)(y) + в;а(х,у)~i:~(у), (4.3.17) 

где А~(х,у), в;а(х,у)-функции, зависящие от метрики и точек х и у. 
Они не зависят от номера s вектора Киллинга. 

4. Если в римановом многообразии имеется несколько векторов Кил
линга, то их линейная комбинация с произвольными постоянными ко

эффициентами также является вектором Киллинга. Это следует из ли

нейности уравнений Киллинга (4.3.9). Набор векторов Киллинга ~~s) об
разует линейно-независимую систему в многообразии, если нельзя так 

подобрать постоянные коэффициенты C(s), чтобы в любой точке х вы-

полнялось соотношение 

I: C(s)~~s)(x) =О. 
(s) 

(4.3.18) 

Максимальное число возможных линейно-независимых векторов 

Киллинга (не в точке, а в многообразии) 

N-n(n+1) 
- 2 . (4.3.19) 

Для п = 4 максимальной симметрией обладает пространство-время 
Минковского. Десять векторов Киллинга соответствуют 10-параметри

ческой группе Пуанкаре. 

5. Укажем несколько возможных классов многообразий с характер
ными наборами векторов Киллинга. 

1) Сферическ:и симметри'Чн:ые .метрv:ки. Поскольку понятие сфери
ческой симметрии относится к пространственной части метрики, то в это 

понятие неявно заложен постулат о глобальном расщеплении 4-мерно

го пространственно-временного многообразия на направления времени 

и ортогональные им 3-мерные пространственно-подобные сечения. Это 

позволяет без ущерба для общности использовать монадный метод в 

кинеметрической калибровке (нормальные системы отсчета). Векторы 
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Киллинга ~(s), характеризующие свойства пространственных сечений, 
являются пространственно-подобными, т. е. имеем 

(4.3.20) 

Запишем уравнения Киллинга для пространственно-подобных век

торов Киллинга в монадном виде. Проектируя ( 4.3.10) на направления 
т и 3-мерного сечения, находим в кинеметрической калибровке 

hk;з(~(s) т~ - тµ~~),µ) = 0; 

Щ~ts) =О. 

(4.3.21) 

(4.3.22) 

(4.3.23) 

В данном случае, когда метрический тензор еще не найден, но ставит

ся вопрос о его нахождении, уравнения Киллинга следует рассматривать 

как уравнения на компоненты 3-мерной метрики, когда сами векторы 

Киллинга заданы из вида генераторов группы 0(3) 3-мерных вращений 
в (плоской) окрестности выделенного центра. Генераторы данной груп

пы хорошо известны, так что можно сразу же выписать компоненты 

векторов Киллинга в сферических координатах: 

~Cl) = {О; О; sin <р; ctgB cos <р }; 

~(2 ) = {О; О; - cos <р; ctg(} sin <р }; 

~Сз) ={О; О; О; -1}. (4.3.24) 

Подставляя эти векторы в уравнения (4.3.21) в диагональной 3-метрике, 
находим, что метрика пространственных сечений должна иметь вид 

dl 2 = h11(x0 ,r)dr2 + b2 (x 0 ,r)(dB2 + sin2 Bd<p2
), (4.3.25) 

соответствующий искомым видам метрик (2.1.4) или (2.3.1) при выводе 
решений Шварцшильда или Фридмана. 

2} Однородные пространства. Метрическое многообразие называют 
однородным, если оно обладает подвижностью, позволяющей преобра

зованием ( 4.3.3) перевести его произвольную точку х в любую другую 
точку окрестности х. Другими словами, в каждой точке многообразия 

метрика допускает существование векторов Киллинга, принимающих 

произвольные значения. Многообразие с таким свойством образует груп

пу Ли. 
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Очевидно, в каждой точке однородного n-мерного многообразия име

ется п линейно-неЗависимых векторов Киллинга ~(°') (здесь индекс а ну

мерует векторы Киллинга). Операторы дифференцирования Ли вдоль 

выбранных векторов, действующие на скаляры, обозначим: 

Х(а) = .Еща)) =~(а) д~v. (4.3.26) 

Говорят, что операторы (4.3.26) определяют базис группы, если их ком
мутаторы линейно выражаются через эти же операторы, т. е. 

( 4.3.27) 

где Cf Z1) - постоянные, называемые структур'Н:ыми константами 
группы. Соотношения ( 4.3.27) являются математической формулиров
кой однородности многообразия. Определяя для векторов Киллинга об

ратные им векторы согласно формулам: 

из ( 4.3.27) находим: 

(:V с(fЗ) - {J(fЗ). 
"'(a)<,,v - (0<)' 

(:V c(D<) _ V 

"(а)<,,µ - 9µ' 

(1) _ Л µ "'Л <,,µ ( дс(1) асЫ) 
С(0<{3) - ~(0<)~({3) дхµ - дхЛ . 

Структурные константы удовлетворяют соотношению 

сЫ с(µ) + сЫ с(µ) + сЫ с(µ) - о 
(0<{3) (v1) (va) ({31) (!Зv) (а/) - ' 

соответствующему групповому свойству ассоциативности. 

( 4.3.28) 

( 4.3.29) 

( 4.3.30) 

В однородных пространствах в качестве п линейно-независимых век

торов можно выбрать ~}/3) = де. 
3} Изотропные пространства. Метрическое многообразие называют 

изотропным в данной точке у (относительно у), если оно обладает по

движностью, оставляющей неподвижной эту точку (т. е. если ~,,,(у)= О), 

а первые производные ~v;°'(y) в этой точке принимают все возмож
ные значения. В изотропном многообразии n измерений можно выбрать 
п(п - 1)/2 векторов Киллинга такого рода ~Lа!З), где значки (а{З) нуме
руют эти векторы. Они удовлетворяют условиям: 

~LafЗ)(x,y) = -~}/3°')(х,у); ~LafЗ)(y,y) =О; 

с(аfЗ)(у у)= (_!_~(аfЗ)(х у)) = {J°'[JfЗ _ fJ°'[JfЗ 
<,,v;µ ' д µ v ' v µ µ v · 

Х х=у 
( 4.3.31) 

Другими словами, можно сказать, что такие векторы Киллинга опреде

ляют повороты многообразия вокруг осей, проходящих через точку у. 
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4) Однородн:ые изотропные метри"iеские многообразия являются 
максимально симметричными, так как они обладают n(n+l)/2 линейно
независимыми векторами Киллинга. Можно показать, что изотропное в 

каждой точке многообразие является однородным. 

4.3.3. Классификация однородных пространств 

Рассмотрим кратко некоторые модели Вселенной, обладающие однород

ными, но анизотропными пространственными сечениями. Напомним, что рас

смотренные выше модели Фридмана имели однородные изотропные сече

ния. Для этого прежде всего изложим классификацию 3-мерных однородных 

пространств (возможных однородных пространственных сечений в нормаль

ных системах отсчета). Выше уже было сформулировано условие однород

ности многообразий произвольной размерности. Здесь понадобятся формулы 

(4.3.27)-(4.3.30) для 3-мерных пространств (все греческие индексы в них долж
ны быть заменены латинскими). Соотнесем со структурными константами ве

личину с двумя индексами: 

ССЛ _ сСiЛ 
(sr) - E:(sri) ' ( 4.3.32) 

где Е:(sri)-символ Леви-Чивиты. Тогда (4.3.30) можно представить в виде 

(4.3.33) 

Представим C(ij) как сумму симметричной и антисимметричной частей: 

(4.3.34) 

где n(ij) = n(ji), a(ij) = -a(ji). 

Поскольку линейная комбинация векторов Киллинга также является век

тором Киллинга, в пространстве этих векторов можно определить линейные 

преобразования. При этом все величины с индексами в скобках будут изменять

ся по тензорному закону. С помощью таких преобразований симметричный 

тензор п (ij) приводится к диагональному виду. Пусть n 1 , n2, п3 - его главные 
значения. Пользуясь произволом в выборе постоянных множителей при опе

раторах (4.3.26), можно обратить отличные от нуля главные значения ni в ±1. 
Используя (4.3.34), соотношения (4.3.33) запишем в виде 

(4.3.35) 

Это означает, что отличными от нуля (в главных осях) могут быть лишь такие 
компоненты вектора a(i), которые соответствуют нулевым главным значениям 

ni. Если имеются два или три нулевых главных значения ni, то подходящие 
преобразования обращают в нуль соответственно одну или две из оставшихся 

компонент Щi)· Таким образом, не теряя общности, можно считать, что век

тор a(i), если он отличен от нуля, имеет лишь одну ненулевую компоненту. 
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Положим, что такой компонентой является a(i) = а. С учетом изложенного 
коммутаторы (4.3.27) выразим следующим образом: 

[Хщ Х(2)] = -аХ(2) + nзХ(з); 
(Х(з) Хщ] = n2X(2) + аХ(з); 
[Х(2) Х(з)] = n1Хщ. 

(4.3.36) 

Перебирая все указанные для ni и а значения, получаем однородные про
странства дев.яти типов Вианки. Выпишем соответствующие этим типам зна

чения ni и а в виде таблицы [94]: 

Тип I п vп VI IX VIII v IV VII III(a=l) 
VI (а# 1) 

а о о о о о о 1 1 а а 

n1 о 1 1 1 1 1 о о о о 
(4.3.37) 

n2 о о 1 -1 1 1 о о 1 1 

nз о о о о 1 -1 о 1 1 -1 

Заметим, что спроектированные на направления базисных векторов компонен

ты 3-мерного тензора Риччи алгебраически выражаются через структурные 

константы группы. Используя это и вид тензора Эйнштейна (3.5.24)-(3.5.26), 
можно записать уравнения Эйнштейна для метрик с пространственными сече-

1шями всех типов Бианки. 

Выпишем неколько 4-мерных метрик, имеющих пространственные сечения 

различных типов Бианки. 

Тип 1 характеризуется абелевой группой Ли. Этому типу отвечает про
странство-время Минковского. Кроме того, к этому случаю относится плоская 

анизотропная модеш, мира Казнера (вакуумное решение): 

(4.3.38) 

1де /31, /32, /Зз - константы, удовлетворяющие условиям: 

/31 + /32 + /Зз = 1; !ЗI + ;з~ + ;з~ = 1. (4.3.39) 

Если их разложить в порядке возрастания /31 < (32 < /Зз, то они лежат в 

интервалах: 

1 -- < /31 <о· 3 - - ' 
2 
З ::; /Зз ::; 1. (4.3.40) 

С увеличением х0 в хронометрической (кинеметрической) системе отсчета в 
11ространственных сечениях линейные расстояния вдоль осей х2 и х3 увеличи
ваются, а вдоль оси х1 уменьшаются. 
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ТШI IX. К этому типу относится модель с замкнутыми пространственными 
сечениями, обобщающая модель Казнера: 

ds2 = dхб - ехр(2о:) ( exp(2,811)dl(1) + exp(2,822)dl(2) + ехр(2,8зз)dl{з)) , ( 4.3.41) 

где о:, ,811 , ,822 , ,833 - функции координаты х0 , удовлетворяющие условию 

,811 + ,822 + ,8зз = О, ( 4.3.42) 

а dl(i} = l(i)µdxµ - три ортогональных смещения вдоль векторов с компонента-

ми: 

l(l)µ = {О; 
l(2)µ = {О; 

l(з)µ = {О; 

sinx3 ; - cosx3 sinx1
; О}; 

cosx3
; sinx3 sinx1; О}; 

о· cosx1
· 1} 

' ' 

( 4.3.43) 

(4.3.44) 

в системе координат, где О ~ х 1 ~ 7Г; О ~ х2 ~ 27Г; О ~ х3 ~ 47Г. Ввиду 
условия (4.3.42) независимы лишь две функции f3ii· Можно перейти к новым 

независимым величинам ,8+ и ,в_ так, что 

,811 = !3+ + ,;з,в_; (4.3.45) 

Величины: 

а= arccos ( ,8+ ) J ,в~+ ,в:_ (4.3.46) 

соответственно характеризуют суммарную анизотропию мира и отклонение 

мира от аксиальной симметрии. 

При ,811 = ,822 = ,8зз, т. е. при ,8+ =,в_ =О, пространственные сечения име
ют постоянную положительную кривизну. Таким образом, закрытая модель 

Фридмана является частным случаем моделей мира с однородными простран

ственными сечениями типа IX Бианки. Эволюция модели мира с метрикой 
(4.3.41) соответствует смене казнеровских эпох попеременно вдоль трех осей. 
При х0 -. О число осцилляций стремится к бесконечности. 

Пространства постоянной отрицательной кривизны являются частным слу

чаем пространтв типа V Бианки. 
Общие виды метрик 3-мерных пространств всех девяти типов Бианки мож

но найти в монографии [129, с. 156-157]. 

4.4. Геометрический смысл тензора кривизны 

К тензору кривизны можно прийти, рассматривая параллельный пе

ренос произвольного вектора (тензора) по замкнутому контуру. Парал

лельно перенося произвольный тензор Blg::: из произвольной точки А в 
точку D вдоль различных сторон параллелограмма (см. рис. 4.3), можно 
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с 

Рис. 4.3. Введение тензора кривизны посредством параллельного переноса век
тора (тензора) по замкнутому контуру 

убедиться в том, что тензор Римана-Кристоффеля определяет разность 

компонент тензоров, перенесенных из одной точки в другую (близкую) 

двумя разными путями: 

п 

,.-"-., 

ЛВ а./3··· (D) = _l:Ra. ВЛ/З···dsСТ"f - · · · +lRЛ Ba./3"·dscт"f + · · · (4 4 1) µv· .. 2 . АСТ"( µv·.. 2 . µст"( лv". , . . 
~ 

m 
п m 

где dscт"f = dхст бх'У - dx'Y бхст - площадь параллелограмма ABCD. Рав
носильно утверждение, что тензор кривизны определяет разность ком-

11онент тензоров: исходного и получившегося в результате переноса по 

замкнутому контуру. 

Данный геометрический смысл тензора кривизны положен в основу 

ряда его применений в геометрофизике. 

4.4.1. Картановские перемещения, ассоциированные с циклом, 
и уравнения Эйнштейна 

Интересный взгляд на ОТО предложил Э. Картан, разработавший 

теорию перемещений, ассоциированных с циклом. Он писал: «Вместо 

того, чтобы говорить, что риманово пространство обладает (евклидо

вой) связностью, можно сказать, что оно представляет собой неголо

номное евклидово пространство ... Этот способ рассматривать идею па
раллелизма наиболее глубоко идет вглубь вещей. Это значит ограничи

вать идею (римановой геометрии. -Ю. В.), если видеть в ней, как это 
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обычно делают, процесс сравнения векторов, исходящих из двух беско

нечно близких точек. Наоборот, здесь нужно видеть способ введения в 

риманово пространство всей гаммы перемещений евклидова простран

ства [77]. Картан предложил рассматривать в каждой точке риманова 
пространства с тензором Римана-Кристоффеля R~afЗ касательное ев
клидово пространство, ввел в нем замкнутые циклы смещений и опреде

лил группу поворотов произвольных векторов через компоненты тензора 

кривизны и площади замкнутых циклов согласно формуле 

DBµ = R':vafЗBv dх°'бхrз, ( 4.4.2) 

где площадь цикла определяется двумя смещениями dx°' и бхfЗ в ка
сательном евклидовом пространстве в избранной точке риманова про

странства. Поясним основные идеи метода Картана [96, 161]. 
1. Введем четверку ортов gµ(a) вдоль локальных координатных осей, 

где индекс в скобках, пробегающий значения от О до 3, нумерует орты. 
Имея в виду изложенный в главе 3 монадный метод, можно положить 
gµ(O) = тµ. Тогда, обозначая смещения вдоль соответствующих локаль

ных осей символами dx°'(>.), формулу (4.4.2) для произвольного орта 
можно переписать в виде 

(4.4.3) 

где при D(>,к) указаны обозначения смещений, образующих замкнутый 

контур. Свернув (4.4.3) с ковариантным вектором gµ(>.), получаем ска
лярное уравнение 

( 4.4.4) 

определяющее инфинитезимальное перемещение, ассоциированное с 

циклом, образованным бесконечно малым контуром со сторонами dx°'()..) 
и dхfЗ(к). 

2. Пусть выбрана координатная система, в данной точке которой век
торы в римановом пространстве и в касательном совпадают: 

µ(а) = { О при а ;/: µ, dx°' (>.) = { О при а # ).., 
g 1 при а = µ, dx°' при а = >.; 

тогда, полагая, что а = к = О --+ v = (J = О, а индексы ).. 
пробегают значения 1, 2, 3, получаем три соотношения: 

91(l)D(10)91(0) = R:01ag0 (0)g1(l)dx1dx 0
; 

92(2)Dc20)92(0) = R~0209°(0)g2(2)dx2dx0 ; 

9з(3)Dсзо)93 (0) = R~030g0 (0)gз(3)dx3dx0 , 

(4.4.5) 

= а=µ 

( 4.4.6) 

(4.4.7) 

(4.4.8) 
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определяющие скалярные, численные значения изменений базисного 

вектора g0 (0), обусловленные параллельным переносом по трем инфи
нитезимальным контурам со сторонами (dx1, dx0

), (dx 2 , dx0
), (dx 3 , dx 0

). 

Очевидно, что для четвертого возможного значения Л =а= О получа

Ртся тождественный нуль. 

3. Выбирая смещения вдоль осей одинаковыми: 

g1(1)dx1 = g2(2)dx2 = gз(3)dx3 = gл(µ)dx>.. (4.4.9) 

и складывая соотношения ( 4.4.6)-( 4.4.8), находим 

(4.4.10) 

Представляя компоненту тензора Риччи R00 , согласно уравнениям Эйн

штейна, в виде R00 = х(Т00 - (1/2)g00T), получаем 

(4.4.11) 

4. Аналогичным образом можно получить изменения и других трех 
базисных векторов при переносах по соответствующим тройкам инфи

нитезимальных параллелограммов, обладающих одной общей стороной. 

При сохранении условий (4.4.5) и (4.4.9) имеем 

(4.4.12) 

Отсюда следует вывод, что уравнени.я Эйнштейна в виде 

Rµv = х (тµv - ~9µvT) (4.4.13) 

означают, что суммарное значение gµ(Л)D(>..v)9µ(a) перемещений, ас
r:оциированнъtх с циклом, любого вектора gµ(Л) при переносах по 

трем некомпланарным инфинитезималъным параллелограммам, обла

()ающим одной общей стороной, не произволъно, но определ.яютс.я тен

.юром Э'Нергии-импулъса материалы-tъtх полей, в которых производ.ятс.я 

перемещен и.я. 

5. Проинтегрировав (4.4.4) по некоторой конечной площади, можно 
нолучить выражение для конечного перемещения, ассоциированного с 
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циклом: 

J 9µ(Л)D(>,к)9µ(а) = 9µ(Л)дgµ(а) = J J R':voJЗgv(a)gµ(Л)dx°'(Л)dx{j(к). 
(4.4.14) 

На основе этой формулы можно решать ряд физических задач, на

пример вычислять дифференциальные эффективные сечения процессов 

рассеяния частиц на рассеивающих центрах (см. [96]). Такие задачи сво
дятся к построению соответствующих значений тензора Римана-Кри

стоффеля и заданию необходимых замкнутых контуров. 

6. К работам данного направления примыкают исследования 

М. Б. Менского [105] и так называемая путезависима.я, формулировка 
ОТО С. Манделстама [100], где вообще предлагалось отказаться от ко
ординатного описания теории и заменить его на путезависимое. 

Полагается, что в окрестности каждой точки пространственно-вре

менного многообразия задана своя ортогональная координатная систе

ма, а также определен тензор Rµva{j. Все индексы можно писать снизу, 
так как все величины рассматриваются в локальной координатной систе

ме и нет необходимости в различении ко- и контравариантных величин. 

В формулировке Мандельстама не используется глобальная универсаль

ная координатная система, а положения одной точки относительно дру

гой задаются при помощи путей. 

Такое задание можно проиллюстрировать следующим примером. 

Пусть имеется точка А, в которой задан свой координатный базис. Про

изведем переход от точки А на расстояние s1 в направлении х1 коорди
натных базисов всех встречающихся на пути точек. Так мы попадем в 

точку Ai. Затем произведем переход от точки А1 на расстояние s2 в на

правлении х2 координатных базисов опять-таки встречающихся на пути 
точек. Так мы попадем в точку А2. Продолжая далее этот процесс в кон

це концов попадем в точку В, которая характеризуется относительно А 

путем Р, заданным подобным рецептом. 

В путезависимой формулировке уравнения Эйнштейна записывают-

ся в виде 
1 Rµvµ{j(x, Р) - 'j,Т/v{jRµaµa(x, Р) = xTv{j(x, Р). (4.4.15) 

4.4.2. Уравнения девиаций геодезических линий 

Аналогом уравнений движения заряженной частицы в электромаг

нитном поле (1.3.12) в случае гравитации в терминах тензора кривизны 
являются уравнения девиаций {отклонений) геодези-ч,еских линий. Эти 

уравнения выводятся на основании следующих рассуждений. 
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1. Рассмотрим совокупность времени-подобных линий, образующих 
2-мерную поверхность. Пусть т - параметр вдоль этих линий, и пусть 

каждая линия характеризуется параметром l = const. Определим на 
данной поверхности совокупность линий, характеризуемых значениями 

параметра т = const. Данная 2-мерная поверхность находится в 4-мер
пом пространстве-времени с некоторой координатной системой { хµ}. 

Определим касательные к линиям т и l: 

дх°' 
-- =т°'· 
дт ' 

дх°' = l°' 
дl . ( 4.4.16) 

Положения одной линии из семейства т по отношению к другой, близкой 

к ней линии, характеризуется вектором za, который в общем случае из
меняется с ростом параметра т (см. рис. 4.4). Наша задача-определить 

т + dт = const \----

l = const l + df = const 

Рис. 4.4. Перемещение вектора lv вдоль вектора тµ, 

закон изменения этого вектора, что и дается искомым уравнением деви

ации мировых линий. Чтобы его найти, сначала запишем ковариантные 

производные от произвольного вектора во. вдоль двух видов линий: 

бВ°' = дБ°' Г°' Bµdxv =во. а. 
дт дт + µv dт ;ат ' (4.4.17) 

(4.4.18) 

Подставляя вместо В°' векторы т°' и l°', приходим к соотношению 

Q [fЗ - l°' /3 
т;/3 - ;/Зт . (4.4.19) 

2. Из коммутации ковариантных производных, согласно (1.4.1), 

а _ а -R°' f3 T;µ;v T;v;µ - ·fЗµv Т (4.4.20) 

6 -2979 
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и выражений (4.4.17)-(4.4.18) следует 

(i_! - !i_) а - R°' f3 µzv 
6т 6l 6l 6т т - ·fЗµv т т . ( 4.4.21) 

Отсюда, используя (4.4.19), получаем уравнение девиации мировых ли
ний в общем случае 

62za - ! (6т°') R°' f3 µzv 
6т2 - 6l 6т + ·fЗµvT т . ( 4.4.22) 

Если линии т являются геодезическими, то для них выполняется 

условие 

6т°' а а 
~=т.ат =0, 
ит ' 

( 4.4.23) 

и в итоге получается искомое уравнение девиаций геодезических линий 

6
2

l°' - а (3 µ lJ 6т°' = _!!_рат(З ( ) 
6т2 - R.(Зµv т т l f----t 6т mc2 ·fЗ ' 4.4.24 

соответствующее уравнениям движения заряженной частицы в электро

магнитном поле, если учесть, что т = s и т°' = и°'. 
3. Обратим внимание на важное свойство произведения введенных в 

(4.4.16) векторов Tal°' для геодезических линий: 

:т(таl°') = ~:l(тат°'), (4.4.25) 

следующее из свойства геодезических ( 4.4.22) и ( 4.4.23). Из этого соот
ношения следует, что как для изотропной геодезической, когда тат°'= О, 

так и для неизотропной геодезической, когда тат°' 

условие 

± 1, выполняется 

т al°' = const . (4.4.26) 

Если в какой-то точке на линии т имеет место ортогональность векторов, 

т. е. таl°' =О, то это свойство сохраняется вдоль всей линии т. 

4.5. Алгебраическая классификация Петрова 
пространств Эйнштейна 

Пространством Эйнштейна называется риманово пространство 

(любой размерности и произволъной сигнатуры), обладающее свой

ством 

(4.5.1) 

где О"-некоторая постоянная. Соотношение (4.5.1) выделяет более уз
кий класс римановых пространств, нежели это допускается уравнениями 
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Эйнштейна, однако под это условие попадают все вакуумные и элек

тровакуумные решения уравнений Эйнштейна, которым соответствует 

ст= О. Для невакуумных решений вместо тензора Риччи в (4.5.1) следу
ет использовать тензор Вейля Cµv, который представляет собой алгеб
раическую комбинацию из компонент тензора кривизны, определенную 

в разделе 4.6. Тензор Вейля обладает всеми теми же алгебраическими 
свойствами, что и тензор Римана-Кристоффеля. В этом случае вместо 

(4.5.1) следует писать 
Cµv =О. (4.5.2) 

4.5.1. Характеристическая матрица 

1. Будем исходить из 6 х 6-матрицы (1.4.8), построенной из компонент 
тензора Римана-Кристоффеля или компонент тензора Вейля. Имея в 

виду обе эти возможности, введем обобщенные обозначения этих тензо

ров. Компоненты тензоров с индексами 01 ---> 1, 02 ---> 2, 03 ---> 3 будем 
обозначать символом Xik, смешанные компоненты, содержащие также 
значки 12---> 3, 23---> i, 31 ---> 2, обозначим символом ~k' а компоненты с 
двумя индексами, помеченными точкой, обозначим символом Zkr' тогда 
матрица (1.4.8) заменяется на матрицу вида 

Х11 Х12 Х1з Y1i У12 У1з 
Х21 Х22 Х2з Y2i У22 У2з 

(Mik) = 
Хз1 Хз2 Хзз Узi Уз2 у; 3 ( х у )· (4.5.3) 
yil Yi2 Уiз zii z" Ziз ут z 12 
У21 У22 У2з z" 21 Z22 z" 23 
Уз1 Уз2 У33 Zзi Z32 Z33 

2. Расписывая выражения (4.5.1) (через тензор Риччи) или (4.5.2) 
(через тензор Вейля) в локально декартовой координатной системе (по 

компонентам), имеем соотношения: 

(00) ---> -Хн - Х22 - Хзз =ст; 

(11) ---> Х11 - Z22 - Z33 = -ст; 

(22) ---> Х22 - Zii - Z33 = -ст; 

(33) ---> Хзз - Zii - Z22 = -ст; 

(4.5.4) 

(4.5.5) 

(4.5.6) 

(4.5.7) 

(01)---> У23 - У32 =О; (02)---> -У13 + Y3i =О; (03)---> У12 - Y2i =О; 
(4.5.8) 
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(12) --7 Х12 + Z:2i =О; (13) --7 Х1з + Zзi =О; (23) -t Х2з + Z23 =о. 
(4.5.9) 

Соотношения (4.5.8) означают известные свойства симметрии компонент 
подматрицы У, а из (4.5.9) следует связь недиагональных компонент 
подматриц Х и Z: Xzk = -Zik при l =f. k. 

Для диагональных компонент этих подматриц получаем соотноше

ния, беря различные комбинации из (4.5.4)-(4.5.7): 

[(4.5.4) + (4.5.5) + (4.5.6) - (4.5.7) = O];-t Хзз = -Z33; 

[(4.5.4) + (4.5.5) - (4.5.6) + (4.5.7) = O];-t Х22 = -Z22; 

[(4.5.4) - (4.5.5) + (4.5.6) + (4.5.7) =О]; -t Х11 = -Zii, 

откуда имеем окончательно 

Xzk = -Ztk· 

Следовательно, матрица ( 4.5.3) имеет структуру 

(4.5.10) 

(4.5.11) 

Для сумм диагональных компонент введенных подматриц из (4.5.4) и 
(4.5.10) имеем значения: 

Х11 + Х22 + Хзз = -а; Y1i + У22 + У33 = О. (4.5.12) 

Таким образом, 10 условий (4.5.1) снижают число алгебраически 
независимых компонент тензора Римана-Кристоффеля (тензора Вей

ля) до десяти (5 компонент Xkl и 5 компонент Ykz). 
3. Построим характеристическое уравнение для введенной матрицы 

в виде 

llMik - AOikll =о, (4.5.13) 

где Oik -метрический тензор бивекторного пространства: 

Oik -t 9o.f3µv = (9o.µ9{3v - 9o.v9{3µ) · (4.5.14) 

Легко видеть, что 9o.{3µv обладает такими же свойствами симметрии, что 

и тензор Римана-Кристоффеля. 

В локально-декартовой координатной системе 4-мерного простран

ства-времени матрица (Oik) (при ранее введенных обозначениях парных 
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индексов) имеет вид 

-1 о о о о о 

о -1 о о о о 

(9ik) = 
о о -1 о о о 

= ( ~I ~). о о о 1 о о 
(4.5.15) 

о о о о 1 о 

о о о о о 1 

Таким образом, характеристическое уравнение (4.5.13) можно предста-
вить в виде 

1 

Х +ЛI У 1 =О. 
У -Х -ЛI 

(4.5.16) 

4. В несколько этапов с помощью преобразований, не меняющих зна
чение определителя, приведем (4.5.16) к более удобному виду. 

1) Прибавим к матрицам первого 3-столбца в (4.5.16) соответствую
щие элементы второго 3-столбца, умноженные на i. В итоге имеем 

1 

Х + iY + ЛI У 1 = О 
-i(X + iY + ЛI) Х - ЛI . 

( 4.5.17) 

2) Прибавим к матрицам второй 3-строки соответствующие элементы 
первой 3-строки, умноженные на i, что приводит к выражению 

1 

Х + iY + ЛI У 1 = О 
О -Х +iY- ЛI . 

(4.5.18) 

3) Прибавим к матрицам второго 3-столбца соответствующие эле
менты первого 3-столбца, умноженные на i/2, тогда имеем 

1 

Х + iY + ЛI ~(Х - iY + ЛI) 1 =О. 
О -(Х - iY + ЛI) (4.5.19) 

4) Прибавим к матрицам первой 3-строки соответствующие элементы 
второй 3-строки, умноженные на i/2. В итоге получаем 

1 

Х + iY + ЛI О 1 = О 
О -( Х - iY + ЛI) . 

( 4.5.20) 

Таким образом, характеристическое уравнение (4.5.16) привелось к виду 

det(X + iY + ЛI) х det(X - iY + ЛI) = О, (4.5.21) 

т. е. для решения поставленной задачи достаточно рассмотреть 3 х 3-мат
рицу (Х + iY + ЛI). 
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4.5.2. Алгебраическая классификация Петрова 

Изложим основные элементы алгебраической классификации Петро

ва пространств Эйнштейна [129]. 

1. Общий случай классификации Л-матриц 
Под Л-матрицей понимается матрица, элементы которой представля

ют собой многочлены некоторого, вообще говоря, комплексного парамет

ра Л (см., например, [113]). Для Л-матриц определены так называемые 
эле.ментарн:ые преобразования, включающие в себя умножение строк 

или столбцов на ненулевые числа и прибавления к строкам (столбцам) 

других строк (столбцов), умноженных на произвольный многочлен. Две 

Л-матрицы одинаковых размеров называются эквивалентными, если ко

нечным числом элементарных преобразований можно получить из одной 

матрицы другую. Все Л-матрицы одинаковых размеров разбиваются на 

непересекающиеся классъt эквивалентности. 

Каждый класс эквивалентности характеризуется своей канонической 

матрицей (Л-матрицей в каноническом виде), к которой путем элемен

тарных преобразований может быть приведена любая матрица данного 

класса эквивалентности. Каноническая матрица состоит из Л-многочле

нов, расположенных лишь на главной диагонали, причем каждый после

дующий из них делится на предыдущий (либо равен нулю). Многочлены 

нулевой степени (единицы) стоят в начале диагонали, а нули - в конце. 

Эти многочлены называются инвариантн'Ы.ми .множител.я.ми мат

рицы и обозначаются через Еk(Л). Каждый инвариантный множитель 

можно разложить на биномиальные множители (каждый i-й корень мно

гочлена Еk(Л) есть собственное значение Л-матрицы некоторой кратно

сти aki): 
r 

Ek = (Л - Л1)°'kl ... (Л - Лr )°'kr = п (Л - Ai)°'ki. ( 4.5.22) 
i=l 

Классы эквивалентности можно охарактеризовать следующей символи

ческой характеристикой: 

[(а11 ... akl ... ат) ... (a1r ... akr ... aNr)], ( 4.5.23) 

причем 
N r 

L:L:aki=N, (4.5.24) 
k=li=l 

где N - порядок Л-матрицы, а r - число ее различных собственных зна

чений. 
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Часто используется более грубая классификация классов эквива

лентности по наборам возможных целых чисел - корней характеристи

ческой матрицы, в сумме равных числу корней: 

Т1--+ [11···1]; Т2--+ [1···2]; ··· Та--+ [r]. ( 4.5.25) 

Алгебраическая классификация произвольной квадратной матрицы 

А (не являющейся Л-матрицей) обычно производится посредством за

дания соответствующей ей характеристической Л.-матрицы A(Л)ik = 
Aik - Лдik и нахождения канонического вида последней. 

Поиск инвариантных множителей можно осуществлять различны

ми способами. В частности, один из методов заключается в составлении 

ряда многочленов Dk(Л), каждый из которых есть наибольший общий 

делитель всех миноров k-го порядка матрицы А(Л). Имеет место теорема 

линейной алгебры о том, что всякий инвариантный множитель предста-

вим в виде 

Dо(Л) = 1. (4.5.26) 

Инвариантные множители Еk(Л) полностью определяют канонический 

вид матрицы А(Л), а вместе с ней и тип исходной матрицы А. 

11. Классификация 3 х 3-матриц 
Нас интересуют 3 х 3-матрицы из (4.5.20). В этом случае имеется 6 

возможных канонических видов, которые невозможно перевести друг в 

друга элементарными преобразованиями. Эти 6 видов Л.-матриц состав
ляют три типа, которые представлены на диаграмме Пенроуза-Петро

ва, используемой в алгебраической классификации Петрова пространств 

Эйнштейна (см. рис. 4.5): 

3 

Число 
различных 

корней 
J[(l)(l)(l)] 

/1 
2 JJ[(2)(1)J--D[(l,1)(1)] 

/ ! ! 
1 JJJ[(З)j--+- N[(l,2)]-0[(l,1,1)] Число 
'-----е-------<1._._-------- собственных 

1 

(Тз) 

Рис. 4.5. Диаграмма Пенроуза-Петрова 

векторов 
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Из диаграммы видно, что первый тип по Петрову Т1 состоит из трех 

подтипов: I, D и О, второй тип по Петрову Т2 содержит два подтипа II 
и N, а третий тип Тз определяется одним подтипом III. Для каждого 
подтипа справа указана его характеристика (4.5.23). 

Выпишем канонические матрицы для названных подтипов по Пет

рову: 

Подтипы первого типа: 

I---+ 
( 

1 о 
о 1 
о о 

о 

о 

(Л - Л1)(Л - Л2)(Л - Лз) 
) 

о 
о 

( >. - >.1)~ >. - >.2) ) 
D-+ (Л - Л1) 

о 

( (Л - Л1) о о ) О-+ о (Л - Л1) о 

о о (Л - Л1) 

Подтипы второго типа: 

о 
о о ); 1 о 

о (Л - Л1)2 (Л - Л2) 

N-+ о 
о о ) (Л - Л1) о 

о (Л - Л1)2 

Третий тип по Петрову (подтип III): 

( 4.5.27) 

( 4.5.28) 

(4.5.29) 

(4.5.30) 

(4.5.31) 

( 4.5.32) 

4.5.3. Инварианты тензора кривизны и векторы Дебеве 
в пространствах различных подтипов 

1. Алгебраическую классификацию Петрова пространств Эйнштей
на можно изложить без использования Л-матриц, а непосредственно 

опираясь на свойства решений характеристического уравнения (4.5.13) 
(см., например, [94)), которое можно представить в виде Mikbk = ЛЬi, 
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где bi - компоненты собственного вектора матрицы Mik· Эта система 

в общем случае имеет три комплексных корня Л(i), которые, вслед

ствие равенства нулю шпура матрицы Mkk = О, удовлетворяют усло

вию Л(l) + Л(2) + А(з) = О. Таким образом, в самом общем случае ре

шение характеризуется четырьмя вещественными числами. Алгебраи

ческие подтипы пространств Эйнштейна характеризуются различным 

числом вещественных чисел, что отображено расположением подтипов 

по вертикали на диаграмме Пенроуза-Петрова 4.6. 
2. С другой стороны, римановы пространства можно охарактери

зовать четырьмя квадратичными и кубичными инвариантами тензора 

кривизны: 

R Ra{Зµv. 
а{Зµv , R R

* а{Зµv. 
а{Зµv , R Rаµ"(Л н* ··а{З 

а{Заµ "(Л ' 
(4.5.33) 

где использованы обозначения для дуального тензора кривизны 

( 4.5.34) 

Здесь Eµv>..a -тензор Леви-Чивиты (1.2.12). Показано, что корни харак
теристического уравнения Л(i) представляются в виде комбинаций запи

санных инвариантов тензора кривизны. 

3. Для подтипов N и I I I все три выписанных инварианта тензора 
кривизны обращаются в нуль, т. е. имеет место своеобразная ситуация, 

когда 4-мерное пространство-время искривлено, а его тензорные инва

рианты равны нулю. 

В работах Мизры и Сингха показано, что инварианты тензора кри

nизны (4.5.33) можно переписать в обозначениях, напоминающих ком-
11оненты напряженности электромагнитного поля: 

( 4.5.35) 

I3 этих обозначениях равенство нулю инвариантов означает 

Е Еал - Н нал - О· ал ал - , 

т. е. имеют место свойства, аналогичные свойствам тензора электромаг

нитного поля в электромагнитной волне. Это послужило основанием для 

многих исследователей трактовать алгебраически специальные подтипы 

N и I I I как описывающие свободные гравитационные волны. 
4. С собственными векторами характеристической матрицы связаны 

векторы Дебеве kµ, так названные по имени автора [54], установившего 
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характерные соотношения (уравнения Дебеве) для этих векторов и ком

понент тензора Римана-Кристоффеля, позволяющие различать подти

пы пространств. Приведем эти уравнения для отдельных подтипов. 

1} Урав'}-{,е'}-{,и.я Дебеве дл.я подтипа I по Петрову имеют вид: 

(4.5.37) 

где [· · ·] - символ антисимметризации. 

2} Урав'}-{,е'}-{,и,я, Дебеве дл.я подтипов II и D имеют вид: 

( 4.5.38) 

3} Урав'}-{,е'}-{,и.я Дебеве дл.я подтипа III представляются в виде 

( 4.5.39) 

4) Урав'}-{,е'}-{,ие дл.я подтипа N принимает вид 

k°' Ra(Зµv = О, ( 4.5.40) 

позволивший трактовать это соотношение как условие ортогональности 

волнового вектора k°' компонентам напряженности свободной гравита
ционной волны. 

5. Дебеве показал, что для пространств подтипов N и I I I имеют 
место соотношения: 

* Ra(Зµv k°'kµ =О. (4.5.41) 

4.5.4. Примеры точных решений различных подтипов 
по Петрову 

В первой части книги рассмотрены метрики Шварцшильда, Керра, 

а в этой главе приведены и другие сферически-симметричные и акси

ально-симметричные метрики, принадлежащие к подтипу D по клас
сификации Петрова. К метрикам подтипа О принадлежат однородные 

изотропные космологические решения Фридмана для всех трех видов 

пространственных сечений. Приведем примеры метрик других подти

пов. 
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Метрики подтипа I 
Примером такой метрики являются так называемые цилиндрические 

волны Эйнштейна-Розена: 

ds2 = ехр(21 - 2ф)(dх~ - dp2) - exp(2ф)dz2 
- р2 ехр(-2ф)d1.р2 , (4.5.42) 

где 'У и ф - функции от х0 и р, удовлетворяющие следующим уравнени-

ям: 

д2ф 1 дф д2ф 
-------0· 
дх~ р др др2 - ' 

( 4.5.43) 

д~ = Р [ ( дФ) 2 + ( дФ ) 2] ; 
др др дхо 

( 4.5.44) 

Видно, что уравнение (4.5.43) для ф является хорошо известным линей
ным волновым, когда р, 1.р, z имеют смысл обычных цилиндрических 
координат. Его решение легко записать через цилиндрические функции. 

Подставляя такое решение в (4.5.44), нетрудно отыскать соответствую
щую функцию 'У. 

Метрики подтипа N 
1. Метрика Такено чаще всего приводится в виде 

ds2 = (Р + S)dx; - 2Sdx0 dx1 - (Р- S)dxi - Bdx~ - Adx~ - 2Ddx2dx3, 
(4.5.45) 

где А, В, D, Р и В-функции аргумента х0 -х1 . Уравнения Эйнштейна 
соответствуют условию, налагаемому на функции 

(М )2 А В 
м - ·1 -~-о ,1,1 М (D,1)2 - ' (4.5.46) 

где М = АВ - D 2 . Здесь везде единица после запятой означает диффе
ренцирование по х1 . 

2. Метрика Розена может быть представлена в виде 

ds2 = exp(2µ)(dx~ - dxI) - u2 (exp(2v)dx~ - exp(-2v)dx~), (4.5.47) 

где две неизвестные функции µ(и) и v( и) зависят от аргумента и = 

х0 
- х1 и удовлетворяют соотношению: 

2µ,и = u(v,u) 2
. (4.5.48) 

3. Решение Переса представляется в виде 

(4.5.49) 
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где одна неизвестная функция <р(х0 ,х 1 ,х2 ,х3 ) удовлетворяет соотноше
нию 

<р,2,2 + <р,з,з = О. (4.5.50) 

4. Объемные волны Бонди-Пирани-Робинсона описываются метри-
кой 

ds2 = dx; - dxr + adx~ + 2(3dx2dxз + 1dx§, (4.5.51) 

где три функции а, (3, r от аргумента и= х0 + х1 удовлетворяют урав
нению 

Л" - ~>..'(ln>..)' - а'1' - ((3')2 =О; Л = а1-(32 >О. ( 4.5.52) 

Здесь штрих означает дифференцирование по и. 

4.6. Соответствия между римановыми пространствами 

Охарактеризуем несколько видов наиболее интересных соответствий 

между пространствами, определенными на одном и том же многообра

зии точек. 

4.6.1. Конформное соответствие 

1. Два римановых пространства с метрическими тензорами gcxrз(x) и 
9схrз(х), определенными на одном и том же многообразии точек, называ
ются конфор.м:но соответствующими, если 

Оаrз(х) = exp[20"(x)]gaf3, (4.6.1) 

где О"(х)-некоторая скалярная функция координат (см" например, 

[129]). В таких пространствах длины векторов с одинаковыми компо
нентами dx°' различаются множителем, зависящим только от выбранной 
точки: 

(4.6.2) 

В конформно соответствующих пространствах углы между парами век

торов одинаковы. Действительно, для углов между векторами с компо

нентами dx°' и бх°' в двух конформно соответствующих пространствах 
имеем 

(d °' , °') gcxrзdx°'бxfЗ 
cos х 'их = --;=:::;:=:;:::=--г===:=;:=:== 

~gµvdxµdxv~gлкбxЛJxк 
(4.6.3) 

2. Из определения (4.6.1) следуют соотношения между геомет

рическими величинами конформно соответствующих римановых про-
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странств произвольной сигнатуры и размерности п: 

g-(3 = gfЗ· 
°' °'' 

v=o = ехр(па)н; (4.6.4) 

(4.6.5) 

R{з'Уб = R{з"fб + gбаrз'У - g~а{Зб + g°'v (grз'Yavб - g{Збаv'У) + (gбgrз'Y - g~g{Зб)Л1а; 
(4.6.6) 

Rrзб = Rrзб - (п - 2)аrзб - [Л2а + (п - 2)Л1а]grзб; (4.6.7) 

R = exp(-2a)[R - 2(п - l)Л2а - (п - l)(n - 2)Л1а], (4.6.8) 

где использованы обозначения: 

(4.6.9) 

3. Из компонент тензора кривизны можно сконструировать конформ
но инвариантный тензор 

(4.6.10) 

называемый тензором Вейля. 

Тензор Вейля обладает следующими основными свойствами: 

1) В пустом пространстве-времени (когда Rµv =О) С.°'rз'Уб = R{з'У8 . 
2) Тензор Вейля Сjз'У8 имеет те же самые свойства симметрии (1.4.3)

(1.4.6), что и тензор Римана-Кристоффеля. 
3) Для тензора Вейля отсутствует аналог тензора Риччи, так как 

c.~av =о. 
4) В многообразии трех измерений С.°'rз'Уб =О. 
5) Необходимым и достаточным признаком конформно плоских мно

гообразий при п > 3 является обращение в нуль тензора Вейля. 
Из приведенных соотношений следует, что уравнения Эйнштейна не 

обладают свойством конформной инвариантности. 
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4.6.2. Проективное соответствие римановых пространств 

1. Два n-мерных римановых пространства с метриками 9µv(x) и §µv(x), 
определенные на одном и том же многообразии точек { х}, называются проек
тивно соответствующими, если геодезические линии в метрике 9µv являются 
геодезическими линиями в метрике §µv и наоборот (см. [129]). Проективное со
ответствие двух римановых пространств также описывается скалярной функ

цией координат и(х), которая следующим образом связывает две метрики: 

1 g 
и(х) = ( ) ln-. 

2п+1 g 
(4.6.11) 

Из этого выражения можно получить следующие соотношения для произволь

ной размерности п: 

- да- - 1 - /3 /3 . 
и Л - д , - --(Г Л/З - Г Л/З), \1 л§µv = 2§µv0",Л + §µЛО",v +§"ли,µ, ( 4.6.12) 

' хл п + 1 

где ковариантная производная берется по связности, построенной из компонент 

метрики 9µv· 
2. Выпишем ряд соотношений между геометрическими величинами в про

ективно соответствующих римановых пространствах произвольной размерно-

сти п: 

Rv/3 = Rv/3 - (п - 1)0"vf3, 

где использовано обозначение и а/З = \1 /3 \1 аО" - и,аО",fЗ· 

( 4.6.13) 

(4.6.14) 

3. Из компонент тензора кривизны можно сконструировать проективно ин
вариантный тензор 

(4.6.15) 

также впервые введенный Вейлем. Пространство называется проективно ев

клидов'Ым, если 

w.~a/3 =о. (4.6.16) 



r.na 
Гравитация и электромагнетизм 

в 4-мерном пространстве-времени 

В рамках 4-мерной ОТО тензорные величины описывают понятия 

геометрические и физические. Последние характеризуют негеометриче

ские поля или материальные объекты, вносимые в 4-мерное искривлен

ное пространство-время извне. Эта двойственность соответствует дуали

стическому характеру геометрического подхода, отраженному в уравне

ниях Эйнштейна, где левая часть описывает геометрические свойства 

пространства-времени, а правая часть -физическую материю, ответ

ственную за искривленность пространства-времени. 

В ОТО к физическим (негеометрическим) понятиям относят как ве

щество (материальные частицы), так и поля, переносящие негравита

ционные взаимодействия между частицами. Особую значимость среди 

последних имеет электромагнитное поле, которое, - подобно гравитаци

онному взаимодействию, -медленно убывает с расстоянием. Это побу

дило обсуждение аналогий между гравитацией и электромагнетизмом, 

желание их описывать схожим образом. Однако между ними имеется 

принципиальная разница: гравитационное взаимодействие геометризо

вано, а электромагнитное - нет, что обусловило два направления иссле

дований. 

Первое направление исходит из принципиальной возможности гео

метризовать также электромагнитное поле, что привело бы к объедине

нию гравитации и электромагнетизма на единой геометри'Ч,ескоu основе. 

При таком подходе эйнштейновскую ОТО следует рассматривать лишь 

как первый шаг, геометризацию электромагнитного поля - как второй 

шаг на пути геометризации всех полей переносчиков взаимодействий. 

Именно так понимал дальнейшее развитие ОТО сам А. Эйнштейн. (Ре

шению данной задачи в рамках геометрии большего числа измерений 

посвящена третья часть книги.) 

Другое направление исследований нацелено на переформулировку 

ОТО таким образом, чтобы она оказалась наиболее близкой теории элек

тромагнитного поля. В какой-то степени этот подход можно интерпрети-
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ровать как попытку рассмотрения двух видов взаимодействий на единой 

основе, соответствующей физи'Ческо.му электромагнитному полю. 

В этой главе рассматриваются аналогии, существующие между гра

витацией (ОТО) и электромагнетизмом в рамках 4-мерной теории, в 
основе которых лежат сопоставления: 

1) компоненты метрического тензора 9µv сопоставляются с компо
нентами электромагнитного векторного потенциала Аµ; 

2) компоненты монады rµ - с электромагнитным векторным потен
циалом Аµ; 

3) компоненты 3-мерного метрического тензора hik -с 3-мерным 
электромагнитным векторным потенциалом; 

4) тензор кривизны Rµva(З- с тензором напряженности электромаг
нитного поля Fµv; 

5) тензор кривизны Rµva(З - с квадратичным тензором электромаг
нитного поля FµvFarз· 

По соображениям, вскрытым в рамках многомерной теории, парал

лельно с электромагнитным полем (электромагнетизмом) рассматрива
ется также скалярное поле ( скаляризм). 

5.1. Электромагнитное поле 
в искривленном пространстве-времени 

Прежде чем рассматривать аналогии гравитации и электромагнетиз

ма, выпишем ключевые понятия теории электромагнитного поля в ис

кривленном пространстве-времени и приведем наиболее важные точные 

решения совместной системы уравнений Эйнштейна и Максвелла. 

5.1.1. Уравнения Максвелла и Клейна-Фока 
в искривленном пространстве-времени 

1. Уравнения Максвелла 
Электромагнитное поле описывается векторнъt.м потен:циало.м Аµ, 

определенным с точностью до калибровочных (градиентных) преобра-
зований 

(5.1.1) 

где f ( х) - некоторая скалярная функция координат. 

Инвариантный относительно калибровочных преобразований тензор 

электромагнитной напряженности Fµv записывается одинаково как в 
плоском, так и в искривленном пространстве-времени 

F - А А - дАv дАµ 
µv - v;µ - µ;v - дхµ - дхv · (5.1.2) 
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Первая пара уравнений Максвелла также записывается одинаково как 

в плоском, так и в искривленном пространстве-времени: 

дF'f + дFvл + дFлµ = О. 
дх дхµ дхv 

(5.1.3) 

При учете определения (5.1.2) эти уравнения превращаются в тожде-
ства. 

Втора.я пара уравнений Максвелла в искривленном пространстве

времени имеет вид 

'VvFµv = _l_д(yCgFµv) = _ 47Г ·µ 
- А axv с J' (5.1.4) 

где jµ - плотность тока заряженной материи. 

Отметим, что уравнения Максвелла в вакууме (в 4-мерном много

образии) являются конформно инвариантными, если положить, что при 

конформных преобразованиях (4.6.1) ковариантные компоненты вектор
ного потенциала остаются инвариантными, т. е. если 

Тензор энергии-и.мпулъса электромагнитного пол.я, 

правую часть уравнений Эйнштейна, имеет вид 

Tµv = _ l_ (Fµ pva _ l_9µv F ра/3) 
(А) 47Г ·а 4 а/3 · 

(5.1.5) 

помещаемый в 

(5.1.6) 

Отсюда следует, что уравнения Эйнштейна для электровакуу.ма, т. е. в 

присутствии лишь электромагнитного поля, представляются в виде 

Rµv - ~9µvR = -~(Fµa.F:J:- ~9µvFa;зFa/3). 

Сворачивая эти уравнения с gµv, легко убедиться, что для электроваку
ума R = О, т. е. уравнения Эйнштейна существенно упрощаются: 

Rµv = -~(Fµa.F::.- ~9µvFa;зpaf3). (5.1.7) 

Взаимодействие зар.яженнъ~х 'Частиц с электро.магниmн'Ы.м полем 

описывается посредством замены частных производных на «удлинен-

ные» производные 

(5.1.8) 

1ле q - электрический заряд частицы. 

П. Уравнение Клейна-Фока 

В ОТО скалярные поля также являются негеометрическими, т. е. 

учитываются в правой части уравнений Эйнштейна. Кратко приведем 
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основные понятия теории скалярного поля в искривленном простран-

стве-времени. 

Нейтральное массивное скалярное поле 'Р удовлетворяет уравнению 

Клейна-Фока 1 

µv те _ µv 'Р а 'Р те _ 
[ 

2] 82 8 2 
g 'Vµ'Vv+(т) 'Р-9 (дхµдхv-Гµvдх°')+(т) 'Р-0. (5.1.9) 

Простейший (канонu'Ч,ескuй) вид тензора энергuu-импулъса для ней

тралъного скалярного поля имеет вид 

т~~) = 'P,µ'P,v + 9~v [(~с) 2 'Р2 - g°'rз'P,a'P,(3]. (5.1.10) 

Таким образом, уравнения Эйнштейна в присутствии лишь скалярного 

поля записываются в виде 

Rµv - ~9µvR = и('Р,µ'Р,v + O~v [(~с) 2 'Р2 - g°'rз'P,a'P,(3]). (5.1.11) 

Сделаем несколько замечаний по теории скалярного поля в искрив

ленном пространстве-времени. 

1) Скалярное поле в физике выступает как вспомогательное, упро
щенное поле, дублирующее в неком приближении физические спинор

ные поля или более сложные комбинации из них. 

2) Для безмассового скалярного поля 'Р уравнение Клейна-Фока 

обычно записывают в виде 

gµv\7 µ \7 v'P - ~R'P =О, (5.1.12) 

поскольку оно является инвариантным при конформном преобразовании 

(4.6.1), если 'Р изменяется по закону 

<Р = ехр(-а)'Р· (5.1.13) 

3) При введении скалярного поля из различных физических сообра
жений, как правило, получаются более общие уравнения со слагаемым, 

содержащим скалярную кривизну R: 

[oµv\7 µ \7 // + (~с) 2 
+ ая] 'Р =о, (5.1.14) 

где а - некоторая константа. Ее значение зависит от способа получе

ния этого уравнения или других соображений: а = 1/4 - при получе

нии уравнения Клейна-Фока квадрированием уравнений Дирака в ис-

1 В литературе это уравнение больше известно под названием уравнение Клейна
Гордона, однако в работе В. А. Фока (166] оно было записано раньше, чем у Гордона. 
По этой причине ряд отечественных авторов это уравнение называет уравнением 

Клейна-Фока. 
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кривленном пространстве-времени (см. главу 7); а = -1/3 - при выводе 

уравнения Клейна-Фока на основе фейнмановского суммирования по 

историям в ОТО (см. главу 14); а= -1/6-при отмеченном выше тре
бовании конформной инвариантности уравнений для безмассового ска

лярного поля. 

4) Уравнение Клейна-Фока (как для массивного, так и безмассового 
скалярного поля) в 4-мерном пространстве-времени является геодезиче

ски-инвариантным при коэффициенте а= 1/3 перед скалярной кривиз
ной в (5.1.14), если 'Р изменяется при геодезическом преобразовании по 
закону 

'f)
1 = ехр(и)'Р· (5.1.15) 

Для произвольной размерности п геодезически инвариантное уравнение 

Клейна-Фока следует писать в виде 

(
mc)2 1 

gµv\l µ \l v'P + h 'Р + n - 1 R'P = О. (5.1.16) 

5) В литературе можно найти более сложные, нежели (1.5.10), вы
ражения для тензора энергии-импульса скалярного поля. Особенно это 

относится к случаям заряженных скалярных полей. 

5.1.2. <( Частицеподобные» точные решения 
уравнений Эйнштейна 

« Частицеподобными» часто называют решения совместной системы 
уравнений Эйнштейна, Максвелла и Клейна-Фока с источником в ви

де некого компактного материального образования (частицы-центра). 

Обычно говорят, что такие решения могут зависеть от 8 характерных 
констант: М, п, а, Ь, Q, q, g, Л. Эти параметры интерпретируются сле
дующим образом: 

М - масса, или чаще используется r 9 = 2G М / с2 ; 
п-параметр НУТ (Ньюмен, Унти, Тамбурино)-мнимая масса(?); 

а - параметр, характеризующий вращение источника; 

Ь- ускорение источника; 

Q - заряд источника скалярного поля; 

q - электрический заряд источника, или часто используется е9 = 
VQq/c2; 

g - магнитный заряд (магнитного монополя); 

А - космологическая постоянная. 

Часто три пары констант группируют следующим образом: М + in, 
а+ ib, q + ig. Ниже приведены физически наиболее интересные метрики 
такого сорта. 
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1. Сферически симметричные метрики 
1. Метрика Райсснера-Нордстрема - электровакуумное статическое 

сферически-симметричное решение системы уравнений Эйнштейна и 

Максвелла 
_ 2G (F vЛ 1 F paf3). Rµv--7 µлr,,,.-49µv а{З ' 

в координатах кривизн имеет вид 

pµv=O 
;v (5.1.17) 

ds2 = ( 1 _2GM + qq~) (dxo)2 _ dr
2 

-с;- с r ( 1 _2GM + qq~) -rr с r 

r2 (d0 2 +sin2 Odv}); 

(5.1.18) 

pol = Е1 = ~' 
r 

где q - электрический заряд. 

2. Метрика Фишера - статическое сферически-симметричное сов

местное решение уравнений Эйнштейна и Клейна-Фока для безмассо

вого скалярного поля 

R 1 R - ( flE!!_ af3 ) . µv - <j,9µv - Х 1P,µ1P,v - 2 9 <р,а1Р,{3 ' g°'rз\la\lrз<p =о. (5.1.19) 

Данная метрика записывается в более сложном виде 

ds2= (z-zi)(z-zz) (dx 0 ) 2- r
2

(z) dz2-r2(z)(d02+sin2 Оd1п2), (5 1 20) 
r 2(z) (z-z1)(z-z2) .,., · · 

где использованы обозначения: 

r2(z) = (z - z1)1-°'(z - z2)1+°'; z1,2 = µ ± V µ2 + GQ2 ; а= 1 (zi + zz) /; 
(z1 - z2) 

(5.1.21) 
µ-постоянная интегрирования (обычно полагаютµ= -r9 /2); Q-ска
лярный заряд источника. Скалярное поле убывает обратно пропорци

онально r, а его напряженность - обратно пропорционально квадрату 

радиальной координаты, как и должно быть в пространстве трех изме

рений. 

11. Аксиально-симметричные метрики 
1. Метрика Керра-Ньюмена является обобщением метрики Керра 

на случай электрически заряженного вращающегося тела (является ре

шением системы уравнений Эйнштейна и Максвелла): 

( 

2 ) 2 2 2 ds2= 1- rgr-eg (dxa)2- r +а cos е dr2-(r2+a2 cos2 O)dez_ 
r 2+a2cos2e r 2+a2-r r+e2 

g g 

( 
2 2 (r9r-e~)a2 

sin
2 е) . 2 Od 2 2(r9 r-e~)asin2 ()d 0 d 

- r +а + 2 2 2 () sш <р + 2 2 2 () х <р. 
r +а cos r +а cos (5.1.22) 
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2. Метрика НУТ (Ньюмен, Унти, Тамбурино)-вакуумное решение 
уравнений Эйнштейна: 

ds
2 

= ( 1- r;;: ~1
2

) (dx
0 + 4nsin

2 ~d<p ) 2 
-

dr2 
-----х-2 - (r2 + n 2 )(dfJ2 + sin2 Bd<p2

). (5.1.23) 
1 

r9r+2n 
- r2 + п2 

Физическая интерпретация до конца не выяснена. Высказано предпо

ложение, что источником данной метрики можно считать тонкий луч 

света (световую нить). 

3. Обобщением решения НУТ, зависящим от п.яти констант, яв
ляется метрика (записана не в координатах Бойера-Линдквиста): 

ds2 = Ф(r) ( dx0 + 4nsin2 ~d<p) 
2 

- ;(:) - (r2 + n 2)(d82 + sin2 8d<p2), 
(5.1.24) 

где 

Ф(r) = 1 - rgr + 2n2 + (8/3)Лn4 + q2 + g2 + ~(r2 + 5n2). 
r2 +n2 ? + п2 3 

4. Выпишем в координатах Бойера-Линдквиста метрику, которая 
так же обобщает решение НУТ, как метрика Керра обобщает метрику 

Шварцшильда: 

ds2 = (1 - rgr + 2п2 
- 2ап cos е ) (dxo)2-

r2 + п2 - 2ап cos е + а2 cos2 е 
r 2 + а2 cos2 е + п2 - 2ancose d 2 

- r 2 + а2 - r
9
r - п2 r -

sin2 8(r2 + а2 + п2 ) 2 - (r2 + а2 - rgr - п2)(а sin2 е + 2п cos 8) 2 d<p2 + 
- r 2 + а2 cos2 е + п2 - 2ancose 

+ 2[2а sin
2 8(rgr /2 + п2 ) - 2n(r

2 + а2 
- rgr - п2 ) cos е1 dxod<p -

r 2 + а2 cos2 (} + n 2 - 2an cos (} 

- [r2 + (п - acose)2]de2
. (5.1.25) 

5.2. Метрический тензор как аналог электромагнитного 
векторного потенциала 

К первой аналогии гравитации и электромагнетизма отнесем сопо

ставление компонент метрического тензора с компонентами электромаг

нитного векторного потенциала: 

9µv· (5.2.1) 
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При данной аналогии калибровочным условиям Лоренца в электро

динамике соответствуют гармонические координатные условия в ОТО: 

(5.2.2) 

Из сопоставления (5.2.1) следует аналогия тензора электромагнит
ного поля и символов Кристоффеля: 

(5.2.3) 

5.2.1. Лагранжев формализм электромагнитного поля 

До сих пор при изложении ОТО мы придерживались геометрической 

формулировки, т. е. опирались исключительно на геометрические поня

тия и рассуждения. Примерно таким путем шел Эйнштейн, создавая 

ОТО. В геометрическом подходе уравнения Эйнштейна представляют 

собой постулат теории. Однако имеются и другие способы рассуждений. 

Так, в физике ХХ века наиболее распространенным являлся лагранжев 

подход, когда вместо фундаментальных уравнений физики постулирует

ся действие или функция Лагранжа системы, из которой стандартными 

методами вариационного исчисления выводятся уравнения поля. Имен

но таким путем Гильберт пришел к уравнениям Эйнштейна. 

Напомним, что функция Лагранжа [, в теории поля выбирается из 
следующих соображений: 

1) [, должна быть инвариантом; 
2) [,должна содержать производные не выше первого порядка, что

бы уравнения поля были дифференциальными уравнениями второго по

рядка. 

Добавим к этому, что для получения линейных уравнений требует

ся, чтобы функция Лагранжа была квадратичной по характеристикам 

поля. 

Для электромагнитного поля плотность функции Лагранжа в ис

кривленном пространстве-времени выбирается в виде 1 

А 
L(A) = - lб7ГС Fa;зF°'fЗ, ( 5.2.4) 

где тензор электромагнитного поля Farз выражается через компоненты 

векторного потенциала, как первичной электромагнитной характеристи-

1 Размерность функции Лагранжа [L:caJ] = [г·см- 2 ·с- 1 ] в системе СГС такова, что 
действие S = J L(a)d4 x после интегрирования по 4-мерному объему имеет известную 
в механике размерность [ SJ = [г · см2 

• с- 1 ]. 



5.2. Первая аналогия гравитации и электромагнетизма 183 

ки, посредством (5.1.2). Таким образом, все сформулированные условия 
на лагранжиан выполняются. 

Уравнения Максвелла (в электровакууме) получаются из (5.2.4) ва
риационным методом, т. е. посредством действия оператора Эйлера-Ла

гранжа на плотность Лагранжиана 

д[,(А) - ~ (д[,(А)) =О ---+ 'VvFµv =О. 
дАµ дхv дАµ,v 

(5.2.5) 

Для получения уравнений Максвелла с источниками (5.1.4) следует дей
ствовать оператором Эйлера-Лагранжа на сумму из плотности лагран

жиана (5.2.4) и вклада заряженной материи. 
Варьирование плотности функции Лагранжа электромагнитного по

ля (5.2.4) по компонентам метрического тензора 9µv дает выражение 
для (метрического) тензора энергии-импульса электромагнитного поля 

(5.1.6), а варьирование суммы плотности скалярной кривизны и плотно
сти электромагнитного поля (5.2.4) приводит к уравнениям Эйнштейна 
для электровакуума ( 5 .1. 7). 

Таким образом, при данном способе сопоставления величин двух тео

рий второй паре уравнений Максвелла соответствуют уравнения Эйн

штейна: 

'"' pµv - 47Г ·µ R - .!. R - (А) v v - --;;1 ~ µv 29µv - xTµv · (5.2.6) 

Очевидно, обе эти системы уравнений являются дифференциальными 

уравнениями второго порядка относительно сопоставляемых в (5.2.1) ве-
личин. 

5.2.2. Лагранжева формулировка ОТО в метрическом 
представлении 

В лагранжевой формулировке ОТО в метрическом представлении в 

качестве действия для гравитации и негеометрической материи посту

лируется выражение 

(5.2.7) 

где в качестве гравитационного лагранжиана выбирается скалярная 

кривизна (с размерным множителем) 

R 
L(gr) = --2 -. 

хе 
(5.2.8) 

Очевидно, что второе из сформулированных выше условий на функ

цию Лагранжа для (5.2.8) не выполняется, однако можно показать, что 
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вторые производные от метрического тензора в скалярной кривизне 

можно представить в виде дивергентных слагаемых, которые при варьи

ровании несущественны, так как полагается, что на бесконечности поля 

отсутствуют. Покажем, как это делается. 

Первые два слагаемых в плотности гравитационного лагранжиана 

(со вторыми производными) 

(5.2.9) 

можно представить в виде 

~ (нgµvгл) - ~ (нgµvгл,) -
дхЛ µv дхv µл 

- г~// а~л ( v=ggµv) + Г~л a~v ( H9µv). 
1 

Здесь первые два слагаемых можно отбросить как полные производные, 1~ 
~ 

а оставшаяся часть вместе с двумя квадратичными по символам Кри- 1 

стоффеля слагаемыми в (5.2.9) теперь удовлетворяет второму из назван- 1 

ных условий на функцию Лагранжа. .~ 
Остается только привести все слагаемые к наиболее компактному 

виду. Это делается с помощью соотношений: 

дgµv 
V' gµv =О_, __ = -Гµ 9av _ Гv 9аµ Л дхЛ аЛ аЛ · 

В итоге имеем 
~µv 

. г-;:. ", у -yg (га гл га гл ) 
У -yL(gr) = 2хс µЛ av - µv аЛ · (5.2.10) 

Уравнения Эйнштейна получаются варьированием действия по мет

рике дgµv, т. е. представляются как результат действия оператора Эйле

ра-Лагранжа на суммарный лагранжиан системы: 

(5.2.11) 

Несложно показать, что левая часть уравнений Эйнштейна получа

ется из выражения 

(5.2.12) 

1 
J 



5.2. Первая аналогия гравитации и электромагнетизма 185 

а правая часть уравнений Эйнштейна находится в виде 

(5.2.13) 

Собирая эти две части вместе, приходим к уравнениям Эйнштейна 

(1.4.16). 

5.2.3. Формализм Палатини 

Обратим внимание на тот факт, что к уравнениям Эйнштейна можно 

прийти вариационным методом Палатини, когда в качестве независимых 

геометрических величин рассматриваются 10 компонент метрического 
тензора g°'fЗ и 40 компонент символов Кристоффеля Г~rз· В этом случае 
из вариации гравитационного действия 

-88 = _1_ / (д(r-ggµv Rµv) - ~ д(r-ggµv Rµv)) 8g°'f3d4x+ 
2ис дg°'/З дхт д ( дgаfЗ / дхт) 

+-1-/ (д(J=9gµvRµv) - ~ д(J=9gµvRµv)) 8Г' d4x 
2ис дГ~(3 дхЕ д ( дГ~rз/ дхЕ) а(З 

(5.2.14) 

получается 50 уравнений. Из первой строки (5.2.14), где не производит
ся варьирование Rµv по метрике и ее производным, поскольку тензор 
Риччи записывается через символы Кристоффеля и их производные, 

получаются известные уравнения Эйнштейна (в вакууме): 

(5.2.15) 

Из второй строки, где варьируется лишь тензор Риччи, получаются 40 
уравнений: 

J=9 (gаfЗГ~л + Г~v9µv 8~ - Г~v9av - Г~'УgµfЗ) -

-J=9дgaf3 - gаrздА + Ндgае 8(3 + gaefpдA =О. 
дхт дхт дхЕ 'У 'У дхЕ 

Используя формулы 

(5.2.16) 

находим, что первые два слагаемых в первой строке (5.2.16) сокраща
ются с тремя последними слагаемыми второй строки. Далее, используя 
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известное соотношение 

д и(З 
_9_ = - ги gлrз - гrз g>.u 
дх'У >.'У Л"f ' 

приходим к выводу, что выражение (5.2.16) соответствуют известным 
соотношениям (1.3.8) между символами Кристоффеля и компонентами 
метрического тензора. 

Следует заметить, что здесь фактически использован постулат, что 

«символы Кристоффеля», а точнее, коэффициенты связности, выража

ются через компоненты метрического тензора. Можно рассматривать бо

лее общие теории, где такой жесткой зависимости нет, например при ис

пользовании дифференциальных геометрий с неметричностью или кру

чением. В этом случае в уравнениях (5.2.16) сокращаются лишь слага
емые, содержащие производные от метрического тензора, и получает

ся система из независимых уравнений для обобщенных коэффициентов 

связности (для тензоров неметричности и кручения). 

5.3. Сопоставление монады в ОТО с электромагнитным 
векторным потенциалом 

Этот способ построения аналогий основан на сопоставлении вектора 

монады (в хронометрической калибровке) с вектором электромагнитно

го потенциала 

(5.3.1) 

Поскольку речь идет о монаде, то, прежде всего, следует записать основ

ные величины и уравнения электромагнитного поля в монадном виде. 

5.3.1. Уравнения Максвелла в монадном виде 

Материал данного раздела важен не только в связи с обсуждением 

геометрофизики - он существенен для решения большого круга прак

тических задач, в которых рассматриваются явления электродинамики 

в неинерциальных системах отсчета как в искривленном, так и в плос

ком пространстве-времени. Выписанные ниже уравнения справедливы и 

в отсутствие гравитации. 

Векторнъtй потенциал электромагнитного пол.я, Аµ в монадном ви

де представляется следующим образом: Аµ = rµA +Аµ, где введены 
скалярный (А) и пространственно-спроектированные (Аµ) компоненты 
потенциала: 

(5.3.2) 
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Тензор электромагнитного пол.я Fµv записывается через введенные 
величины в виде: 

Из этого выражения можно построить пространственно-спроектирован

ный вектор напряженности электрического поля и тензор напряженно

сти магнитного поля: 

причем имеет место соотношение 

(5.3.4) 

(5.3.5) 

(5.3.6) 

Характерно, что в определения пространственно-спроектированных 

компонент напряженностей входят физико-геометрические тензоры 

ускорения аµ и вращения Wµv неинерциальной системы отсчета. 
Здесь использована тензорная запись напряженности магнитного по

ля. В групповых калибровках от нее можно перейти к более привычной 

в практических задачах векторной записи. Например, в хронометриче

ской калибровке имеем 

H i _ ""ikjн . 
- с kJ> (5.3.7) 

где Eikj -3-мерный символ Леви-Чивиты. 
Первую пару уравнений Максвелла (5.1.3) 

представить в форме 

в монадном виде можно 

дтНµv = (V µ - аµ) Ev - (V v - av) Еµ; 

V µHvu + V vHuµ + V uHµv = 2(EµWvu + EvWuµ + EuWµv)· 

(5.3.8) 

(5.3.9) 

Подчеркнем, что в эти выражения входят характеристики неинерциаль

ной системы отсчета. 

Вторую пару уравнений Максвелла (5.1.4) можно представить в виде: 

- 4w 
\1 µЕµ - wvwµv = --J; 

с 

- 4w -
(дт - d)Eµ + ('Vv - av)Wv = --Jµ, 

с 

(5.3.10) 

(5.3.11) 

где использованы обозначения для плотности заряда и вектора тока: 

J = Tvjv, Jµ = -h~y. 
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Легко видеть сходство уравнений Максвелла в монадном виде с об

щепринятой 3-мерной записью этих уравнений, однако в данном случае 

эти уравнения записаны не в инерциальных, а в произвольных системах 

отсчета, причем не только в принятых в ньютоновой теории «твердо

тельных» системах отсчета, но и деформируемых. 

Тензор энергии-импулъса электромагнитного пол.я (5.1.6) имеет сле
дующие проекции: 

уµvт т =-~ (в,вл_lн rзН°'rз) · 
µ v 87!' л 2 °' , (5.3.12) 

-тµvh°'т = -~Н°'rз Еrз· 
µ v 47!' , (5.3.13) 

yµvh°'hrз = -~ [Е°' ЕfЗ + Н°' нrза + !.hafЗ (2Е Ел+ Н н>-а)] µ v 47!' ·<Т 4 ,\ ,\а (5.3.14) 

Заметим, что первая пара уравнений Максвелла (5.3.8) - (5.3.9) 
очень похожа на монадные тождества (3.5.30) и (3.5.31), если соотне
сти друг с другом величины: 

(5.3.15) 

где С0 - некая размерная константа, которая будет определена ниже. 

Данная аналогия просматривается и при сравнении других монадных и 
1 

электродинамических соотношений. 

5.3.2. Системы отсчета, ассоциированные 

с электромагнитным полем 

1. Отмеченная аналогия физико-геометрических тензоров и напряженно
стей электромагнитного поля послужила поводом для постановки вопроса об 

определении системы отсчета, ассои,иированной с электромагнитным полем 

(см" например, [43]). Введем такую систему отсчета. 
Поскольку векторный электромагнитный потенциал определен с точно

стью до калибровочных преобразований (5.1.1), то произвольную функцию J' 

f(x) можно подобрать так, чтобы векторный потенциал электромагнитного 
1 

поля Аµ был нормирован на плюс единицу. Тогда, используя введенный выше ; 
размерный коэффициент, можно ввести монаду тµ, ассоциированную с элек
тромагнитным rюлем, 

(5.3.16) 

Заметим, что условие нормировки вектора тl' не фиксирует однозначно выбор 

функции f(x). Еще остается возможность преобразования 

(5.3.17) 
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где функция j удовлетворяет условию 

2т11"\l µf + gµ"'V µf 'V' vf = О. (5.3.18) 

Таким образом, калибровочные преобразования выделяют класс систем отсче

та, ассоциированных с электромагнитным полем. 

2. В силу (5.3.16) и того, что в данной системе отсчета 

Аµ= -h~т11 =О, (5.3.19) 

тензор электромагнитного поля представляется в виде 

1 
Fµv = Со (2LUµv + тµаv - т"аµ)· (5.3.20) 

Поскольку в общем случае рассматриваемые системы отсчета характеризуются 

отличным от нуля тензором угловой скорости вращения, то без ущерба для 

общности можно использовать хронометрическую калибровку. 

Важно отметить, что в ассоциированных с электромагнитным полем систе

мах отсчета в общем случае может быть отличным от нуля тензор скоростей 

деформаций, поскольку, согласно определению (5.3.16), 

dа(З = - ~о (Aµ;v + Av;µ)h~h~; dik = 2~ ~;: · (5.3.21) 

При калибровочных преобразованиях (5.3.17) это выражение изменяется в за
висимости от выбора скалярной функции J. 

3. Как уже отмечалось, первая пара уравнений Максвелла совпадает с 
тождествами Риччи в монадном виде, а вторая пара уравнений Максвелла 

(5.3.10)-(5.3.11) (без источников) в данной системе отсчета соответствует до
полнительным соотношениям на физико-геометрические тензоры: 

*V kak + 2wikLUik = О; 

(*дт - d)ak + 2(*Vi - ai)wik =О. 

(5.3.22) 

(5.3.23) 

4. Используя (5.3.22) и (5.3.23), выпишем уравнения Эйнштейна для элек
тровакуума в системе отсчета, ассоциированной с электромагнитным полем. 

IЗыберем константу С0 из условия, чтобы слагаемые с квадратом угловой ско
рости вращения в левой и правой частях уравнений Эйнштейна сократились, 

что означает 

G 
Со=---.., 

с2 
(5.3.24) 

Тогда скалярную компоненту уравнений Эйнштейна можно представить в сле

дующих двух эквивалентных видах: 

*д d d dik + 3 (*" i i) о т - ik 4 v ia - aia = ; (5.3.25) 

(dikdik - d2
) + (*\i'iai - ~aiai) + 3R =О. (5.3.26) 
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Здесь и в дальнейшем встречаются две устойчивые комбинации величин: 

*\i'iai - aiai и dik + hikd. Последняя обладает свойствами: 

(5.3.27) 

Используя эти комбинации, (5.3.25) можно представить еще в одном виде, свя
зывающем характерные комбинации величин: 

(5.3.28) 

Смешанные компоненты уравнений Эйнштейна в электровакууме записы

ваются в форме 

(5.3.29) 

также представляющей собой связь вектора ускорения и тензора скоростей 

деформаций. 

Пространственно-спроектированные компоненты уравнений Эйнштейна 

записываются в виде 

. . . 2 
(*дт + d)(dik + hikd) + 2(di + hid)(djk + hjkd) - hik(djsdJs - 2d ) + 

+ (wkdij +w{djk) + ~(*Y'kai + *\i'iak -aiak) + 
hik . . 3 + 2(*\i'jaJ - ajaJ) + 'Rik =О. (5.3.30) 

Легко показать, что, взяв след этого уравнения, можно получить скалярную 

компоненту уравнения (5.3.26). 

5.3.3. Классификация матриц 3-мерных составляющих 
тензора электромагнитного поля 

1. При рассмотрении ряда вопросов теории электромагнитного поля 
используется 3-мерная векторная комбинация F = Е + iЙ. Построим 
аналогичную 3-мерную комбинацию, но не для вектора, а для антисим-

метричного тензора: 

где введен тензор электрического поля 

Eik = Eikj Ej. 

(5.3.31) 

(5.3.32) 

2. Рассмотрим квадратную 3 х 3-матрицу из компонент комплексно
го тензора (5.3.31). Для нее применимы все соображения, использован
ные выше при классификации матриц из компонент тензора кривизны 

(Вейля), однако в данном случае из-за антисимметрии тензора :Fik все 

обстоит значительно проще. Характеристическая матрица 

:F(Л) = :F - Лiз (5.3.33) 
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приводится к виду ( 
1 0 

F(Л) = О 1 
о о 

о 

о 

Л(Л2 - Fik;:ik) 

где 

Fikpk = (Ё2 
- Й2 ) + 2i(ЁЙ)]. 
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(5.3.34) 

(5.3.35) 

Если Fikpk не равно нулю, то данная матрица принадлежит подтипу I, 
а если этот инвариант равен нулю, что соответствует случаю электро

магнитных волн, то имеем подтип I I I по классификации Петрова. 

5.3.4. Алгебраическая классификация систем отсчета 

Поскольку в рамках второго способа сопоставления 3-мерным ком

понентам напряженностей электромагнитного поля соответствуют фи

зико-геометрические тензоры, то естественно распространить приведен

ную выше алгебраическую классификацию на понятия системы отсче

та [42]. Будем характеризовать систему отсчета 3-мерным комплексным 
тензором, составленным из ее физико-геометрических тензоров: 

(5.3.36) 

где вектору ускорения системы отсчета aJ сопоставлен антисимметрич
ный тензор aik по правилу (5.3.32): 

(5.3.37) 

Рассмотрим несколько частных случаев. 

1. Пусть равен нулю тензор скоростей деформаций (dik =О), тогда, в 

согласии с сопоставлениями (5.3.15), имеем прямую аналогию подобного 
вида систем отсчета со случаем электромагнитного поля, рассмотрен

ным выше, т. е. характеристическая матрица 

R(Л) = R-Лiз (5.3.38) 

11ринадлежит подтипу I, если RikRik -:/= О, и относится к подтипу III, 
если выполняются условия: 

а ak "' ,_,ik _О· 
k - """ik""" - ' (aw) =о. (5.3.39) 

2. Пусть равен нулю тензор скоростей деформаций (dik =О) и один из 
антисимметричных тензоров, например тензор угловой скорости враще

ния (wik =О), тогда системы отсчета, характеризуемые лишь вектором 

ускорения, принадлежат к подтипу I, поскольку первый из инвариан
тов в (5.3.39) отличен от нуля. Примером таких систем отсчета является 
хронометрически определенная система отсчета для метрики Шварц

шильда, записанной в координатах кривизн. 
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3. Пусть система отсчета характеризуется лишь тензором скоростей 
деформаций, т. е. пусть dik # О, ak = О, wik = О. Можно показать, что 

такие системы отсчета могут принадлежать подтипам I, D или О, т. е. 
могут относиться ко всем трем подтипам первого типа. 

Примером такого вида систем отсчета могут послужить хронометри

чески или кинеметрически определенные системы отсчета для решения 

Бонди-Пирани-Робинсона (метрики типа N), записанного в координа
тах (4.5.51). 

4. Для систем отсчета, характеризуемых отличными от нуля тензо
рами скоростей деформаций и угловой скорости вращения, но равным 

нулю ускорением (dik #О; Щk =О; Wik #О), характеристическая матри
ца может быть подтипов I, D и О, как и в предыдущем случае. 

5. Все возможные подтипы могут реализовываться для общего слу
чая, когда отличны от нуля все три физико-геометрических тензора. 

Изложенные результаты просуммированы в таблице (5.3.40), где пер
вые три колонки характеризуют значения физико-геометрических тен

зоров, а в четвертой колонке указаны возможные алгебраические под

типы соответствующей матрицы (5.3.36). 

dik aik Wik Подтип Rik 

о о о о 

о о # о I 
о #о о I 
о # о #о I, III (5.3.40) 
#о о о I, D, О 
#о о #о I, D, О 
# о # о о I, D, О, II, N, III 
#0 #0 #0 I, D, О, II, N, III 

Напомним, что для систем отсчета, ассоциированных с электромагнит

ным полем, в общем случае отличен от нуля тензор скоростей дефор

маций. 

5.4. Третья аналогия и дираковский канонический 
формализм ОТО 

В 60-х-70-х годах в целях подготовки классической теории грави- , 
тации для квантования (для выделения динамических степеней свобо

ды) была предложена гамильтонова формулировка ОТО. В ее развитие 

большой вклад внес П. Дирак [59, 60], что позволяет называть этот под
ход к теории гравитации дираковским ка'НО'НU'Ч,еским формализмом. Он 
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строился на примере электромагнитного поля, а затем разработанная 

методика переносилась на случай теории гравитации. 

В данном подходе оказались сопоставленными компоненты 3-мерно

го метрического тензора (в кинеметрической калибровке) и 3-мерного 

электромагнитного векторного потенциала 

(5.4.1) 

5.4.1. Гамильтонова формулировка электромагнетизма 

1. Плотность лагранжиана электромагнитного поля в кинеметриче
ской калибровке монадного метода представляется в виде 

f,' = - Н F vFµv = - тovfh (- hik*дтА/дтАk+ 
(А) 167ГС µ 87ГС 

+2Hik*дтAi(*'\lk - ak)A - hik(*'\li - ai)A(*'\lk - ak)A + ~HikHik), 
(5.4.2) 

где использованы проекции электромагнитных величин, введенные в 

(5.3.2). 
2. В качестве обобщенных электромагнитных «координат» выбира

ются проекции векторного потенциала А и Ai, тогда обобщенными ско
ростями являются * дт А и * дт Ai. Для трех последних обобщенных ско
ростей импульсы находятся в виде 

k _ дf,(А) __ тovfh Ek 
Р - д(*дтАk) - 47Гс . 

(5.4.3) 

Обратные соотношения находим в виде 

*дтА- 41Гсрi (* )А 
i = - тovfh + '\li - щ . (5.4.4) 

Скорость, соответствующая А, отсутствует в (5.4.2), поэтому для этой 
переменной получается так называемое уравнение перви-ч,ной св.язи 

0 дЕ(л) 
Р = д(*дтА) = О. (5.4.5) 

3. Плотность гамильтониана электромагнитного поля определяется 
в виде 

- k - -
11.(А) = р0*дтА + р *дтАk - L(A) = 

О*дтА 41ГCPkPk k(*'7 )А тovfhн Hik = р - + р v k - ak + -- ik . 
т0./h 47ГС 

(5.4.6) 

7-2979 
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Уравнения второй пары Максвелла (5.3.11) (без источников) можно 

представить как половину канонических уравнений: 

Вторая пара канонических уравнений 

*д А - f>'H(A) 
т k - брk 

(5.4.7) 

(5.4.8) 

опять совпадает с соотношениями между импульсами и обобщенными 

скоростями (5.4.4). 
4. Оставшееся уравнение (5.3.10) из второй пары уравнений Максвел

ла, называемое уравн.ен:ием втори-ч.н.оu связи, может быть представлено 

в виде скобки Пуассона для импульса р0 и плотности гамильтониана: 

(5.4.9) 

5.4.2. Гамильтонова формулировка теории гравитации 

При построении гамильтоновой формулировки теории гравитации 

фактически использовались нормальные системы отсчета, т. е. основные 

формулы были близки к получаемым в рамках метода кинеметрических 

инвариантов. Однако авторы, участвовавшие в этих исследованиях, не 

владели идеологией и математическим аппаратом теории систем отсче

та, поэтому здесь изложим гамильтонову формулировку теории грави

тации с существенными для этой программы коррективами. 

1. В качестве исходной плотности гравитационного лагранжиана 
возьмем плотность скалярной кривизны в кинеметрической калибровке 

-2xcl(gr) = F94R= тoVh (2*дтd- (d2 +dikdik) +2(*\7kak-akak) +3R), 
(5.4.10) 

где, напомним, отсутствует тензор угловой скорости вращения систе

мы отсчета. Кроме того, здесь и в дальнейшем будем опускать значки 

у физико-геометрических тензоров, указывающие на кинеметрическую 

калибровку. 

2. В выписанном выражении присутствуют слагаемые со вторыми 
производными. Избавимся от части из них. Для этого добавим к (5.4.10) 
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дивергентные члены: 

2J"=9(akak - *"\lkak) = -2(на>-),л; 

2J"=9(d2 
- *дтd) = -2(тлнd),л. 
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(5.4.11) 

В результате получим плотность гравитационного лагранжиана (с точ

ностью до постоянного размерного коэффициента) 

(5.4.12) 

3. В работах Дирака и ряда других авторов в качестве обобщенных 
(гравитационных) «координат» фактически выбирались 4 компоненты 
тµ и 6 компонент контравариантного 3-мерного метрического тензора 
hik. Тогда из (5.4.12) сразу же видно, что в плотности гравитационного 
лагранжиана отсутствуют обобщенные скорости, соответствующие обоб

щенным «координатам» тµ. Дирак разработал формализм исключения 

этих переменных из числа динамических степеней свободы, а соответ

ствующие им 4 уравнения Эйнштейна названы уравнениями связи. 
В монадном подходе компоненты тµ следует рассматривать не как 

обобщенные гравитационные «координаты», а как обобщенные скоро

сти движения системы отсчета, тогда в качестве обобщенных координат 

должны выступать пространственно-временные координаты хµ. Эти ко

ординаты можно понимать как набор из четырех скаляров. При изме

нении системы координат они просто заменяются на новые скаляры. В 

такой трактовке тµ нужно представлять как производные Ли от коор

динат: 

(5.4.13) 

а параметром эволюции следует считать интервал s = т вдоль мировых 
линий системы отсчета. 

Обобщенные импульсы, сопряженные хµ, находятся обычным обра

зом: 

D _ 8l(gr) __ тov'h, (4D _ 1. 4D) v 
.rµ - 8тµ - хе ILµv 29µv л, т . (5.4.14) 

Это выражение можно трактовать следующим образом. Поскольку в 

(5.4.12) отсутствуют т:О, то 6l(gr)/6тµ можно представить как действие 
оператора Эйлера-Лагранжа на плотность гравитационного лагранжи-
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ана: 

приводящее к левым частям четырех уравнений Эйнштейна. Поскольку 

в вакууме эти части равны нулю, то приходим к четырем уравнениям 

Эйнштейна, соответствующим уравнениям первичной связи в дираков

ском каноническом формализме: 

(5.4.16) 

4. Обобщенные скорости, соответствующие оставшимся 6 обобщен
ным гравитационным «координатам» hik, следует определить через мо
надные временные производные 

(5.4.17) 

тогда обобщенные импульсы получаем в виде 

(5.4.18) 

Обратные соотношения легко находятся в виде: 

*д hik = 4хс (pik + lhikp) 
Т тoJh 2 ' 

(5.4.19) 

где р = hikPik = тoJhd/xc. 
5. Плотность гамильтониана определим, как обычно: 

- _ µ *J:i-hik - _ µ 2хс (1 2 ik) тoJh з 'Н.(gr) - Рµт +Pik v1· -C(gr) - Рµт - тoJh 2р - PikP + 2хс R. 

(5.4.20) 
Канонические уравнения для переменных хµ и Рµ тривиальны: 

*J:i-P. = _ бH(gr) =О· 
v 1 · µ бхµ ' (5.4.21) 

Половина из оставшихся шести пар канонических уравнений эквива

лентна шести уравнениям Эйнштейна 

(5.4.22) 
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а вторая половина 

(5.4.23) 

совпадает с соотношениями (5.4.19). 
Таким образом в каноническом формализме все десять уравнений 

Эйнштейна записываются в виде канонических уравнений. Последние 

шесть из них принято называть ди'/-1,а.м,ическими, тогда как первые че

тыре - урав'Н,е'Н,и.ями св.язей. 

5.4.3. Суперпространство Уилера-ДеВитта 

1. Монадный метод в кинеметрической калибровке позволяет взгля
нуть на суть ОТО и уравнений Эйнштейна глобально, используя поня

тие суперпространства, введенного Уилером и ДеВиттом (см. [160)). Оно 
определяется как совокупность возможных 3-мерных пространственных 
сечений 4-мерного пространственно-временного многообразия. Полага
ется, что эти сечения ортогональны конгруэнции нормальной системы 

отсчета. 

Как известно, метрики римановых пространств задаются на ком

пактном хаусдорфовом многообразии, которое будем обозначать симво

лом 3М. Предлагается рассматривать множество Riem(3M), каждой точ
кой которого является возможная риманова метрика в 3М. Поскольку 
одну и ту же риманову метрику можно записать в разных координатных 

системах, то в Riem(3M) одно и то же риманово пространство описыва
ется некоторым множеством точек. Отождествим все такие точки, свя

занные допустимыми преобразованиями координат, не выводящими за 

пределы выбранной нормальной системы отсчета, символом Dif J(3M). 
Очевидно, эти преобразования соответствуют кинеметрическим преоб

разованиям (3.2.30)-(3.2.31). В результате получается так называемое 
первU'Ч'Н,Ое cynepnpocmpa'/-1,Cmвo 

S(3M) = Riem(3M)/ Dif J(3M). (5.4.24) 

Все точки в Riem(3M), полученные из одной преобразованиями 
Dif J(3M), называются орбитой этой точки. 

2. В пространстве Riem(3M) задается инфитезимальным образом 
метрика - расстояние между двумя близкими 3-мерными римановыми 

пространствами (сечениями 4-мерного пространства-времени): 

(5.4.25) 
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где бhij - бесконечно малые различия метрик двух близких по значени

ям 3-мерных метрик hij пространств; {;ijk'l' - суперметрический тензор. 
Интегрирование производится по координатам двух пространств. В этой 

формуле бhij выступает в роли, аналогичной дифференциалам коорди

нат dxµ в определении квадрата интервала в римановом пространстве 
ds 2 = gµ 11dxµdx 11

• 

3. Из самых общих соображений следует, что (;ijk'l' должно удовле
творять следующим требованиям: 

1) содержать дельта-функцию 83 ( х - х'), связывающую сопоставля
емые друг с другом точки в двух римановых пространствах; 

2) быть тензором четвертого ранга, чтобы da2 было скаляром; 
3) быть тензорной плотностью по Jh, веса 1 для обеспечения инте

грирования по d3x; 
4) быть симметричным относительно перестановки первой и второй 

пары индексов; 

5) строиться из компонент 3-метрики hij· 

Всем перечисленным требованиям удовлетворяет выражение 

где w - произвольная скалярная функция. Будем полагать 

1 
w=-. (5.4.27) 

То 

4. Ковариантные компоненты суперметрического тензора определя
ются из естественного условия 

(5.4.28) 

Используя (5.4.26), отсюда находим: 

Легко видеть, что след суперметрического тензора удовлетворяет уело-

вию 

J - -т"n"ij 3 _ .1:3( ') Gijm"n"G d Х - 6u Х - Х • (5.4.30) 

5. Эволюцию пространственных сечений нормальных систем отсчета 
при смещении вдоль соответствующих конгруэнций можно представить 
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в виде неких линий в суперпространстве. Каждой линии соответству

ет решение шести пространственно-спроектированных уравнений Эйн

штейна (3.5.22). Оказывается, эти уравнения можно записать в виде 
своеобразных уравнений типа геодезических линий с правой частью в 

пространстве Riem(3M) с суперметрикой Gijkl· В дальнейшем будем ее 
записывать без дельта-функции, что отображено отсутствием тильды 

над ее обозначением. 

Аналогично символам Кристоффеля в обычном римановом про

странстве определим коэффициенты связности в Riem(3M) по формуле 

jlmn _ .! . (ютпrs бGjlrs _ бGjlmn) 
Гik - 2 Gikrs бhJl + бhmп бhrs . (5.4.31) 

Тогда можно показать, что уравнения Эйнштейна (3.5.22) (без источни
ков) пред ставимы в виде 

*д (*д ) jlmn(* )(* ) _ 0 б(2тoJh3R) т тhik + Гik дтhJl дтhтп - -т Gikmп дh . 
mn 

(5.4.32) 

Эти уравнения напоминают уравнения движения 

(5.4.33) 

Правую часть в (5.4.32) можно понимать как некую суперсилу, полу
чаемую из плотности суперпотенциала 2т0Jh,3R способом, похожим на 
обычный: 

(5.4.34) 

6. Обобщенные импульсы (5.4.18) и плотность гравитационного га
мильтониана (5.4.20) можно более компактно записать через супермет
рический тензор (5.4.26): 

Qikmn 
pik _ ---d . 

- 2ис mп, (5.4.35) 

v' 1 (G ik mп г.hз'R) 
1 i(gr) = - 2ис ikmnP Р + То У n · (5.4.36) 

7. В работах Дирака и других авторов вторичная гамильтонова связь 
(5.4.16) (уравнение Эйнштейна, спроектированное на монаду по двум 
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индексам) рассматривалась как уравнение Гамильтона-Якоби в супер

пространстве. Введя функционал 8 такой, что 

ik 88 
р = 8hik' (5.4.37) 

получаем гравитационное уравнение Гамильтона-Якоби 

88 88 . г.з 
Gikmn дhik дhmп +То У h 'R = О. (5.4.38) 

5.5. Четвертая аналогия: тензор кривизны 
как аналог напряженности электромагнитного поля 

1. Четвертая аналогия гравитации и электромагнетизма основана на 
сопоставлении тензора кривизны Римана-Кристоффеля и тензора элек

тромагнитного поля: 

R~а(З ~ Fµv, (5.5.1) 

обладающих аналогичными свойствами антисимметрии по парам индек

сов. 

2. Для сопоставляемых величин (5.5.1) имеют место аналогичные 
дифференциальные тождества: тождества Бианки (1.4.7) в ОТО и пер
вая пара уравнений Максвелла (5.1.3) в теории электромагнитного поля: 

R:vafЗ;cr + я:vсrа;/З + R:v/Зcr;a = О +---t Fa/З;cr + Faa;f3 + F/Зcr;a = О. (5.5.2) 

3. Сворачивая тождества Бианки по паре индексов и используя обыч
ные уравнения Эйнштейна, можно прийти к соотношениям: 

Rfva[З;µ = Rv/З;a-Rva;[З = Х ( TvfЗ;a - Тvа;(З - ~(9v(ЗТ,а - 9vaT,rз)) = QvafЗ, 
(5.5.3) 

являющимся прямым аналогом второй пары уравнений Максвелла 

(5.1.4): 
µ µ - 471" . 

R.va[З;µ = Qva[З ~ Fv;µ - С )v· (5.5.4) 

В итоге получились геометрические уравнения, соответствующие урав

нениям Эйнштейна при специальном выборе источника [110} 

Q vа(З = Х ( Тv(З;а - Тvа;(З - ~ (9v(ЗТ,а - 9vaT,(3)) · (5.5.5) 

Любое решение уравнений Эйнштейна будет решением уравнений 

(5.5.3), однако при ином выборе источника получается более общая тео
рия, отличающаяся от ОТО. 
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4. Легко убедиться, что тензор электромагнитного поля тождествен
но удовлетворяет дифференциальному уравнению второго порядка 

F µv - О -+ 
"·µ·v -, , j~ =о, , 

соответствующему закону сохранения электрического заряда. 

(5.5.6) 

Аналогичное выражение можно получить и для случая гравитации, 

если записать вторую ковариантную дивергенцию от левой части (5.5.3): 

Rµv _ 1 (Rµv Rµv ) _ 
··а/З;µ;v = 2 ··а/З;µ;v - ··afЗ;v;µ -

- 1 ( Rav Rµ Rµa Rv + Rµv Ra Rµv Ra ) - О - 2 - ··а/З ·aµv - ··а/З ·aµv ··а/З ·aµv + ··аа ·/Зµv = · (5.5.7) 

Здесь использовано соотношение вида (1.4.1) для антикоммутаций вто
рых ковариантных производных от произвольного тензора. Таким обра

:юм, имеем аналогичные тождества: 

R µv - О +---+ 
··а/З;µ;v = F µv - О 

···µ·v = ' , , 

которым соответствуют законы сохранения: 

Q~/З;v = О +---+ j~ = О. 

(5.5.8) 

(5.5.9) 

5. Тензор энергии-импульса электромагнитного поля (5.1.6) можно 
1юлучить, исходя из первой пары уравнений Максвелла (5.1.3), свернув 
11х с тензором pµv. В итоге получаем 

(Fa/ЗF. 1 fЗраЛF. ) _ ра/ЗF. _ 47Г ·aF. 
аа - 49а а>. ;/З = ··;/З аа - --;;J аа· (5.5.10) 

·~десь также использована вторая пара уравнений Максвелла. В этом 

выражении слева стоит ковариантная дивергенция от тензора энергии-

11мпульса электромагнитного поля. Правое слагаемое, пропорциональ

ное силе Лоренца, также можно представить в виде ковариантной ди

вергенции, если учесть уравнение движения заряда в электромагнитном 

ноле. 

Аналогичное выражение можно ввести для случая гравитации, если 

свернуть тождества Бианки (1.4.7) с тензором кривизны Rla/3. После 
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свертки получаем 

_!_ (нµ, R'vaf3) - 2R'vaf3 Rµ, = О 
2 ·vа(З µ, ;а µ, ·vаа;(З ' (5.5.11) 

откуда следует 

(5.5.12) 

Стоящее слева квадратичное по кривизне выражение из компонент тен

зора кривизны может быть объявлено гравитационным тензором энер

гии-импул:ьса, т. е. имеем аналогию: 

5.5.1. Дуально сопряженные тензоры кривизны 

Приведем ряд соотношений и тождеств в двух сопоставляемых тео

риях, связанных с понятием дуалы-1,ого сопр.яжени.я. 

1. Дуалъно сопряженным тензором электромагнитного пол.я назы-
вается величина 

* _ 1pµ,vE 
F а(З- 2 а(Зµv, (5.5.14) 

где введен ковариантный тензор Леви-Чивиты, связанный с символом 

Леви-Чивиты еа(Зµ,v, введенным в (1.2.12), соотношением 

(5.5.15) 

Через дуальный тензор записывается в более симметричной форме тен

зор энергии-импульса электромагнитного поля 

(FаЛр 1 ЛраfЗF. ) _ 1 (F°'ЛF + р* ал р* ) 
аа - 49а а(З - 2 аа аа · (5.5.16) 

2. Аналогичным образом можно определить лево- или правосторонне 

дуалънъ~е компоненты тензора кривизны 

(5.5.17) 

Дважды дуалъным тензором кривизны называется тензор вида 

(5.5.18) 
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3. Дважды дуальный тензор кривизны можно представить в виде: 

** 
- Ra{Зµv= Ra{Зµv - Ваµ9{Зv + Ваv9{Зµ - Brзv9aµ + В(Зµ9аv, (5.5.19) 

где введен тензор 

(5.5.20) 

обладающий нулевым следом BarзgafЗ = О. 
Легко показать, что дважды дуальный тензор кривизны обладает 

свойством 

т. е. его свертка по двум индексам дает тензор Эйнштейна, 

левой части уравнений Эйнштейна. 

Из (5.5.21) следует соотношение 

4. Имеет место алгебраическое тождество 

где справа присутствуют три квадратичных инварианта: 

I R Ra{Зµv 
3 = а{Зµv · 

(5.5.21) 

СТОЯЩИЙ В 

(5.5.22) 

(5.5.23) 

(5.5.24) 

5. Тождества Бианки записываются через дуальные тензоры кривиз
ны следующим образом 

*" ** 
*· а а R ~{Зµv 

Va R ·fЗµv = аха =О; 
**а а R ~µv 

Va R ·fЗµv = аха =О. (5.5.25) 

Как уже отмечалось, эти тождества соответствуют первой паре урав

нений Максвелла, которые через дуальный тензор электромагнитного 

поля записываются в виде: 

* 
'7 * а{З а F а{З -- О vaF = ___, 

аха 

*" 
а R ~µv =О. 
аха 

(5.5.26) 
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5.5.2. Ква,цратичные по тензору кривизны лагранжианы 

Рассмотрим лагранжев формализм ОТО, соответствующий данному 

(четвертому) уровню аналогий гравитации и электромагнетизма (5.5.1). 
1. Прямым аналогом плотности лагранжиана электромагнитного по

ля (5.2.4), согласно (5.5.1), для гравитации (с точностью до размерной 
константы) является выражение 

(5.5.27) 

Здесь следует подчеркнуть, что пока не используется связь тензора кри

визны с метрическим тензором, а исходной напряженностью является 

именно величина R1:'v>..p' но не Rµv>..p· Легко убедиться, что, варьируя это 
выражение по 9µа:, получаем ранее записанный геометрический тензор 

энергии-импульса (5.5.13), а варьирование этого выражения по симво
лам Кристоффеля приводит к выражению 

J[,(O) 

___QQ = А [(R'тfЗа:). + (я·fЗта:). ] = 0 ( 2 ) ьга 2 (J' ,а: (J' ,а: ' 5.5. 8 
т(З 

соответствующему уравнению (5.5.3) без источников. 
2. Чтобы ввести источники кривизны в (5.5.28), необходимо взять 

более общее выражение для плотности геометрического лагранжиана, 

нежели (5.5.27). В работе Н. В. Мицкевича [110] показано, что оно долж
но быть выбрано в виде 

где с1 и с2 -две константы, связанные соотношением 

(5.5.30) 

3. Чтобы убедиться в необходимости данного обобщения, сначала вы
делим из правой части (5.5.12) соответствующее ему выражение геомет-

д ~ Т.(iпt)Л Д 
рu'ЧеС'кого тензора энергии-имnу.1tъса взаи.мо еисmви.я, (J • ля этого 

представим правую часть (5.5.12) в виде ковариантной дивергенции: 

(нµvЛ) RP = R), нvµр - -2R нv>..р -
р ;,\ ·µva - ·vµр;Л О' - vЛ;р а -

= - ( 2RµvR!v>.. - 2RavR>.v + RR; + Rµv Rµv9; - ~g;я2) ;>., (5.5.31) 
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rде было учтено, что R~;v = (l/2)R,µ. Обозначив 

1 T(iпt)>. = 2R я·µv>. - 2R R>.v + RR>. + g>. (яµvR - lн2) (5 5 32) 
ст - µv ст стv ст ст µv 4 ' · · 

ветрудно убедиться, что это выражение получается из (5.5.29) варьиро
r(iпt) 

ванием J-,(R) по метрическому тензору 

,,.. 

:. д{,(int) 
(R) = T(int) 

дgстv стv · 
(5.5.33) 

робирая вместе (5.5.12) и (5.5.31), имеем геометрический «закон сохра
~ения» 

1· ( TJR)>. + TJint)>.) ·>. = 0. (5.5.34) 
, 

4. Варьирование квадратичного лагранжиана (5.5.29) по символам 
Кристоффеля приводит к выражению 

OL(R) = - А [(на>.(3 + нfЗ>.а). + (g>.a R(З + gfЗЛ R°' - 2g>.Raf3). ] . 
8Га 2 а а ,>. а а а ,>. 

а(З 

(5.5.35) 
:Приравняв это выражение нулю, получаем геометрическое уравнение, 
заменяющее уравнение Эйнштейна, однако обладающее тем недостат

·КОМ, что в нем нет необходимой информации о физических источниках -· 
искривления пространства-времени. 

·, 5. Чтобы исправить данный недостаток, предлагается [110] доба-

1\iить к квадратичной плотности лагранжиана (5.5.29) обычную линей
~ую по кривизне плотность (5.2.8), т. е. исходить из суммарной (тоталь
lной) плотности лагранжиана вида 

r(tot) r(O) r(int) r r 
J-,(gr) = J-,(R) + ,__,(R) + ,__,(gr) + J-,(m)· (5.5.36) 

Линейная по кривизне (обычная) часть плотности лагранжиана L(gr) 

\в такой теории играет важную роль, одновременно устанавливая связь 
, кривизны с метрическим тензором и с характеристиками негеометриче
ской материи. На этом основании Н. В. Мицкевич назвал ее 2енераторо.м 

геометризации т.яготени.я,. 
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Используя результаты метода Палатини, можно прийти к выводу, 
что 

8 
8Г11 (J:,(R) + [,(gr)) = 0 

а{З 

(5.5.37) 

приводит к общеизвестному выражению компонент тензора Римана

Кристоффеля через комбинацию из первых и вторых производных от 
метрического тензора. 

6. Обобщенные уравнения движения получаются варьированием то
тальной плотности лагранжиана по компонентам метрического тензора: 

_.!!_ r(tot) 1 _ ( (R) (int)) 
дg1ш.t..-(gr) ~ Rµv - '5,9µvR - Х T(m)µv + Tµv + Tµv · (5.5.38) 

На первый взгляд, эти уравнения отличаются от стандартных уравнений 
Эйнштейна, однако можно показать (см. [110]), что это не так, поскольку 
дополнительные гравитационные слагаемые сокращаются и уравнения 

сводятся к уравнениям Эйнштейна. 

5.5.3. Классификация матриц электромагнитного тензора 
2-го ранга 

Рассмотрим классификацию матриц тензоров электромагнитного по
ля, соответствующую данному сопоставлению электромагнитных и гра

витационных величин (5.5.1). В этом случае метод алгебраической клас
сификации следует применить непосредственно к квадратной 4 х 4-мат
рице из компонент тензора напряженности электромагнитного поля. 

Для нее характеристическое уравнение (в плоском пространстве-време
ни) имеет вид: 

llFµv - A'Т]µvll =О. (5.5.39) 

Непосредственное вычисление определителя приводит к биквадратному 
уравнению 

(5.5.40) 

где коэффициентами являются инварианты электромагнитного поля: 

* 
FµvFµv = Hk Ek = J2. (5.5.41) 

С помощью элементарных преобразований характеристическую 4 х 
4-матрицу для (5.5.39) можно привести к двум возможным канониче-
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ским матрицам: 

( ~ 
о о о 

) 1 о о 

о 1 о 

о о Л4 + .:1~л2 - .:722 

(5.5.42) 

(~ 
о о о 

) 1 о о 

о ). о 

о о Л(Л2 + J1) 

при J2 =О. (5.5.43) 

Первая из этих матриц соответствует наличию четырех корней, опре

деляемых лишь из одного инвариантного множителя канонической мат

рицы, т. е. имеет характеристику [(1)(1)(1)(1)]. Назовем электромагнит
ные поля с характеристиками [1111) полями первого типа Т1, а их част
ный случай [(1)(1)(1)(1)] - подтипом I типа Т1 (по аналогии с названи
ями типов и подтипов пространств Эйнштейна в главе 5). 

Вторая из канонических матриц (5.5.43) соответствует корням: 

Л1 = Л2 =О; Лз = ±Д; при J1 =/=О; 

Л1 = Л2 = Лз = А4 = О при J1 = О. 
Эти две возможности описываются двумя характеристиками: 

[(l,l)(l)(l)J и [(1,З)J 

(5.5.44) 

(5.5.45) 

соответственно. Первую из них, принадлежащую к типу Т1, назовем под

типом D (к нему принадлежит закон Кулона), а вторую назовем типом 
Т2 (или подтипом N). Таким образом, электромагнитные поля могут 
быть только двух типов (Т1 и Т2), причем первый из н:их разбивается 

на два подтипа: I и D. Изобразим эту ситуацию с помощью диаграм
мы, аналогичной диаграмме Пенроуза-Петрова (см. рис. 5.1). Подтипы 
электромагнитных полей D и N естественно назвать алгебраи-ч.ески спе
-циальными. Известно, что для чистого электромагнитного излучения 

J 1 = J 2 = О, т. е. электромагнитные волн:ы принадле:>1Саm к алгебраи

'Чески спеv,иальпо.му типу N(T2). 

5.6. Пятая аналогия (тензор кривизны и квадрат 
электромагнитного тензора) 

Пятая аналогия гравитации и электромагнетизма основана на сопо-

ставлении 

(5.6.1) 
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![(1)(1)(1)(1)] 

/1 
N[(l,3)] -- D[(l,1)(1)(1)] 

Рис. 5.1. Алгебраическая классификация электромагнитных полей 

1. Легко видеть, что тензор четвертого ранга FafЗµv обладает теми 
же алгебраическими свойствами симметрии, что и тензор Римана-Кри

стоффеля. Ему можно соотнести по формуле (5.5.18) дважды дуально 
сопряженный тензор 

(5.6.2) 

Пользуясь формулой (5.5.21), можно показать, что свертка этого тензора 
по двум индексам приводит к выражению 

(5.6.3) 

2. Из (5.6.3) следует, что тензор энергии-импульса электромагнитно
го поля (5.1.6) можно записать в виде 

T (e.m.) _ 1 (F р>. 1 F р>.rт) _ 1 (F** F, ) аµ {Зv - - 47r {3>. v· - 49f3v Лrт - - S7r а{Зµv + а{Зµv g , 

а уравнения Эйнштейна для электровакуума на основании 

(5.6.4) представляются в форме 

[** G (** )] RafЗµv + с4 FafЗµv +FafЗµv gaµ =О. 

(5.6.4) 
(5.5.21) и 

(5.6.5) 

Имеется ряд других любопытных соотношений в рамках этого способа 

построения аналогий. 

3. Предваряя рассмотрение вопроса о классификации электромаг
нитного тензора 4-го ранга, отметим, что тензор Римана-Кристоффеля, 

удовлетворяющий свойству 

** 
Rµva{З = Rµva{З, (5.6.6) 

т. е. совпадающий с дважды дуальным себе тензором, является кон

формно-плоским. Несложно показать, что тензор Вейля, образованный 
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из такого тензора кривизны, принадлежит алгебраически специальному 

подтипу О первого типа по Петрову. 

4. В частности, если положить, что 

* * Rµva/3 = x(FµvFa/3+ FµvFafЗ), (5.6.7) 

* где Fµv и F µv - произвольный антисимметричный тензор и дуальный 

ему тензор, а х - некая константа, то такое пространство-время явля

ется конформно-плоским, т. е. принадлежит подтипу О первого типа по 

классификации Петрова. 

Очевидно, что для такого пространства-времени выполняются урав

нения Эйнштейна (5.1.8) для электровакуума. 
5. Если в дополнение к (5.6. 7) потребовать, что 
1) Fµv представляется в виде 4-ротора от некого векторного потен

циала и 

2) определитель матрицы llFµvll #О, 
то в данном пространстве-времени выполняется система электровакуум

ных уравнений Эйнштейна и Максвелла. (Заметим, что llFµvll = (ЕЙ)2 .) 
6. Имеет место и обратное утверждение: всякое конформно-плоское 

решение электровакуумной системы уравнений Эйнштейна и Максвелла 

характеризуется тензором Римана-Кристоффеля, представимым в виде 

(5.6.7). 

5.7. Выводы и замечания 

1. Обращение к рассмотрению аналогий между гравитацией и элек
тромагнетизмом было вызвано не столько интересом к метафизической 

(философской) проблеме соотношения геометрии и теории физическо

го электромагнитного поля, сколько стремлением решить ряд прагма

тических проблем ОТО, исходя из аналогии теорий гравитации и фи

зического электромагнитного поля. Предполагалось, что ряд проблем 

обусловлен неудачной формулировкой теории гравитации. В результа

те возник ряд эквивалентных (в математическом плане) формулировок 

ОТО, которые можно классифицировать по двум основным признакам: 

по способу изложения (построения) теории и по выбору первичных ха

рактеристик искривленного пространства-времени (см. рис. 5.2). 
Под способом изложения теории понимаются: геометрический под

ход, лагранжев формализм, который впервые применил к теории гра

витации Д. Гильберт при выводе уравнений Эйнштейна, гамильтоно

ва формулировка теории гравитации, аналог формализма Гамильтона-
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Якоби в теории гравитации. В таблице рисунка 5.2 названные подхо
ды обозначены по вертикали. Это те формулировки теории, которые 

представлены в классической аналитической механике. При этом гео

метрический подход должен быть уподоблен формулировке механики 

на основе обобщенных уравнений Ньютона. 

1~ 
Метрический Метрика Тензор Монадные Тетрады, -

тензор +связность кривизны величины (диады) 
I 9µv gµ", Г~,,(к~") R:"arз Тµ, hµv gµ(a) 

р 

Геомет-
Традицион. О боб-

Теории 
Тетради. 

рический 
изложение щенные 

Картана, 
Монадный (диадный) 

подход 
теории геометрии 

Манделстама 
формализм формализм 

Эйнштейна Схоутена (см.гл.6) 

Метод 
Квадра-

Лагранжев 
Лагранже в Палатини, 

тичные 
Тетради. 

формализм 
подход обобщенные 

по кривизне 
лагранж. 

Гильберта лагран- формализм 
жианы 

лагранжианы 

Гамильтонов 
Симметричн. Дираковский 

формализм 
гамильтонов канонический 
формализм формализм 

Формализм 
Супер-

Гамильтона-
пространство 

Якоби 
"Уилера-
ДеВитта 

Рис. 5.2. Различные формулировки общей теории относительности 

В представленной таблице по горизонтали приведены формулировки 

ОТО на основе таких исходных характеристик искривленного простран

ства-времени, как: компоненты метрического тензора, метрический тен

зор вместе с компонентами связности, непосредственно компоненты тен

зора кривизны. В качестве первичных геометрических величин можно 

также выбирать монадные составляющие метрики, но можно исходить 

из компонент тетрады или диады (см. главу 6). 
Результатом многочисленных исследований стал широкий спектр 

формулировок одной и той же теории. В связи с этим уместно еще раз 

напомнить слова Р. Фейнмана, которому «всегда казалось странным, что 

самые фундаментальные законы физики после того, как они уже откры

ты, все-таки допускают такое невероятное многообразие формулировок, 

по первому впечатлению неэквивалентных, и все же таких, что после 
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определенных математических манипуляций между ними всегда можно 

найти взаимосвязь» (164, с. 207]. 
2. Перечисленные здесь 4-мерные теории гравитации, не выводящие 

за пределы ОТО Эйнштейна, следует отличать от многочисленных по

пыток построения единых 4-мерных теорий гравитации и электромагне
тизма на базе обобщенных геометрий, которые были охарактеризованы в 

главе 4. Такие попытки были типичны для исследований 20-х-40-х годов 
ХХ века, в рамках которых были получены новые сведения о дифферен

циальной геометрии и использованной в ОТО римановой геометрии, как 

частного случая геометрий Схоутена. 

3. Проблема построения единой геометрической теории гравитации 
и электромагнетизма решается в рамках многомерной (римановой) гео

метрии (см. третью часть книги), позволившей обнаружить искомую 

взаимосвязь гравитации и электромагнетизма: метрический тензор эйн

штейновской теории гравитации и электромагнитный векторный потен

циал строятся из единого набора компонент многомерного метрического 

тензора. Таким образом, вскрываются корни рассмотренных в этой гла

ве пяти способов сопоставления гравитации и электромагнетизма, отра

жающих разные стороны многомерной геометрической картины мира. 

Более того, геометрофизика позволяет предостеречь от ряда иллюзий, 

возникающих при абсолютизации любой аналогии из числа проанализи

рованных в рамках 4-мерия. 
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Системы отсчета и ориентаций 

т 

В основе классической физики и геометрии лежит счет событий. В 

частности, понятие тензора и все тензорное исчисление базируется на ну

мерации точек-событий и групповой симметрии (эквивалентности) спо

собов их нумерации. Для математической формулировки теории доста

точно существования координатных систем, однако установление нуме

рации точек-событий относится уже к сфере физики. Конкретный спо

соб задания координатных систем основан на методе радиолокации, т. е. 

на показаниях часов одиночного наблюдателя, фиксирующих моменты 

отправления и приема отраженных сигналов. С помощью этого метода 

можно развернуть все содержание ОТО. Такая формулировка теории, 

названная хроногеометриеu, органически включает в себя понятие си

стемы omc"leтa одино"lного наблюдател.я, отличное от случая контину

ума наблюдателей, описываемых монадным методом. Хроногеометрия 

демонстрирует не только способ нумерации событий, но и неизбеЭ1Сностъ 

введени.я при этом в геометрию дополнителъноu структуры в виде од

ного или нескольких векторов в каждой точке (или соответствующих им 

конгруэнций мировых линий). 

Напомним, что данное в главе 3 определение системы отсчета основа
но на выделении в каждой точке 4-мерного пространства-времени лишь 
одного времени-подобного вектора тµ, характеризующего 4-скорость на

блюдателя. Это является достаточным для описания зависимости на

блюдаемых величин от состояния движения наблюдателя. В монадном 

методе не предполагается специального выделения отдельных простран

ственно-подобных направлений в 3-мерных пространственных сечениях, 

ортогональных вектору тµ, что соответствует минимуму возможностей, 

которыми наделен наблюдатель (часы). 

Если у наблюдателя есть возможность измерять, наряду со временем, 

длины вдоль всех пространственно-подобных направлений, то следует 

использовать тетрадный .метод 1+1+1+1-расщепления. Этим методом 

в 3-мерных пространственно-подобных сечениях задаются три орта ис-
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пользуемой наблюдателем системы ориентации. Последние могут не сов

падать с касательными к координатным линиям. Таким образом, тетрад

ный метод предназначен для описания систе.м:ы отсчета и ориентации. 

Этот метод оказывается необходимым для описания спинорных частиц 

в искривленном пространстве-времени. 

4-мерная 
симметрия 

1+3-
расщеплен. 

/ м:;:ый \ 1+1+2- 1+1+1+1-
расщеплен. _ расщеплен. 

наты 2+2 метод метод 

Коорди- \ 

/ 

Диадный -- Тетрадный 

~-----' расщеп~ен. .__ ___ ___, 

Диарный 
метод 

Рис. 6.1. Соотношение различных методов расщепления 4-мерного простран
ства-времени в ОТО 

Однако имеются менее полные методы описания систем отсчета и 

ориентаций, соотношение между которыми изображено на рисунке 6.1. 
Возможности наблюдателей измерять пространственно-подобные ком

поненты величин лишь в каком-то одном направлении математически 

описываются заданием в каждой точке пространства-времени, кроме 

монады тµ, еще одного, пространственно-подобного единичного векто

ра zµ, который вместе с тµ образует диаду. В этих случаях имеет место 
1+1+2-расщепление 4-мерного пространственно-временного многообра
зия. Методику описания подобных наблюдателей, построенную по обра

зу монадного метода, естественно назвать диадным методом. 

Возможны специальные ситуации, когда по каким-то причинам нет 

нужды в различении отдельных направлений, т. е. существенно лишь 

разбиение пространства-времени в каждой точке на пару ортогональных 

2-мерных сечений. В этом случае следует говорить о 2+2-расщеплении 

4-мерного пространства-времени и о соответствующем ему диарном ме

тоде, имеющем черты монадного и диадного методов. Названный выше 

метод хроногеометрии тесно связан с диадным и диарным методами. 

Эта глава посвящена рассмотрению названных методов, которые, 

как и монадный, представлены в виде четырех составных частей: алгеб

ры, задания физико-геометрических тензоров, определения операторов 

дифференцирования и записи уравнений и тождеств в соответствующем 

виде. 
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Кроме уже упомянутых областей применимости названных методов, 

материал этой главы является подготовительным для изложения единой 

многомерной геометрической теории физических взаимодействий в 3-й 

части книги. 

6.1. Хроноrеометрия 

Ключевые понятия классической геометрии и физики основываются 

на счете происшедших событий. Простейший инструмент такого рода -
это часы. Используя показания часов, можно развернуть содержание 

всей геометрии. Программа такого рода развивалась рядом авторов, в 

частности Л. Я. Арифовым [2] и Дж. Сингом [149], В работах Д. И. Бло
хинцева [9] обсуждались возможности применения этого подхода в фи
зике микромира. 

Данный подход одновременно представляет собой еще один метод 

задания систем отсчета, не использующий заложенные в монадный ме

тод представления об идеализированных наблюдателях, заполняющих 

все пространство. Можно ограничиться так называемым одино'Ч.нъ~.м па

блюдателем, который характеризуется одной мировой линией или уз

кой трубкой линий. Чтобы он мог получать информацию о всех осталь

ных точках пространства-времени, его нужно снабдить соответствую

щей аппаратурой и методикой анализа. Пусть наблюдатель может ис

пользовать радиолокацию, т. е. обладает возможностью излучать и при

нимать отраженные (электромагнитные) сигналы, фиксируя по показа
ниям своих часов моменты излучения и приема сигналов. Об этом под

ходе к ОТО, названном хроногеометрией, Дж. Синг писал: «Для нас 

единственной основной мерой ,я,вл.яетс.я врем.я. Длина (или расстояние), 

поскольку возникает необходимость или желательность их введения, бу

дет рассматриваться как строго произвольное понятие ... Фактически 
мы имеем дело с римановой хроногеометрией, а не геометрией, слово 

геометри,я,, внушающее опасение, что нам, чего доброго, придется во

зиться с измерением длин с помощью метровой линейки, можно было 

бы в этой связи полностью исключить из употребления, если бы грубое 

буквальное значение понятия геометрии не приобрело глубокой связи с 

абстрактными математическими определениями «пространства», «мет

рик» и т. д.» [149, с. 101]. 
Продемонстрируем, как, исходя из показаний часов на времени-по

добной мировой линии наблюдателя, разворачивается содержание гео

метрии и вводятся ее основные понятия и соотношения. 
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1. На мировой линии имеем монотонно изменяющийся параметр 
т = ct - собственное время наблюдателя. Квадрат интервала sr2 между 
двумя событиями на этой мировой линии, помеченными индексами 1 и 
2, задается часами: sr2 = (т2 - т1)2. 

2. В окрестности своей мировой линии (не обязательно малой) на
блюдатель самым непосредственным образом может ввести две коорди

наты окружающих точек-событий. Поясним это. Пусть наблюдателя ин

тересуют координаты точки-события М вне его мировой линии, и пусть 

наблюдатель, испустив сигнал в момент собственного времени т1, отсчи

тываемого от некоторой точки О, получил отраженный от М сигнал в 

момент т2. Значение Ti положительно, если точка О предшествует Ti, и 

отрицательно, если О выбрано после тi. Время события М относительно 

О можно определить величиной 

(6.1.1) 

расстояние между событиями О и М следует задать формулой (см. 

рис. 6.2) 
(6.1.2) 

а квадрат пространстранственно-временного интервала между событи

ями - формулой 
(6.1.3) 

о lом 

Рис. 6.2. Определение промежутка времени и расстояния между событиями О 
и М в хроногеометрии 
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Легко видеть, что выполняется обычное соотношение 

2 2 12 
sом = том - ом· (6.1.4) 

3. Если точка О лежит между моментами испускания сигнала и его 
приема после отражения, то, согласно (6.1.4), события О и М простран
ственно-подобны, т. е. ЛsЪм = (ОМ)2 <О. 

4. Хроногеометрическим способом можно ввести понятия векторов, 
их скалярные произведения, вывести формулы для преобразований Ло

ренца и многое другое. 

5. В рамках хроногеометрии особенно ясным становится смысл так 
называемого «парадокса близнецов». В некоторых публикациях этот 

«парадокс», состоящий в разных показаниях часов двух наблюдателей, 

одновременно вышедших из одного места и затем вновь встретившихся 

в какой-то другой точке пространства-времени, связывают с процессом 

ускорения одной системы отсчета относительно другой. На самом де

ле это чисто кинематический эффект, обусловленный разными длинами 

(разными значениями собственных времен) отрезков двух мировых ли

ний, имеющих общие начала и конец. 

6. Отметим, что методом хроногеометрии задаются координата вре
мени и расстояние от наблюдателя (радиальная координата в цилин
дрической координатной системе) до точки-события М, но не опреде

ляются угловые координаты (например, углы е и zp) событиям. Для 
их определения необходимы дополнительные факторы. Это можно сде

лать, например, снабдив наблюдателя датчиками направления посылки 

и приема сигналов или посредством хроногеометрического определения 

расстояний и промежутков времени до трех наблюдателей и затем срав

нения их показаний. Последнее легко понять, вспомнив необходимость 

опорных направлений в задании сферических или цилиндрических ко

ординат в плоском (евклидовом) пространстве. Для задания координат, 
аналогичных декартовым, удобнее использовать три опорные мировые 

линии. Тогда в малой окрестности исходной мировой линии r можно 

определить триаду пространственно-подобных векторов gµ ( k), ортого
нальных времени-подобному вектору gµ(O) = rµ. 

7. Покажем, как в рамках хроногеометрии можно определить ком
поненm'Ы метрu'Ческого тензора 9µvl(o) в произвольной точке О на ми
ровой линии r наблюдателя [2]. Выберем в окрестности точки О десять 
различных точек-событий M(r)> где r = 1, 2, · · · , 10, тогда имеем 10 хро
ногеометрически измеримых интервалов дsfr) между точками-событи
ями О и M(r)· 
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Пусть в малой окрестности точки О каким угодно способом введена 

система координат. Ею может быть и система с хроногеометрическим 

заданием координат х0 = т и х1 = l согласно (6.1.1) и (6.1.2). Пусть 
координаты выбранных точек {х(о) + Лх(т)}. Определим квадратную 
10 Х 10-матрицу y~~j =у(~ = {Лх(т)Лх(т)}, где индексом р пронумеро
ваны 10 возможных симметричных комбинаций индексовµ и v. Десять 
точек-событий М(т) будем называть независимыми, если определитель 

1Jy~~j11 ?'= О. Положим, что выбранные точки-события независимы. 
Введем в точке О систему пока неизвестных компонент 9µvl(o) та

кую, чтобы хронометрически введенные квадраты интервалов представ

лялись в виде 

(6.1.5) 

Десять соотношений (6.1.5) можно рассматривать как систему уравне
ний относительно 10 неизвестных компонент метрического тензора с 

матрицей известных коэффициентов y~~j и хроногеометрическим обра
зом заданных квадратов интервалов Лszr)· Решая эту систему, находим 
искомые компоненты метрического тензора. 

8. Анализ процессов трехкратного отражения сигналов между двумя 
времени-подобными геодезическими т и T(l) позволяет хроногеометриче

ским методом ввести величины, соответствующие компонентам симво

лов Кристоффел.я [2]. 
9. Посредством процессов пятикратного отражения сигналов меж

ду двумя времени-подобными геодезическими линиями можно хроно

геометрическим способом определить величины, непосредственно свя

занные с компонентами тензора кривизны [2, с. 59]. 
10. Легко усмотреть связь хроногеометрического подхода к общей 

теории относительности с картановски.м .методом перемещений, ассоци

ированных с циклом. Действительно, треугольник с вершинами в точках 

А и В на мировой линии одиночного наблюдателя, в которых был испу

щен и принят сигнал, и в точке М вне мировой линии, в которой сигнал 

был отражен, образует замкнутый контур, определяемый смещениями 

по времени-подобной и радиальной координатам (см. рис. 6.2): 

(6.1.6) 

Различные ориентации в 3-мерном пространстве контуров, имеющих об

щее смещение вдоль мировой линии наблюдателя, можно использовать 

для определения изменений переносимых по этим контурам векторов, 

например, направлений испущенных сигналов. 
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Очевидно, что заданные хроногеометрическим способом координаты 

времени и радиального расстояния естественным образом определяют 

два направления в 4-мерном пространстве-времени. 

6.2. Тетрадный метод 

Пусть в 4-мерном пространстве-времени так или иначе задана ко
ординатная система. Рассмотрим в общем виде теорию дополнительных 

структур (систем векторов), характеризующих направления в простран

стве-времени. Это могут быть как направления движения системы от

счета, так и пространственные векторы, описывающие ориентацию. Бу

дем рассуждать дедуктивным методом, т. е. сначала рассмотрим самый 

общий случай из четырех возможных векторов (тетрадный метод) и за

тем спустимся к случаям их меньшего числа. 

Представим основные положения традиционного тетрадного метода 

(см. [71, 139, 141]) в той же последовательности, что и ранее рассмот
ренный монадный метод. 

6.2.1. Алгебра тетрадного метода 

1. В тетрадном методе используются унифицированные обозначения 
для четверки векторов gµ(a), где в круглых скобках указан номер век
тора, принимающий значения: О, 1, 2, 3. Метрический тензор представ
ляется в виде: 

9µv = 9µ(a)gv(a) = 9µ(0)gv(O) - 9µ(1)gv(1) - 9µ(2)gv(2) - 9µ(3)gv(3), 
(6.2.1) 

где четыре вектора ортонормированы: 

{ 

+1 при а= /3 =О; 
gµ(a)gµ(/3) = 71(а/3) = -1приа=/3=1,2,3; 

О при а i= /3 
} (6.2.2) 

Очевидно, векторы тетрады gµ(a) следующим образом связаны с монад
ными составляющими метрического тензора: 

9µ(0) = тµ; hµv = 9µ(i)gv(i). (6.2.3) 

2. В тетрадном методе унифицированы также обозначения результа
тов проектирования компонент произвольного тензора на направления 
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векторов тетрады - посредством указания номера вектора проектирова

ния в круглых скобках, например: 

Bµgµ(a) = В(а); Bt."."."gµ(a) ... gv({З) ... = В(а ... (3 .. . ). (6.2.4) 

В наиболее распространенном варианте тетрадного метода использу

ются смешанные величины, т. е. тензоры, лишь частично спроектирован

ные, например вt::: (а ... ) , имеющие индексы двух типов: универсальные 
(ковариантные и контравариантные) и локальные (в скобках). В этом 

состоит существенное отличие такого тетрадного метода от монадного, 

где используются лишь полностью спроектированные на составляющие 

метрического тензора величины. Можно сказать, что такой тетрадный 

метод имеет эклекти'Ч.еский характер. Однако имеется и последователъ

ный тетраднъtй метод, в котором используются лишь величины, спро

ектированные по всем индексам на векторы тетрады, т. е. скаляры от

носительно универсальных координатных преобразований. Ниже будет 

рассмотрен пример последовательного тетрадного метода - метод изо

тропных тетрад Ньюмена-Пенроуза. Отметим, что сами компоненты 

тетрады можно понимать как метрический тензор с одним универсаль

ным и одним локальным индексами: 

(6.2.5) 

3. В каждой точке пространства-времени с помощью поворота можно 
перейти к новой четверке векторов тетрады: 

g~(a) = L(а{З)gµ({З), (6.2.6) 

где L( а{З) - коэффициенты линейных преобразований четверки векто

ров тетрады. Очевидно, что при таких преобразованиях изменятся зна

чения проекций тензоров на векторы тетрады, т. е. величины с локаль

ными индексами преобразуются по закону 

Вt:::(а{З .. . )' = L(а'У)L({ЗЛ) ... Вt:::('УЛ .. . ). (6.2.7) 

Таким образом, в тетрадном методе определены две группы преобразо

ваний: 

1) группа универсалънъtх допустимых преобразований координат 

ОТО ( 1.1.1) (относительно этих преобразований скалярами являются 
величины, обладающие лишь локальными индексами); 

2) группа локалънъtх ортогоналънъtх преобразований- поворотов 

векторов тетрады (6.2.6) (относительно этих преобразований инвариант
ны тензорные величины, обладающие лишь универсальными индекса

ми). 
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4. Четыре вектора тетрады gµ(a) в сумме имеют 16 независимых ком
понент, тогда как метрический тензор 9µv характеризуется 10 компонен
тами. Следовательно, в метрической формулировке ОТО необходимы, 

кроме 10 условий связи 9µv = gµ(a)gv(a), еще 6 дополнительных условий 
для представления компонент тетрады через компоненты метрического 

тензора. В качестве таковых можно использовать условия калибровки, 

развитые в рамках монадного метода. 

Напомним, что в монадном методе исходят из 14 переменных: четы
рех компонент монады тµ и десяти компонент hµv· Затем на эти компо
ненты накладываются дополнительные условия: во-первых, одно усло

вие нормировки монады: 9µvтµтv и, во-вторых, три независимых условия 

калибровки. В методе хронометрических инвариантов ими были тµ = 
g~ / ...;g;;;, а в методе кинеметрических инвариантов это тµ = g~/ #°. 
Тогда из определения (10 условий) 9µv = TµTv - hµv находятся все ком
поненты hµv· 

5. В тетрадном методе можно поступать аналогичным образом. В 
частности, можно ввести полную хронохориометри'Ческую калибровку 

тетрады: 

**'Уµ 
µ(2)- _12_ 

g - ../**"(22 ' 
(6.2.8) 

где */µv - компоненты метрического тензора 2-мерного сечения, ортого

нального последовательно откалиброванным хронометрическим спосо

бом векторам тµ и zµ. При этом выделяется следующий класс преобра
зований координат: 

х'о - х'о(хо xl х2 хз)· x'l = x'l(xl х2 хз)· 
- ' ' ' ' ' ' ' 

х'2 = х'2 ( х2' хз) ; х'з = х'з ( хз) . 
(6.2.9) 

Величины, спроектированные по всем индексам на векторы откалибро

ванной таким образом тетрады, инвариантны относительно этих пре

образований координат. Данные преобразования не меняют ни хроно

метрическим образом определенную систему отсчета, ни хориометриче

ским способом заданную ориентацию в системе отсчета. Выход за рам

ки выписанных преобразований может менять либо только ориентацию 

в рамках прежней системы отсчета, если при этом пространственные 

координаты не зависят от х0 , либо изменять и саму систему отсчета, 

если x'i = x'i(x0
, xk), конечно, при выполнении соглашения, что в новой 

координатной системе хронометрическим образом определяется новая 

система отсчета. 
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6. Подобным же образом можно определить полную кинеоро.метри
-ч,ескую калибровку тетрады: 

90 
9µ(0) =: Тµ = 6ю; 

V 9oo 

*h1 
9µ(1) = lµ = 6-,; 

v*h11 

**-у2 

9µ(2) = fl· (6.2.10) 
*"1'22 

Эта калибровка выделяет класс преобразований координат: 

х'о = х'о(хо); х'1 = х'1(хо, х1); 

х'2 = х'2(хо, х1, х2); х'з = х'з(хо, х1' х2' хз). 
(6.2.11) 

В такой калибровке инвариантами относительно этих преобразований 

являются проекции тензорных величин по всем индексам на направле

ния откалиброванной указанным способом тетрады. 

7. Кроме двух выписанных однородных калибровок можно опреде
лить смешанные калибровки, в которых часть векторов тетрады калиб

руется способом, аналогичным хронометрической калибровке монады, 

а часть - способом, аналогичным кинеметрической калибровке монады 

(см. [29, с. 150]). 
8. Кроме рассмотренных здесь групповых алгебраических калибро

вок в ряде работ использовались некоторые другие условия для опре

деления компонент тетрады через метрический тензор, как алгебраиче

ские, так и дифференциальные. Например, можно использовать 4 уело-
вия вида 

'7 µ( ) 89µ(а) гµ а( ) 
v µ9 а ::= дхµ + µл9 а = О, (6.2.12) 

напоминающие условия Лоренца в электродинамике. 

6.2.2. Тетрадные операторы дифференцирования 

1. Отступим от ранее использованного порядка изложения состав
ных частей методов - на второе место поставим рассмотрение операто

ров дифференцирования. В тетрадном методе можно говорить о двух 

типах операторов дифференцирования. 

а) Производные Ли от тензорных величин вдоль векторов тетрады 

определяются следующим образом: 

д(а)Вt."."."({3 .. . ) = .E(g
17
(a))Bt."."."({3. · .). (6.2.13) 

При использовании последовательного тетрадного метода эти операто

ры существенно упрощаются до 

д 
8(а) = 9а(а)-8 . 

ха 
(6.2.14) 
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б) Ковариантн:ые производнъtе от тензоров с локалънъtми индекса
ми. Определим операцию параллельного переноса произвольного век

тора с локальным индексом В(а). Как обычно, полагая, что в близких 

точках разность компонент линейно выражается через компоненты пе

реносимой величины и разность координат, имеем: 

B(alx + dx) = [д(а,8) + Ла(а,В)dха] В(,Вlх), (6.2.15) 

где Ла(а,8)- коэффициентъt вращения Ри'Ч.'Ч.и, которые в тетрадном ме
тоде играют роль символов Кристоффеля. 

2. Чтобы выяснить свойства Ла(а,8), учтем, что в римановой гео
метрии при параллельном переносе длина вектора ВµВµ = В(а)В(а) 
остается неизменной, т. е. 

B(alx + dx)B(alx + dx) = B(alx)B(alx) ~ 

~ B(alx)B(alx) + B(,Вlx)B('Ylx) [Ла('У,8) + Ла(,В'У)] dxa. (6.2.16) 

Отсюда следует антисимметрия коэффициентов вращения Риччи: 

(6.2.17) 

Очевидно, по общим правилам можно определить коэффициенты вра

щения Риччи лишь с универсальными или только с локальными индек

сами: 

(6.2.18) 

3. Ковариантная производная от вектора с локальным индексом 
определяется как разность частной производной и изменения вектора, 

вызванного различием векторов тетрады в соседних точках, т. е. 

дВ(а) 
У' аВ(а) = д - Ла(а/З)В(,8). 

ха 
(6.2.19) 

Для произвольного тензора с универсальными и локальными индексами 

оператор ковариантного дифференцирования имеет вид: 

µ".( ) _ две:::(а" .) гµ вл".( ) _ 
У' aBv". а... - дха + Лет v". а ... + ... 

-г;vвf:::(а .. . ) - ... - Ла(а,В)Вt::.·(,в .. . ) - . . . . (6.2.20) 

4. Установим связь между символами Кристоффеля и коэффициен
тами вращения Риччи. Положив, что компоненты тетрады, как смешан

ные компоненты метрического тензора, обладают в римановой геомет

рии свойством Y'v9µ(a) =О, находим 

(6.2.21) 
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Отсюда имеем искомые формулы: 

гл = g>-(a) (дgµ(а) + дgv(a)) + .! (д л + д л). (в. 2 . 22 ) 
µv 2 дхv дхµ 2 µ,v. v,µ. ' 

Лv(а{З) = ~ (gл({З) д~лх~) - gл(а) д~лх~)) -

- ~Г~v [gл(а)gµ({З) - gл(fЗ)gµ(a)]. (6.2.23) 

5. Представляет интерес связь символов Кристоффеля и коэффици
ентов вращения Риччи в пространстве-времени с кру'Чением. В этом 

случае в формуле (6.2.21) символы Кристоффеля должны быть замене
ны на обобщенные связности с тензором кручения S.~v' согласно (4.2.23): 

д~х~а) - (Г~v + S~v + S~,v + S~,µ) gл(а) - Лv(а{З)gµ({З) =О. (6.2.24) 

Напомним, что тензор кручения антисимметричен по паре нижних ин

дексов, а верхний индекс принято опускать на третье место, что отме

чено запятой. Симметризуя и антисимметризуя это выражение по па

рам индексов, приходим к выводу, что выражение (6.2.22) для символов 
Кристоффеля остается в силе, а вместо (6.2.23) приходим к выражению 
тензора кручения через коэффициенты вращения Риччи: 

sл = g>-(a) (дgµ(а) _ дgv(a)) _ l (д л _ д л) 
µv 2 дхv дхµ 2 µ,v. v,µ. ' (6.2.25) 

т. е. коэффициенты вращения Риччи в такой обобщенной геометрии со

держат в себе информацию как о римановой кривизне, так и о кручении. 

Складывая выражения (6.2.22) и (6.2.25), находим 

д л _гл 8л л( )дgµ(а) 
v,µ. - µv + µv - g Q дхV ' (6.2.26) 

Легко видеть, что при отсутствии тензора кручения эта формула пере

ходит в (6.2.21). 

6.2.3. Тетрадные физико-геометрические тензоры 

1. Векторы тетрады в двух близких точках могут быть ориентирова
ны относительно друг друга произвольно. Ограничимся случаями, ко

гда в близких точках ориентации векторов близки, т. е. gµ(a) являют
ся дифференцируемыми функциями. Тогда из первых производных от 
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9µ(а) можно образовать четыре антисимметричных физико-геометриче

ских тензора 

С ( ) =-С ( ) = _!_ (дgµ(а) _ дgv(a)) 
vµ а µv а 2 дхv дхµ ' (6.2.27) 

называемые обz;ектами 'Неголо'НОМ'Ности. Всевозможным образом про

ектируя их на векторы тетрады, можно образовать 24 физико-геометри
ческих скаляра (относительно группы универсальных допустимых ко

ординатных преобразований): 

(6.2.28) 

Некоторые компоненты объектов неголономности ранее уже использо

вались при получении монадных физико-геометрических тензоров: 

(6.2.29) 

2. Термин «объект неголономности» связан со следующим обстоя
тельством. Дифференциалы координат dxµ можно сопоставить со сме
щениями dx(a) в касательном в данной точке плоском пространстве
времени dx(a) = 9µ(a)dxµ. В случае отличных от нуля объектов неголо
номности компоненты тетрады не являются компонентами градиента 

( ) 
-1- дХ(а) 

9µ а т- дхµ , 

а следовательно, величины dx(a) не являются полными дифференциа
лами в отличие от выражения 

д 1µ 

d 1µ _ ~d v 
х - д х, 

XV 

которбе можно проинтегрировать. В последнем случае преобразование 
х1µ = x1µ(xv) называется голо'НОМ'НЫМ. 

3. Из формул (6.2.21) можно выразить объекты неголономности че
рез коэффициенты вращения Риччи и обратно: 

gu(a) 
Cvµ(a) = -2-(Лv,иµ - Лµ,иv); (6.2.30) 

(6.2.31) 



6.2. Тетрадный метод 225 

Из (6.2.27) и (6.2.31) следует явное выражение коэффициентов вращения 
Риччи через производные от компонент тетрады: 

Л сш = 9v(f3) (дgµ(/З) _ дgа(JЗ)) + 9а(JЗ) (дgv(JЗ) _ дgµ(/З)) + 
µ, 2 дх°' дхµ 2 дхµ дхv 

+ 9µ(/З) (дgv(JЗ) - дgа(JЗ)). (6.2.32) 
2 дх°' дхv 

4. Тензор Ри.мана-Кристоффеля легко выражается через коэффици
енты вращения Риччи или непосредственно с помощью формул (6.2.22), 
или независимо посредством параллельного переноса вектора В (а) по 
замкнутому контуру. В последнем случае имеем 

(6.2.33) 

где тензор Римана-Кристоффеля имеет вид: 

Rav(afЗ) = дЛ;(а{З) - дЛ;(аfЗ) + Лv(а1)Ла(1f3) - Ла(а1)Лv(!f3). 
ха xv 

(6.2.34) 
Выражение для площади замкнутого контура записано в ( 4.4.1). Отсюда 
для скалярной кривизнъt находим выражение: 

5. Уравнения Эйнштейна в тетрадной форме записываются следую
щим образом: 

1 1 Rv(a) - 2,9v(a)R = xTv(a) или R(а{З) - 2,ry(afЗ)R = хТ(аfЗ). (6.2.36) 

Другие соотношения и тождества также легко переписать в тетрадной 

форме. 

6.2.4. Метод изотропных тетрад Ньюмена-Пенроуза 

В большой серии работ по анализу алгебраической классификации Петро

ва пространств Эйнштейна и нахождению новых точных решений уравнений 

Эйнштейна оказался чрезвычайно эффективным метод изотропн:ых тетрад 
Нъюмена-Пенроуза [87, 119, 181). В отличие от всех ранее изложенных ме
тодов, данный метод нацелен не на описание наблюдаемых и свойств систем 

8-2979 



226 Глава 6. Системы отсчета и ориентаций 

отсчета, а на анализ именно алгебраической структуры пространственно-вре

менных многообразий и на получение точных решений уравнений Эйнштейна. 

Эффективность метода объясняется тем, что тензор Римана-Кристоффеля 

(Вейля) обладает изотропными собственными векторами, в качестве которых 
можно выбрать векторы тетрады Ньюмена-Пенроуза. Таким образом, этот 

метод можно органически связать со структурой пространства-времени. 

Важно отметить, что в методе Ньюмена-Пенроуза используются ком

плексные величины. Из четырех векторов тетрады Ньюмена-Пенроуза два 

являются действительными; их можно связать с двумя векторами диадного 

метода: времени-подобным вектором тµ и пространственно-подобным векто

ром zµ. Изложим ключевые моменты данного метода, как и предыдущих, в 
виде четырех составных частей. 

1. Ашебра. В методе изотропных тетрад Ньюмена-Пенроуза приня
то использовать разные коренные буквы для описания четырех векторов 

{Ьµ, nµ, тµ, тµ}, в отличие от унифицированных обозначений ранее рассмот
ренного тетрадного метода. Два первых вектора (Ьµ и nµ) являются действи
тельными, а два оставшихся - комплексно сопряженными друг другу. Их мож

но представить через две пары вещественных векторов тетрады: 

1 
Ьµ = у'2[9µ(0) + 9µ(1)]; 

1 
nµ = у'2[9µ(0) - 9µ(1)]; (6.2.37) 

1 . 
тµ = у'2[9µ(2) - z9µ(3)]; 

1 
тµ = у'2[9µ(2) + i9µ(3)]. (6.2.38) 

Метрический тензор 9µ 11 представляется через тетраду Ньюмена-Пенроуза 
следующим образом: 

(6.2.39) 

Векторы тетрады удовлетворяют условиям квазиортогональности: 

(6.2.40) 

Изотропные векторы Ньюмена-Пенроуза следующим образом связаны с диад

ными составляющими метрического тензора (см. раздел 6.3): 

1 
lµ = 9µ(1) = у'2(Ьµ - nµ); "(µ11 = тµт11 + тµт11. 

(6.2.41) 
Метод Ньюмена-Пенроуза представляет собой последовательный тетрад

ный метод, т. е. в нем имеют дело лишь со скалярами относительно группы 

универсальных координатных преобразований, т. е. с тензорными величинами, 

спроектированными по всем индексам на направления векторов изотропной 

тетрады. 



6.2. Тетрадный метод 227 

2. Сшmовые коэфф1ЩИенты Ньюмена-Пенроуза представляют собой сово
купность физико-геометрических скаляров, соответствующих физико-геомет

рическим тензорам в ранее рассмотренных методах. Они определяются как 

независимые проекции ковариантных производных векторов тетрады (коэф

фициентов вращения Риччи) на направления изотропных векторов. Харак
терно, что для этих величин используют не унифицированные обозначения, 

а специальные коренные буквы для каждой из компонент, что заставляет ис

пользовать своеобразный «словарь»: 

к= Ьµ;vтµЬ"; 

а = Ьµ;vmµmv; 
7Г = -nµ;vmµb"; 

µ = -nµ;vmµm"; 

r = Ьµ;vтµп"; 

р = Ьµ;vmµmv; 

/J = -nµ;vmµnv; 

>. = -nµ;vmµmv; 

- 1 (Ь µЬ" -µь")· Е - 2 µ;vn - mµ;vm , _ l(ь µ " -µ ")· "( - 2 µ;vn n - mµ;vm n , (6.2.42) 

(3 _ 1 (Ь µ " -µ "). - 2 µ;vn т - mµ;vm т , _ 1 (Ь µ-v -µ-v) 
а - 2 µ;vn т - mµ;vm т . 

Всего имеется 12 комплексных спиновых коэффициентов Ньюмена-Пенроуза, 
соответствующих 24 вещественным скалярам последовательного тетрадного 
метода. 

Физико-геометрические тензоры как монадного, так и диадного методов 

(см. раздел 6.3) можно записать через спиновые коэффициенты Ньюмена
Пенроуза, например, для диадных физико-геометрических тензоров имеем: 

а(О)13 =-~[(к+ r -1f - v)m13 +(к+ т - 7Г - v)m13J; 

а(1)13 =-~[(к - r + 1f- v)m13 +(к - т + 7Г - v)m13]. 

3. Операторы дифференцирования. В методе Ньюмена-Пенроуза введены 
специальные обозначения для операторов ковариантного дифференцирования 

вдоль направлений изотропной тетрады: 

(6.2.43) 

Так как в данном методе рассматривается действие этих операторов на скаля

ры, то они совпадают с производными Ли вдоль соответствующих направле

ний. 

4. Запись основных соотношений ОТО. В методе Ньюмена-Пенроуза в ка
честве основных гравитационных величин выступают компоненты тетрады, 

спиновые коэффициенты (6.2.42) и полный набор независимых скалярных про
екций тензора Римана-Кристоффеля, который представляется в форме 

Rµva/3 = Cµva/3 + Фµagv/3 - Фµ13g"°' + Ф"13gаµ - Ф"о:gµ/3 + 2Л(gµ13g"°' - 9µo:g"13), 
(6.2.44) 

где Cµvo:/3 -тензор Вейля и, кроме того, использованы обозначения: 

1 
A=--R· 

24 ' 
(6.2.45) 
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Проекции последнего тензора Фµ,v, называемого девиатором тензора Риччи, 

представляются в виде трех действительных и трех комплексных скаляров: 

Фоо = Фµ,vbµ,bv; Фо1 = Фµ,vbµ,mv; Фо2 = Фµ,vmµ,mv; 
Ф10 = Фµ,vbµmv; Ф11 = Фµvbµ,nv; Ф12 = Фµ,vnµ,mv; Ф20 = Фµ,vтµ, 

mv; Ф21 = Фµ,vnµ,mv; Ф22 = Фµvnµ,nv 

Проекции тензора Вейля представляются в виде пяти комплексных скаляров: 

.т, - с ьµ, vьа (3. .т, - с ьµ, vьа (3. 
':!'О - - µvа{З т т , ':!' 1 - - µvа{З n т , 

'112 = -~Cµva(3(bµnvb"'n{3 - bµnvm"'mf3); 

.т, _ С µ-v а-{3 
':!' 4 - - µva{Зn т n т . 

(6.2.46) 

В качестве уравнений для этих переменных рассматриваются: независимые 

проекции тождеств Бианки на направления изотропных тетрад, проекции тож

деств Риччи, координатные уравнения на компоненты тетрады, а также вы

ражения девиатора тензора Риччи (6.2.46) Фаь и Л через проекции тензора 
энергии-импульса материи (уравнения Эйнштейна). 

6.3. Диадный метод 

Рассмотрим диадный метод, т. е. метод 1+1+2-расщепления 4-мерно

го пространства-времени, занимающий промежуточное положение меж

ду монадным и тетрадным методами. Его целесообразно использовать 

при описании областей пространства-времени, в которых имеется, кро

ме времени-подобного, физич~ки выделенное (одно) пространственно

подобное направление. Таковыми, например, могут быть направление 

силовых линий магнитного поля Земли или нормаль к фронту распро

странения волнового процесса. 

6.3.1. Алгебра диадного метода 

Диадный метод, как и монадный, можно построить как в общекова

риантном виде, никак не связанном с выбором координатных систем, так 

и в групповых калибровках, когда координатные системы специальным 

образом привязаны к векторам диады. В общековариантной формули

ровке диадного метода следует исходить из задания двух взаимно орто

гональных конгруэнций. В этой главе будем полагать, что одна из них 

является времени-подобной, соответствующей мировым линиям прибо

ров системы отсчета, а другая - пространственно-подобной. Вдоль них 

вводятся единичные касательные векторы тµ и zµ (см. рис. 6.3). 
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т 

Рис. 6.3. Локальное 1+1+2-расщепление 4-мерного пространства-времени 

В диадном методе метрический тензор представляется в виде 

(6.3.1) 

где составляющие удовлетворяют условиям ортонормированности: 

т тµ - 1· 
µ - ' l lv - 1· 'У ,.,,µv - 2· Tµlµ = Tµ,.,,µv = lµ,.,,µv = О. (6.3.2) µ - - ' 1µv 1 - ' 1 / 

Здесь 'Yµv -метрический тензор 2-мерного пространственно-подобного 
локального сечения, ортогонального тµ = gµ(O) и zµ = gµ(l). В такой 
теории используются либо скаляры - тензорные величины, свернутые 

по всем индексам с векторами тµ и zµ, либо 2-мерные тензоры, спро
ектированные на направления 2-мерной локальной поверхности посред
ством-"(~. 

Введем групповые калибровки диадного метода, аналогичные изло

женным в главе 3 калибровкам монадного метода. Теперь их будет боль
ше. Ограничимся случаями первичного выделения времени-подобного 

вектора тµ, тогда имеем четыре групповые калибровки диадного мето

да 1. 

1 Поскольку в главе 3 для них приняты греческие названия, предложенные 
А. Л. Зельмановым, то для обозначения новых методов приходится следовать это

му же способу. Так, для обозначения калибровки пространственно-подобного на

правления, аналогичной хронометрической (термин, производный от греческого сло

ва xpovoa- - время), примем термин хориометри'(,еска.я калибровка (производный 

от греческого слова xw piov - место), а для калибровки, соответствующей кинемет
рической, - термин орометри'(,еска.я калибровка (производный от греческого слова 

opaw - вижу). 
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Хронохориометрическая калибровка 

В этой калибровке осуществляется последовательное задание векто

ров тµ и zµ способом, аналогичным хронометрической калибровке мона
ды: 

µ 
µ 9о 
т=---> vo;;; т - 9оµ . 

µ- ' vo;;; (6.3.3) 

zµ = *hi = { 901 . _ vo;;; . О· о} _, 
~ J 900(9;1 - 900911)' J 9~1 - 900911' ' 

z = *h1µ = {о· J 9;1 - 900911. 901902 - 900912 . 901903 - 900913 } 

µ V*hll ' vo;;; ' J 900(9;1 - 900911)' J 900(9;1 - 900911) ' 
(6.3.4) 

где *hµv - компоненты 3-мерного метрического тензора в хронометриче

ской калибровке. Тогда компоненты 2-мерного метрического тензора "lµv 
имеют вид: 

9of,,9011 - 9009f.11 
"/f.11= 

900 

(9of,,9ol - 91f,,9oo)(90119o1 - 9111900) 

900(9;1 - 900911) ' 

"lf.11 = -9f.11; "/~ = -9~; 

о1 о1 + 9о1 "/ = -9 2 
901 - 900911 

911 
1

00 = _ 
9

00 _ 
2 

; 

901 - 900911 
11 11 + 900 "/ = -9 2 

901 - 900911 

"!оµ= "11µ =О; 
о _ 91f,,9o1 - 9of,,911 . 

"lf,, - 2 ' 
901 - 900911 

1 9of,,9o1 - 91f,,9oo 
"lf,, = 2 • 

901 - 900911 

(6.3.5) 

(6.3.6) 

Здесь и в дальнейшем индексы~' (, ТJ, ер, х, ф пробегают значения 2, 3. 
Две координатные системы, в которых выполняется данная калиб

ровка, обладают свойством тi = т'i = О; lf. = l'f. = О, т. е. они связаны 
такими преобразованиями координат, что 

д li 
т'i = т0 ~ = О -> 

дхО 

дх'i 
-=О· 
дхО ' 

д lf,, 
z'f.=l1_:;_=o _, 

дхl 

дх'f. 
дхl =О. (6.3.7) 

Это означает, что в этой калибровке из множества всевозможных допу

стимых преобразований координат выделяется класс 

х'о - х'о(хо х1 х2 х3)· 
- ' ' ' ' 

х'1 - х'1(х1 х2 х3)· 
- ' ' ' (6.3.8) 
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(6.3.9) 

и в данном варианте диадного метода имеют дело со скалярами и 2-тен

зорами, инвариантными при преобразованиях (6.3.8) и ковариантными 
относительно преобразований (6.3.9) (метод хронохориометрических ин
вариантов). Таким свойством обладают все ковариантные и только с 

индексами 2 и 3 контравариантные ')'-Спроектированные тензоры. 

Кинеорометрическая калибровка 

Откалибруем диаду { тµ, zµ} в два этапа способом, аналогичным ки
неметрической калибровке монады: 

90 
9

0µ 

Тµ = ~ -t Тµ = г,:;ао; (6.3.10) 
у 900 ygoo 

l - *h1 -{ 901 ·- № ·О·о}· 
µ - V*hJl - J goo(golgol _ googll)' J golgol _ 9aogll' ' ' 

*hµl 
zµ=--= 

../*hJf 

(6.3.11) 

~~---~ 

{ 
J golgoo _ googll 901902 _ 912900 9а1 9аз _ 91з9оо } 

= О; vgoo ; J goo(golgol _ googll); J goo(golgol _ googll) ' 

где *hµl - компоненты метрического тензора 3-мерного пространствен
ного сечения в кинеметрической калибровке монады. Компоненты 2-мер

ного метрического тензора /'µv тогда находятся в виде 

(golg€o _ gl€goo)(glog710 _ 9171900). 

9ao(golgol _ 9aogll) ' 

/'€71 = -g€71; 'У~ = -g~; 
gll 

'Уоо = -goo - ol ol оо 11; g g - g g 

Системы координат, в которых Ti = тI = О, l€ 
такими преобразованиями координат, что 

дх0 

дх'i =О; 
дхl 

дх'€ =О. 

l~ = О, связаны 
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Это приводит к выделению класса преобразований координат: 

х'о = х'о(хо); (6.3.13) 

x'f. = x'f.(x 0 ,x1,x2,x3). (6.3.14) 

Назовем кинеорометрически-инвариантными (к.о.и.) 2-тензорами такие 

величины, которые инвариантны при преобразованиях (6.3.13) и ковари
антны относительно преобразований (6.3.14). Такими свойствами обла
дают следующие комплексы, образованные из компонент произвольного 

тензора в~:::: 

в~:::V···/З··· Тµ • • . zv • • • (-1 y+kf'a'Т/ .. · f'~ ... -t 

во···О 1 1 hilh~l hsl (6 3 15) 
-t ij···f.'Т/··· (9oo)m/2 (*hll )п/2 "~ · · · · · · 

Таким образом, (к.о.и.) тензорами являются все т- и l- спроектирован

ные тензоры (скаляры), а также все контравариантные и только с ко

вариантными индексами 2 и 3 1-спроектированные тензоры. В такой 
калибровке достаточно использовать лишь (к.о.и.) величины. 

Кинехориометрическая калибровка 

В этой калибровке вектор тµ задается кинеметрическим способом, 

а затем вектор zµ определяется хориометрическим образом (смешанная 
калибровка): 

90 
т - µ. 

µ -
9

00' 

*hµ { 1 . } zµ = - 1- = О· - · О· О 
~ '~''' у п11 у-911 

(6.3.16) 

где *hµv - компоненты 3-мерного метрического тензора в кинеметриче

ской калибровке. В этом методе из множества допустимых преобразова

ний координат выделяется класс 

х'о = х'о(хо); x'l = x'l(xo xl х2 хз)· 
' ' ' ' 

x'f. = x'f. (х0 х2 х3 ) 
' ' ' 

(6.3.17) 

(6.3.18) 

а используемые величины и операторы инвариантны при преобразова

ниях (6.3.17) и ковариантны относительно (6.3.18) (метод кинехориомет
рических инвариантов). 
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Хроноорометрическая калибровка 

Данная калибровка диады также является смешанной, когда векто

ры задаются соотношениями: 

gµ 
тµ __ о_. 

- .;g;;' 

Zµ = ~ - {о; -}-gu; о; о} , 
у *hll -gll 

(6.3.19) 

(6.3.20) 

где *hµv - компоненты 3-мерного метрического тензора в хронометриче

ской калибровке. В этом методе из множества допустимых преобразова

ний координат выделяется класс 

х'о = х'о(хо х1 х2 хз)· 
' ' ' ' 

х'~ = х'~(х 1 х2 х3 ) 
' ' ' 

(6.3.21) 

(6.3.22) 

а используемые величины и операторы инвариантны при преобразова

ниях (6.3.21) и ковариантны относительно (6.3.22) (метод хронооромет
рических инвариантов). 

"Укажем ряд задач, где целесообразно использовать диадный метод. 

1. Впервые монадный метод возник из необходимости выделения пя
той координаты в 5-мерной теории Калуцы. В главе 8 будет рассмот
рена 5-мерная теория на основе усовершенствованного монадного мето

да, осуществляющего такое 1+4-расщепление. Однако в получившемся 

4-мерном пространственно-временном сечении для описания наблюда

емых относительно системы отсчета необходимо произвести еще одно 

расщепление (1+3-расщепление). Таким образом, в совокупности опять 

приходим к двукратному 1+1+3-расщеплению, т. е. к использованию 

диадного метода, однако в этом случае на первом этапе будет выделять

ся хориометрическим способом пространственно-подобное направление, 

соответствующее 5-й координате, а затем - времени-подобное, соответ

ствующее 4-скорости системы отсчета. В такой теории формулы будут 

иметь аналогичный вид, отличие будет состоять в некоторых знаках. 

2. Диадный метод необходим также в другом варианте 5-мерной тео
рии, развивавшемся О. Клейном, В. А. Фоком и другими авторами. Там 

также на первом этапе выделяется скрытая координата х4 , а затем на
правление системы отсчета тµ. 

3. Имеются варианты 6- и 7-мерных теорий грави-электрослабых вза
имодействий, где последовательно выделяются два или более (скрытых) 

пространственно-подобных направлений. В таких случаях также ока

жутся полезными формулы, выписанные в этом разделе, при некоторых 
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коррективах в знаках из-за пространственно-подобного характера обоих 

векторов диады. 

4. Наконец, и в рамках 4-мерной теории могут возникнуть задачи, 
в которых необходимо выделить два пространственно-подобных направ

ления, например, когда требуется задать два угла (сферические коор

динаты) или когда требуется описание ориентации относительно двух 

выделенных объектов. 

6.3.2. Диадпые физико-геометрические тензоры 

1. Из диадных составляющих метрического тензора и их первых про
изводных в самом общем случае можно построить 11 независимых диад
ных физико-геометрических тензоров. Выпишем их в общековариантном 

виде. Введем для них унифицированные обозначения, обозначая ин~ек

сом О в скобках величины, возникающие из прежних монадных тензо

ров, а индексом 1 в скобках- соответствующие второму вектору диады. 

Семь тензоров получаются всевозможными проектированиями трех мо

надных физико-геометрических тензоров на направления l и 1: 

(6.3.23) 

Три диадных физико-геометрических тензора получаются аналогично 

монадным заменой тµ и hµv на соответственно zµ и rµv: 

1 a(l)a = -г~zv(lµ,v - lv,µ); w(l)a,в = 2r~r~(lµ,v - lv,µ); 

d(l)a,в = -~1~1~(lµ;v + lv;µ)· 
(6.3.24) 

Наконец, одна векторная величина появляется из совместного рассмот

рения двух векторных полей: 

(6.3.25) 

Итого, имеем: четыре тензора второго ранга, пять векторов и два ска

ляра. 

2. В групповых калибровках эти тензоры записываются с индекса
ми, принимающими лишь два значения (2 и 3). После подстановки в 
эти формулы выражений в конкретных калибровках оказывается, что 

некоторые из них тождественно обращаются в нуль. 
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1) В хронохорио.метрическоu калибровке в самом общем случае от
личны от нуля 10 диадных физико-геометрических тензоров, поскольку 
имеет место соотношение 

d(O)~ = w(l)~. (6.3.26) 

2) В кинеоро.метрическоu калибровке три из 11 физико-геометриче
ских тензоров тождественно обращаются в нуль: 

w(O)~ =О; w(0)~17 =О; w(1)~17 =О. (6.3.27) 

3) В кинехорио.метрическоu калибровке обращаются в нуль два диад
ных физико-геометрических тензора: 

w(0)~17 =О; w(O)~ =О. (6.3.28) 

4) В хронооро.метрическоu калибровке тождественно равны нулю два 
физико-геометрических тензора: 

w(1)~17 =О; w(l)~ =О. (6.3.29) 

3. Диадныu .метод наиболее естественен дл.я описания электромаг
нитного или иного излучени.я относителъно выделенной системы от

счета. Действительно, электромагнитное или иное излучение, распро

страняющееся со скоростью света, характеризуется изотропным волно

вым вектором kµ. Времени-подобная часть этого вектора пропорцио
нальна 4-скорости иµ = тµ используемой системы отсчета. Простран
ственно-подобную часть -h~ kv используем для определения второго 
единичного вектора диады zµ, ортогонального тµ так, что 

(6.3.30) 

где w(х)-частота излучения (скалярная функция). Очевидно, так опре

деленный вектор изотропен. 

4. Характер конгруэнции изотропных линий можно описать с помо
щью трех оптических инвариантов: 

п2 _ 1 (k k )kµ;v. 
~' - 4 µ,v - v,µ , 

которые позволяют сопоставить контуры непрозрачного предмета с его 

тенью на экране, расположенном на некотором расстоянии dr за предме
том (см. рис. 6.4). Величина Edr характеризует растяжение или сжатие 
тени (рис. 6.4а); Пdr-поворот (рис. 6.4б), а jаjdr-сдвиг (сплюсну

тость) тени (рис. 6.4в). 
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Рис. 6.4. Геометрический смысл трех оптических инвариантов 

5. Оптические инварианты легко записать через диадные физiIКО-
< геометрические тензоры. Для этого учтем, что изотропные линии\ к 

которым касателен волновой вектор kµ, являются геодезическими, т. е. 
вектор kµ удовлетворяет условию: 

(6.3.32) 

Здесь и далее верхний знак соответствует выбору kµ = ( тµ + zµ)i.<.J, а 

нижний знак - аналогичному выражению со знаком минус. Проектируя 

это соотношение на направления т, l, /,получаем: 

л 1 
d(O) =f= а(О) + - 2 w vkv =О; 

w ' 
(6.3.33) 

a(O)v + a(1)v =f= 2(w(O)v + w(l)v) =О. (6.3.34) 

Используя (6.3.23) и (6.3.24), оптические скаляры можно записать в виде 

w 
с;= -2(d(O) ± d(l)); (6.3.35) 

2 

n2 = ~ [w(O)µv ± w(l)µv][w(O)µv ± w(l)µv]; (6.3.36) 

2 2 
cr2 = ~ [d(O)µv ± d(1)µv][d(O)µv ± d(1)µv] - ~ (d(O) ± d(1)) 2

. (6.3.37) 

Эти формулы позволяют наделить физическим смыслом диадные фи

зико-геометрические тензоры w(l)µv, d(1)µv и d(l). 
6. Наконец, укажем связь диадного метода с хроногеометрией [143]. 

Для этого определим в 2-мерной области хроногеометрическим образом 
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заданных координат т = х0 , l = х1 два ортогональных направления 
(зададим диаду) и запишем уравнения двух изотропных конусов 

f(1)(T, R, у°')= f(x°'(T + R); у°')= О; (6.3.38) 

f(2)(T, R, у°')= J(x°'(T - R); у°')= О (6.3.39) 

с вершинами соответственно в точках х°'(Т + R) и х°'(Т - R) на миро
вой линии одиночного наблюдателя; у°' - координата наблюдаемой точ

ки, лежащей на пересечении этих конусов. Нормали к конусам f(i)a = 
дf(1)/ду°' и f(2)a = дf(2)/ду°' также являются изотропными. Вводя обо
значения f(l)R = дfщ/дR и f(2)R = дf(2)/aR, находим два вектора диа-

соответственно ортогональные гиперповерхности Т = const и R = const. 
Применяя формулы монадного и диадного методов, можно показать, что 

w(О)а.в = О и w(l)a,в = О. Таким образом, для описания данной ситуа
ции целесообразно использовать диаднъtu .метод в кинеоро.метри'Ческоu 

калибровке. 

6.3.3. Диадные операторы дифференцирования 

1. В качестве основных диадных операторов (в общековариантном 

виде) выберем следующие три, которые при действии на 1-спроектиро

ванные тензоры дают опять 1-спроектированные тензоры: 

1) диадный оператор временного дифференцирования 

- - .в - , авvµ··· - - , - , -
а Вµ"· - Гµ"· "' ,f, В°'"' - л __ ._" - Nµ ВЛ"' - + W Вµ". + 
т v". - °'"'V"' (т) ,в". - т ах>.. Л· V"' • • • V· )...". • •• ' 

(6.3.41) 
где й;. = т,~ - т>..alJ - 2z>..UJ(l)IJ - 2llJ[d(O)>.. - w(l)ЛJ; 

2) диадный оператор дифференцирования вдоль l 

- - .в - , дВvµ". - - , - , -
д Вµ".= Гµ"· .",f, В°''" - zл __ ._" - Lµ Вл"· - + Lл Вµ".+ 

L v". Ci·"V"' (l) ,в". - ах>.. Л· V"' • • • V· ,\". • •• ' 

(6.3.42) 
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3) диадная ковариантная производная вдоль направлений 'У (ковари
антного 2-мерного дифференцирования): 

(6.3.43) 

Выпишем эти операторы в двух (однородных) групповых калиб

ровках. 

2. В хронохориометрической калибровке диадные операторы диффе
ренцирования представляются в виде: 

1) Оператор временного дифференцирования 

дв-€··· **дгВ-€". - о 77·" -Т--
7)·" дхо 

(6.3.44) 

не зависит ни от ранга, ни от ковариантности дифференцируемой вели

чины. 

2) Оператор дифференцирования вдоль l также не зависит от ранга и 
ковариантности дифференцируемой величины и представляется в виде 

(6.3.45) 

3) Диадная ковариантная производная на 2-мерной поверхности 
представляется в форме: 

**У' J3C· = **д J3€··· + **Д € В'Р"'" + ... - **Д 'Р J3€··· - ... 
( 7)". ( 7)•" <.р( 7)•" 77( 'Р"'. , (6.3.46) 

где, во-первых, введен новый хронохориометрически инвариантный опе

ратор "(-дифференцирования 

**д. µ д д о д µ д ( = -1( дхµ = дх( - Т(Т дхо + l(l дхµ, (6.3.47) 

аналогичный хронометрически инвариантному оператору простран

ственного дифференцирования (3.4.11), также не зависящий ни от ранга, 
ни от ковариантности дифференцируемой величины; и, во-вторых, вве

дена хронохориометрически инвариантная связность 

**д€ - 1 €Ф (**~ + **~ **д ) <.р( - 2' И~рrФ( иоФ'Р - Фr(<.р . (6.3.48) 

Заметим, что именно оператор (6.3.47) является аналогом «удлиненных» 
производных в многомерных геометрических моделях сильных и элек

трослабых взаимодействий. 
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3. В кинеорометрической калибровке диадные операторы дифферен
цирования имеют вид: 

1) оператор временного дифференцирования 

- 1: , дfз71Е··· - 1: - - - 1: 
**n-в ... ··· = л __ ·_·· - № В'Р··· - + N'P В..,".+ 
vг 7J·.. т дхЛ <р· 7J·.. • . • 7J· 'Р"". . .. ' (6.3.49) 

где fr.E = та "'Е . 
<р· 1 а,<р, 

2) оператор дифференцирования вдоль l 

-1: .ав71~". -1: - - -1: 

**д в..,".= zi--:-·· - L'> В'Р""" - ... + L'P в..,". + ... 
L 71"". дх~ <р· 7J·.. 7J· <р·.. ' (6.3.50) 

где j} - za-vE . 
<р· - 1а,<р1 

3) оператор ковариантного 2-мерного дифференцирования 

- ав~··· - -**" В~". - 71 ··· + Е~ В'Р". Е'Р вЕ··· v ( 7J·" - дх( 'Р( 71". + ... - 71( <р·.. - ••• ' (6.3.51) 

где использованы 2-мерные символы Кристоффеля 

Е~ = 'У~Ф ( д'У'РФ + д'У(Ф - д"f('Р) . 
'Р( 2 дх( дх'Р дх'Ф 

4. Запись основных соотношений ОТО в диадном виде означает пред
ставление общековариантных величин и выражений исключительно че

рез скаляры и 'У-спроектированные тензоры, диадные физико-геомет

рические тензоры и диадные операторы дифференцирования. В общем 

случае такие выражения имеют довольно громоздкий вид. 

6.4. Диарный метод 
Диарный метод (133] реализует, кроме уже рассмотренных монадного 

1+3-, диадного 1+1+2- и тетрадного 1+1+1+1-расщеплений, еще одну воз

можность -неполного 2+2-расщепления 4-мерного пространственно-времен

ного многообразия общей теории относительности. Этот метод, во-первых, 

представляет принципиальный интерес, позволяя более рельефно высветить 

некоторые аспекты монадного метода, и, во-вторых, подготавливает почву 

для построения многомерных геометрических моделей физических взаимодей

ствий, где можно говорить о 4+4-расщеплении общего многообразия на клас

сическое 4-мерное пространство-время и на скрытые четыре измерения. 
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6.4.1. Алгебра диарноrо метода 

Поскольку диарный метод основан на расщепление 4-мерного простран

ственно-временного многообразия в каждой точке на два 2-мерных сечения 

без выделения отдельных направлений внутри них, то метрический тензор 9µv 

представляется в виде 

(6.4.1) 

где Ьµv - метрический тензор локального 2-мерного сечения, содержащего вре

мени-подобные направления, а "(µv - метрический тензор пространственно-по

добного сечения. 

Метрические тензоры 2-мерных сечений ортогональны: 

(6.4.2) 

Кроме того, имеют место соотношения: 

(6.4.3) 

В диарном методе имеют дело с тензорными величинами, спроектированными 

по всем индексам на направления сечения Ь (их будем обозначать шляпкой 
сверху) и на направления сечения 'У. Последние величины будем обозначать 
чертой сверху. Квадрат 4-мерного интервала представляется в виде 

(6.4.4) 

В диарном методе, как и в монадном, можно определить групповые калиб

ровки, основанные на выделении характерных классов координатных преоб

разований. При этом оказывается, что аналоги хронометрической и кинемет

рической калибровок возникают парами, т. е. если в сечении Ь определяется 

калибровка типа хронометрической, то в сечении 'У проявляется калибровка 

типа кинеметрической, и наоборот. Таким образом, в диарном методе, как и в 

случае монадного метода, имеют место две калибровки. Более того, при этом 

проявляются закономерности, которые можно было бы усмотреть в монадном 

методе, но они там оказываются завуалированы. Продемонстрируем основные 

свойства двух калибровок, которые будем именовать по характеру калибровки 

Ь-сечения: хроно.метрu-ч,ески-подобноil или кине.метри-ч,ески-подобноil. 

Хронометрически-подобная калибровка определяется тем, что в ней кон

травариантные компоненты 2-мерного тензора Ьµv имеют вид, соответствую

щий свойствам контравариантных компонент монады тµ: 

ьн 

ь11 

о 

о 

о 

о 

о 

о 

(6.4.5) 

Примем соглашение, что латинские индексы а, Ь, с, · · · принимают значения 
О, 1, а греческие индексы~' ry, r.p, (-значения 2 и 3. Координатные системы, 
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где bl-'" продолжают иметь вид (6.4.5), связаны такими преобразованиями, что 

дх'~ дх'~ 
-=-=0. 
дхо дх1 

Данными условиями выделяются преобразования координат 

х'о - х'о(хо х1 х2 хз)· - , ' , ' х' 1 = х' 1 (х0 ,х1,х2 ,х3 ); 

х'з = х'з(х2,хз). 

(6.4.6) 

(6.4.7) 

(6.4.8) 

Нормировке монады тµ,тµ, = 1 в диарном методе соответствует нормировка 

(6.4.9) 

Введя обозначение Ь = 900911 - 9~1 , находим выражения компонент 2-мерно
го метрического тензора сечения Ь через компоненты 4-мерного метрического 

тензора 9µ,v: 

(6.4.10) 

В общем случае отличны от нуля и другие компоненты ковариантного тензора 

Ьµ,.,,,, однако они явно не присутствуют в окончательных формулах данного 

метода. 

Из калибровки тензора Ьµ,v однозначно получаются выражения через ком

поненты 9µ,v и для другого 2-мерного тензора: 

о 

о 

'Узз /'У 
_1з2 /i 

о 

о 

_'У23 /'У 

'У22 /1 

где использовано обозначение 'У= (923 ) 2 - 9229зз. 

(6.4.11) 

(6.4.12) 

Можно показать, что все выписанные компоненты двух 2-мерных метри

ческих тензоров могут быть получены, если исходить из задания вида ковари

антных компонент 2-мерного тензора 'У~" без их начальной конкретизации, но 

с условием нормировки 

,"/;.µ,'V = 9~ 
1 1'11-' '1' (6.4.13) 

аналогичной (6.4.9). 
Назовем хронометрu'Чески-подобно инвариаитними величины, которые 

остаются инвариантными при преобразованиях координат ( 6 .4. 7) и являют
ся 2-мерно ковариантными при преобразованиях (6.4.8). Таковыми являются 
компоненты с индексами ~, ТJ, · • · 'У-спроектированных тензоров. Аналогич
но, назовем орометрu'Чески-подобно иивариантиъ~ми величины, которые, на

оборот, инвариантны при преобразованиях (6.4.8) и 2-мерно ковариантны при 
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преобразованиях ( 6.4. 7). Таковыми являются Ь-спроектированные компоненты 
тензоров с индексами О и 1. 

Таким образом, в данной калибровке диарного метода одновременно име

ются два класса инвариантных величин. В хронометрической и кинеметри

ческой калибровках монадного метода фактически имела место аналогичная 

ситуация, однако там из величин одного типа (из-за их одномерности) можно 
было образовать инварианты относительно выделенного класса преобразова

ний координат (делением на ~ или vgoo). Аналогичные инварианты можно 
построить и в этой калибровке диарного метода, однако только для тензоров 

четного ранга. Так, для симметричного тензора Bµv = Bvµ имеем инварианты: 

Bµvbµv = ~(Boog11 - 2Bo1go1 + B11goo); 

Bµ"'Yµv = ~(в22gзз _ 2в2зg2з + вззg22). 
'У 

(6.4.14) 

Для антисимметричных тензоров второго ранга Aµv = -Avµ имеем инвариан-
ты: 

л2з 

.п· 
(6.4.15) 

Кинеметрически-подобная калибровка диарного метода соответствует ки

неметрической калибровке монадного метода и в каком-то смысле является об
ратной изложенной выше хронометрически-подобной калибровке. Эта калиб

ровка определяется условием, что ковариантные компоненты 2-мерного мет

рического тензора bµv имеют вид: 

( 

Ьоо 

ь _ Ь10 
µv - О 

о 

Ьа1 
Ь11 
о 

о 

о о) о о 
о о . 
о о 

(6.4.16) 

Рассуждениями, подобными изложенным выше, выделяются преобразования, 

сохраняющие данный вид 2-мерного метрического тензора bµv: 

х'о = х'о(хо' х1 ); 
х'2 = х'2(хо х1 х2 хз)· 

' ' ' ' 

х'1 = х'1(хо,х1); 

х'з = х'з(хо, х1' х2' хз). 

(6.4.17) 

(6.4.18) 

Нормировка вида (6.4.9) и вид компонент (6.4.16) позволяют представить 
все составляющие 2-мерных тензоров bµv и 'Yµv в данной калибровке через ком
поненты 4-мерного метрического тензора gµv· В этой калибровке также имеют
ся два класса инвариантных величин относительно двух пар преобразований 

(6.4.17) и (6.4.18). 
Все остальное содержание алгебры данной калибровки строится аналогич

но изложенному выше. 

Наконец, укажем связь диарного метода с хроногеометрией. Как уже отме

чалось, диарный метод может оказаться полезным в тех задачах ОТО, где две 

пары координат рассматриваются симметрично друг с другом. Именно такая 

ситуация имеет место в хроногеометрии, поскольку в ней координаты времени 

и расстояния до мировой линии наблюдателя вводятся симметричным образом. 
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При этом можно говорить о произволе в задании координат Т __, т, R __, l, х2 , 
х3 , обусловленном тремя факторами: 

1) выбором времени-подобного параметра вдоль мировой линии наблюда
теля (заданием хода часов); 

2) выбором закона Т(т1,т2) и R(т1,т2), где т1 и т2-значения параметров 
вдоль мировой линии (показания часов), соответствующие испусканию и при
ему отраженного сигнала (разумеется, чисто формально можно определить Т 
и R иначе, чем это сделано в формулах (6.1.1) и (6.1.2)); 

3) выбором (угловых) координат на поверхностях Т = const и R = const. 
Указанный произвол (в совокупности) соответствует преобразованиям ко-

ординат: 

Т' = Т'(Т, R); R' = R'(T,R); 

х'2 = х'2 (Т R х2 х3 )· х'3 = х'3 (Т R х2 х3 ) 
' ' ' ' ' ' ' ' 

(6.4.19) 

(6.4.20) 

которые совпадают с преобразованиями координат (6.4.17) и (6.4.18) в 1'U'Не-
метрu'Чес1'и-nодобпоu ка.либров1':е диарпого метода. 

6.4.2. Диарные физико-геометрические тензоры 
и операторы дифференцирования 

Диарные физико-геометрические тензоры. Из первых производных от 

диарных составляющих метрического тензора можно построить четыре и толь

ко четыре независимых диарных физико-геометрических тензора: 

d(Ol)a",в = ~(Ь~Ь~ + Ь~Ь~)'У~Ьµv;" = Ь~Ь~Вµ",0)'~; 

d(23)a",13 = ~ ( 'У~'У~ + 'У~'У~)Ь'fзЬµv;" = )'~ )'~ЕµО",еЬ{з; 

a(Ol)a",13 = ~(Ь~Ь~ - b~b~)'Y~bµv;" = Ь~Ь~Еµ",0)'~; 

(23) - 1 ( µ " µ ")ьvь - " µв Ь0 а а)',13 = 2 'Уа)''"'/ - )'/''Уа /3 µv;O" - )'/''Уа µО",Е /31 

где использованы обозначения: 

(6.4.21) 

(6.4.22) 

(6.4.23) 

(6.4.24) 

В _ .!_ (дЬµ0 дЬ""' _ дЬµ") . 
µ"·"' - 2 дх" + дхµ дх"' ' 

Е "е = .!_ (д)'µе + д)'""' - д)'µ") . 
µ ' 2 дх" дхµ дх0 

(6.4.25) 
В хропометри'Чески-nодобпоu 1'а.либровке диарного метода а(о1)аь,~ = О, 

т. е. в общем случае, остаются три диарных физико-геометрических тензора. 

В киnеметрu'Чес1'u-nодобноu ка.либров1'е диарного метода a(23)~7J,a =О. 
Диарные операторы дифференцирования. В общем случае можно опреде

лить 4 диарных оператора ковариантного дифференцирования, соответству
ющих двум возможным способам проектирования двух типов индексов при 

операторе 'V µ и дифференцируемого тензора: на направления 2-мерных пло

щадок Ь и 'У· 
Более подробное изложение диарного метода и его приложений изложено 

в работах [29, 133]. 
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Ферм ионная материя в общей 
теории относительности 

Описание материальных источников диктует задание в рамках ко

ординатного пространства-времени дополнительной структуры - миро

вых линий, а вместе с ними введение в каждой их точке единичных 

касательных векторов, имеющих физический смысл 4-скорости матери

альных объектов. Другими словами, наряду с координатным простран

ством необходимо введение пространства скоростей, представляющего 

слой на базе координатного пространства-времени. Если в плоском про

странстве-времени имеет место 10-параметрическая группа Пуанкаре, 

то в пространстве скоростей (в слое) имеется лишь 6-параметрическая 

группа Лоренца, причем последнее справедливо как в специальной, так 

и в общей теории относительности. 

Напомним, что правая часть уравнений Эйнштейна описывается тен

зором энергии-импульса, строящимся из квадратичных комбинаций ско

ростей материальных источников. Между координатным пространством 

и пространством скоростей (импульсов) имеется далеко идущая симмет
рия. В классической механике она проявляется в канонических урав

нениях Гамильтона. В квантовой механике она оказывается еще более. 

значительной. 

В классической теории (в макромире) скорости описываются век

торами, тогда как в микромире ситуация существенно изменяется - на 

смену классическим представлениям приходят квантовомеханические, 

для которых характерен переход от привычных макропонятий к своеоб

разным «корням квадратным» от них. Это проявляется в замене клас

сической вероятности W на квантовомеханическую амплитуду вероят
ности ф, в замене уравнения Клейна-Фока на уравнения Дирака, пред

ставляющие собой «корень квадратный» из него, и т. д. Это касается и 

векторов скоростей, - в квантовой теории вместо них используется свое

образный «корень квадратный» из векторов - спиноры, ранее называв

шиеся полувекторами. 

Векторы представляются в виде квадратичных комбинаций из ком

понент спиноров. Извлечение квадратного корня из классических поня-
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тий распространяется и на саму группу Лоренца - говорят о спинорном 

представлении группы Лоренца. Параметры группы Лоренца строятся 

в виде квадратичных комбинаций из комплексных параметров группы 

спинорных преобразований, которую также называют дважды накрыва

ющей группы Лоренца. Эта глава посвящена изложению самых необхо

димых сведений из теории спиноров 1 и биспиноров, причем это делается 
близким образом к изложенному ранее математическому аппарату тен

зорного исчисления. 

Для описания фермионной материи в искривленном (координатном) 

пространстве-времени необходимо использовать такую формулировку 

ОТО, которая органически содержит в себе как группу допустимых ко

ординатных преобразований, ответственную за введение тензорных ве

личин, так и группу Лоренца, характерную для спинорного исчисления. 

Поставленной цели отвечает тетрадный метод или тетрадный форма

лизм ОТО, рассмотренный в предыдущей главе. 

7 .1. Спиноры и биспиноры 

Обратимся к рассмотрению основ математического аппарата спино

ров независимо от рассматривавшегося ранее координатного простран

ства-времени (см. [140]). В принципе, этот аппарат применим и для опи
сания плоского координатного пространства-времени, однако, - и это 

представляется существенным, - в физике спиноры необходимъt имен

но дл.я описания пространства скоростей (импульсного пространства), 

т. е. слоя в расслоенном пространстве. 

7.1.1. Двухкомпонентные спиноры 

1. Начнем с 2-компонентных спиноров, которые, по определению, об
разуют 2-мерное комплексное пространство с группой линейных преоб-
разований 

(где s, r = 1, 2), (7.1.1) 

оставляющих инвариантной антисимметричную квадратичную форму 

для любой пары векторов х и ф этого пространства 

(7.1.2) 

Отсюда следуют, что коэффициенты линейного преобразования (7.1.1) 
удовлетворяют условию 

(7.1.3) 

1 Более подробно теорию спиноров см. в [62, 140]. 
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приводящему к тому, что из 8 вещественных параметров, определяю
щих комплексную квадратную 2 х 2-матрицу С.~, независимыми явля
ются лишь шесть. Линейные преобразования (7.1.1) с условием (7.1.3) 
составляют унимодулярную (6-параметри'Ческую) группу SL(2,C). 

2. В теории спиноров можно использовать принятые в тензорном 
исчислении обозначения, в частности, можно ввести ко- и контрава

риантные компоненты спиноров. Так, записав инвариант (7.1.2) в виде 
9srX8Фr = Inv, приходим к понятию ковариантного метри'Ческого спин
тензора с компонентами: 

9sr = ( :~~ :~~ ) = ( ~1 ~ ) · (7.1.4) 

Ковариантному метрическому спинтензору 9sr по обычным прави
лам тензорной алгебры можно поставить в соответствие контравариаt!:т

ный метрический спинтензор: 

sr Алгебр.дополн.g8r sr 
g= --tg= 

/9sr/ 

Имеют место соотношения: 

9sr98 r = 2; 

( 
gll 
g21 

g12 
g22 

rl s:l 
9sr9 = us, 

где б~, как и прежде, символы Кронекера. 

~ ) . (7.1.5) 

(7.1.6) 

С помощью компонент. метрического спинтензора можно ввести ко

вариантные компоненты спиноров и записать обратные соотношения: 

(7.1.7) 

При этом следует обращать внимание на место «немого» индекса, по 

которому производится суммирование. 

3. Комплексным спинорам можно поставить в соответствие ком
плексно сопряженные спиноры, преобразующиеся посредством ком

* плексно-сопряженных параметров С ~r· Такие элементы будем изобра-

* жать либо значком комплексного сопряжения Х s, либо точкой над со-

ответствующим индексом Х8 • Для сопряженных спиноров имеют место 

преобразования: 

* * * Х is =С ~r Х r. (7.1.8) 

В пространстве сопряженных спиноров также определяются ко- и 

контравариантные спиноры, имеющие в точности те же компоненты 

(7.1.4) и (7.1.5), что и в пространстве спиноров. 
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4. Наряду с метрическим спинтензором 9sr определяются спинтен
зоры произвольного ранга, преобразующиеся как произведения произ

вольного числа спиноров из двух пространств. Так, спинтензор ранга 

m + п преобразуется как 

вsr".zp ... ,...., Фsxr ... clc? ... -7 вlsr···lP·" = cs cr ... с* l с* р ... ваЬ···Сd···. 
<,, ·а ·Ь ·С ·d 

(7.1.9) 
Очевидно, что можно писать спинтензоры и с ковариантными ин

дексами. При преобразованиях (7.1.1) остаются инвариантными комби-

нации вида вsr в . и другие. sr 
5. В теории спиноров особую роль играют смешанные спинтензоры 

второго ранга. Построим такой спинтензор из контравариантного и со

пряженного ему спиноров, тогда матрицу из компонент этого спинтен

зора можно представить в следующих видах: 

) 
= ( х1 ~ 1 х1 ~ 2 ) = 

х2 х i х2 х 2 

( 
ko + kз kl - ik2 ) 3 

= kl + ik2 ko - k3 = ko I2 + 2::::: klCJ/, 
l=1 

(7.1.10) 

где k0
, k1 , k2, k3 - четверка вещественных чисел, I2 -единичная 2 х 

2-матрица, O"z - три 2 х 2-матрицы Паули: 

(7.1.11) 

Матрицы Паули удовлетворяют известным соотношениям: 

6. Выразим обратно из (7.1.10) вещественные числа kµ через компо-
ненты спинтензора: 

ko = !(в1i + в22) = !(х1х1 + х2 х 2); 

ki = !(в12 + в2i) = !(х1х2 + х2 х 1); 

k2 = i(в12 _ в2i) = i(x1х2 _ х2 х 1); 
2 2 

kз = ~(в1i _ в22) = ~(х1 х 1 _ х2 х 2). (7.1.13) 
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Легко показать, что 4 компоненты kµ не являются независимыми, но 

удовлетворяют условию изотропности 

(7.1.14) 

Более того, можно показать, что при спинорных преобразованиях 

(7.1.1) компоненты kµ преобразуются друг через друга по векторному 
закону 

k'µ = L~.kv, (7.1.15) 

где коэффициенты линейного преобразования L'!;, представляют собой 
квадратичные комбинации из коэффициентов спинорного преобразова

ния (7.1.1): 

Lo _ 1 (с1с*1 + с1с*1 + с2с*2 + с2с*2) . 
·О - 2 1 1 2 2 1 1 2 2 ' 

Lo _ 1 (с1с*1 + с1с*1 + с2с*2 + с2с*2). ·1 - 2 1 2 2 1 1 2 2 1 ' 
Lo - _i (с1с*1 - с1с*1 + с2с*2 - с2с*2). ·2 - 2 1 2 2 1 1 2 2 1 ' 
Lo _ 1 (с1с*1 _ с1с*1 + с2с*2 _ с2с*2) . . 3 - 2 1 1 2 2 1 1 2 2 ' 

L1 = 1 (с1с*2 + с2с*1 + с1с*2 + с2с*1). 
·О 2 1 1 1 1 2 2 2 2 ' 

L1 _ 1 (с1с*2 + с2с*2 + с1с*2 + с2с*1). ·1 - 2 1 2 1 1 2 1 2 1 ' 
L1 _ i (с1с*2 + с2с*1 _ с1с*2 _ с2с*1). ·2 - 2 1 1 2 1 1 2 . 1 2 ' 
L1 _ 1 (с1с*2 + с2с*1 _ с1с*2 _ с2с*1) . . 3 - 2 1 1 1 1 2 2 2 2 ' 

L3 _ 1 (с1с*1 + с1с*1 _ с2с*2 _ с2с*2) . 
·О - 2 1 1 2 2 1 1 2 2 ' 

L3 = 1 (с1с*1 _ с2с*2 + с1с*1 _ с2с*2). ·1 2 1 2 1 2 2 1 2 1 ' 
L3 = i (с2с*2 + с1с*1 _ с1с*1 _ с2с*2) . ·2 2 1 2 2 1 1 2 2 1 ' 

(7.1.16) 

L3 _ 1 (с1с*1 _ с2с*2 _ с1с*1 + с2с*2) ·3 - 2 1 1 1 1 2 2 2 2 · 

Легко убедиться, что, во-первых, все коэффициенты L'!'a являются ве
щественными, во-вторых, они, как и с;, определяются 6 независимыми 
вещественными параметрами, в-третьих, 16 коэффициентов Li:"a удовле-
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творяют 10 условиям: 
Lµ Lv -

9µ11 ·а ·{3 - 9а{3· (7.1.17) 

Таким образом, величины kµ составляют изотропный вектор в простран
стве-времени Минковского. На этом основании спиноры называют спи

норнъtм представлением группы Лоренца. Можно рассуждать и обрат

ным образом, т. е. утверждать, что преобразования с коэффициентами 

Li!'a, образующие 6-параметрическую ортогоналъную группу 0(1,3), яв
ляются векторным представлением группы SL(2,C). 

7.1.2. Биспиноры 

1. Для того чтобы получить неизотропные (времени-подобные) век
торы, следует взять спинтензорную комбинацию, составленную из двух 

спиноров и сопряженных им величин: 

. * * 
вsr = xs х r + фs ф r, (7.1.18) 

тогда матрица из компонент этого спинтензора будет представляться в 

виде (7.1.10). Обозначим четверку вещественных чисел теперь иначе
через иµ, тогда будем иметь в общем случае не равную нулю инвариант

ную комбинацию 

1 . 
2Bsrвsr = иµиµ = (ио)2 - (и1)2 - (и2)2 - (из)2 = 'Г/µ11иµи11, (7.1.19) 

где компоненты времени-подобного 4-мерного вектора 

(7.1.20) 

слагаются из двух изотропных векторов (на конусе будущего) и пред

ставляются в виде: 

1( * * * *) ио = 2 х1 х 1 + х2 х 2 + Ф1 Ф 1 + Ф2 Ф 2 ; 

1( * * * *) ul = 2 xl х 2 + х2 х 1 + ф1ф2+ф2ф1 ; 

i( * * * *) и2 = 2 xl х 2 - х2 х 1 + ф1 ф 2 - ф2 ф 1 ; 

из = ~ ( х1 х 1 _ х2 х 2 + Ф1 ф i _ Ф2 ф 2) . (7.1.21) 

2. Итак, массивные частицы должны описываться двумя спинорами 
(и двумя сопряженными спинорами), которые в совокупности характе-
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ризуются 4 парами комплексно сопряженных компонент. В теории фер
мионной материи принято использовать такие две комбинации из четве

рок компонент, каждая из которых, во-первых, содержит полную инфор

мацию о двух спинорах, во-вторых, симметрично включает в себя спи

нор и один комплексно сопряженный спинор и, в-третьих, симметрично 

содержит ко- и контравариантные компоненты величин. В итоге имеет 

место тройная симметрия. Частицы характеризуются 4-компонентными 

столбцом и строкой вида 

х1 х1 
х2 х2 

Ф= * = * 
Ф1 ф2 

(7.1.22) 

* * 
Ф2 - ф 1 

3. Согласно приведенным выше соотношениям между ко- и контра

вариантными компонентами спинора, столбец ф преобразуется при пре

образованиях из группы SL(2,C) следующим образом: 

х'
1 

( с.11 с.~ о о ) х
1 

х'2 с.21 с.~ о о х2 

* *2 *2 * Ф ~ - о о с .2 - с .1 Ф1 
* *1 *1 * Ф; о о - с .2 с .1 Ф2 

Ф'= = Sф. (7.1.23) 

Поскольку матрица преобразований S приводима к блочному виду, а ф 
составлено из вкладов двух спиноров, говорят, что ф является бисnи'Н.о

ром. 

4. Как уже отмечалось, при SL(2,С)-преобразованиях остаются ин-
* * * * 

вариантными две билинейные комбинации: (х1 Ф2 -х2ф1 ) и (х1 ф2 -х2ф1 ). 
Для записанных в (7.1.22) величин можно подобрать матрицу, назовем 
ее !'(О), такую, чтобы билинейная комбинация фt')'(О)ф равнялась сумме 
инвариантов, т. е. 

(7.1.24) 

Легко видеть, что !'(0) должно иметь вид 

?(0) = ( ! о 1 

~) = ( 
о о о 12 )· (7.1.25) 
о о 12 о 

1 о 
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5. В (7.1.24) введено обозначение 

(7.1.26) 

Из (7.1.23) следует, что строка ф преобразуется по закону 

(7.1.27) 

где s-1 - матрица, обратная S: 

( С' -с.~ о о 

)· 
·2 

-С.1 с1 о о ·1 s-1 = 
о * 1 * 2 о с ·1 с ·1 

о о * 1 * 2 
с ·2 с ·2 

(7.1.28) 

6. Легко показать, что компоненты иµ в (7.1.21) записываются по
средством матрицы 'У(О) и трех матриц 'Y(i): 

2иµ = ф'У(µ)ф, (7.1.29) 

где 'У( i) - три пространственно-подобные матрицы Дирака в стандарт

ном представлении 

'У(2) = ( о 
-0'2 

0'2 ) . 
о ' 'У(3) = ( О 

-0'3 
0'3 ) 
о . 

(7.1.30) 
Здесь O"i- матрицы Паули, записанные в (7.1.11). 

Зная, как преобразуются ф и ф, можно показать, что компоненты иµ 
преобразуются по векторному закону 

(7.1.31) 

где L~. -параметры, выписанные в (7.1.16). 

7.1.3. 1+3-расщепление в пространстве спиноров 

1. Как и в случае координатного пространства-времени, выделим из 
спинорных преобразований (в пространстве скоростей) такие, которые 

не выводят за пределы используемой системы отсчета. Очевидно, та

ковыми являются преобразования, оставляющие неизменными времени

подобную компоненту вектора иµ в (7.1.29). Расписывая эту компоненту 
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с учетом формул (7.1.21) и (7.1.25), приходим к выводу, что при таких 
преобразованиях должны оставаться инвариантными выражения вида 

xl х 1 + х2 х 2 = inv, (7.1.32) 

т. е. скалярные произведения спинора на сопряженный спинор (тот же 

самый или иной). Это условие будет выполняться, если на коэффициен

ты линейного преобразования спиноров (7.1.1) наложить три комплекс
ных условия: 

с1 с* i + с2 с* 2 - 1 · 1 1 1 i-' с1 с* i + с2 с* 2 - 1· 2 2 2 2-' 
i*1 2*2 

С1 С 2 + С1 С 2 = О. 
(7.1.33) 

'\ 
Это четыре условия на 8 вещественных параметров. Линейные щrеоб-
разования (7.1.1) с условиями на коэффициенты (7.1.33) образуют уни
тарную (4-пара.метри-ческую) группу И(2). Термин «унитарная группа» 

обусловлен тем, что матрицы преобразований с условиями (7.1.33) явля
ются унитарными, т. е. для них выполняется соотношение ctc = I, где 
ct - матрица, получающаяся из С процедурами комплексного сопряже-
ния и транспонирования. 

2. Линейные преобразования (7.1.1), одновременно удовлетворяющие 
(спинорным) условиям (7.1.3) и условиям (7.1.33), образуют уни.моду
л.ярную унитарную (3-пара.метри-ческую) группу SU(2). Такие преоб
разования в спинорном пространстве соответствуют хронометрическим 

преобразованиям в координатном пространстве, не выводящим за пре

делы выделенной системы отсчета. 

3. Рассмотрим более подробно свойства таких преобразований. Так, 
явно выражая С~ из третьего соотношения в (7.1.33) и подставляя его в 
(7.1.3), приходим с учетом первого соотношения из (7.1.33) к условиям 
на коэффициенты: 

с1 _ с* 2. 
2 - - 1, 

1 * 2 С1=С2· (7.1.34) 

Представляя два независимых комплексных коэффициента через 4 ве
щественных параметра а0 , ai, а2, аз, 

C l . 
1 = ао +~аз, (7.1.35) 

находим, что матрица унимодулярных унитарных преобразований имеет 

вид 

( 
ct 
с; 

Ci 
с2 

2 ) ( ), (7.1.36) 
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где, вследствие (7.1.3), вещественные параметры удовлетворяют соотно-
шению 

с1с2 0 10 2 2 2 2 2 1 1 2 - 2 1 = ао + а1 + а2 + аз = , (7.1.37) 

т. е. независимыми являются только три из них. 

4. Отдельно рассмотрим преобразования векторов, индуцированные 
подгруппой преобразований SU(2). Подставляя коэффициенты с:, удо
влетворяющие условиям (7.1.3) и (7.1.33), в (7.1.16), находим, что в этом 
случае 

L~0 = 1; L~ = О; L~0 = О. (7.1.38) 

Здесь и в дальнейшем латинские индексы пробегают значения: 1, 2, 3. 
При этих преобразованиях времени-подобные компоненты векторов не 

изменяются, а преобразуются друг через друга лишь пространственно

подобные компоненты. 

5. Укажем характерные случаи пространственно-подобных преобра
зований. Так, поворот в плоскости (2,3), т. е. поворот вокруг первоil 

оси на угол 01 , соответствует следующим значениям параметров аµ из 

(7.1.36): 
01 . 01 

ао = cos 2; ai = sш 2; а2 =аз= О. (7.1.39) 

Вращениям вокруг вmopoil оси (т. е. в плоскости (3,1)) на угол 02 соот-
ветствуют 

02 о . 02 о ( ) ао = cos 2; ai = ; а2 = sш 2; аз= . 7.1.40 

Вращениям вокруг mpemъeil оси (т. е. в плоскости (1,2)) на угол Оз со-
ответствуют 

Оз . Оз ( ) ао = cos 2 ; а1 = а2 =О; аз= sш 2 . 7.1.41 

Подставляя, например, (7.1.39) в выражения для коэффициентов L~a, а 
затем в выражение вида (7.1.15), находим 

и'1 = и1 cos Оз + и2 sin Оз; и'2 = -и1 sin Оз + и2 cos Оз; и'з = из. (7.1.42) 

6. Матрицу коэффициентов произвольного SL(2,С)-преобразования 
можно представить в виде произведения эрмитовой матрицы на унитар

ную 

( Cf CJ ) = ( Ьа + Ьз Ь1 - Ь2 ) ( аа + iаз а2 + ia1 ) 
с2 с2 ь ·ь ь ь х · · ' 1 2 1 + i 2 о - з -а2 + ia1 аа - ~аз 

(7.1.43) 
следовательно, можно утверждать, что преобразовани.я, дополн.яющие 

3-параметри'Ческую группу SU(2) до полноil 6-параметри'Ч.ескоil груп-
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пъt SL(2,C), характеризуются эрмитовъ~ми матрицами вида 

( 
С{ Ci ) ( Ьо + Ьз Ь1 - Ь2 ) 
С[ Ci Ь1 + ib2 Ьо - Ьз ' (7.l.44) 

где Ь0 , Ь1, Ь2, Ьз - четыре вещественных параметра, удовлетворяющих 

условию 

(7.1.45) 

т. е. независимыми являются только три. Такие преобразования не об

разуют группу. В литературе они часто называются бустами. Эти пре

образования описывают в спинорном пространстве переходы от одной 

системы отсчета к другой, т. е. в хронометрической калибровке монад-

ного метода они соответствуют преобразованиям (3.2.17). \ 
7. Обсудим преобразования векторов, соответствующие преобразова;

ниям спиноров через эрмитовы матрицы (7.1.44), дополняющие подгруп
пу SU(2) до группы SL(2,C). Легко видеть, что при таких преобразо
ваниях времени-подобные и пространственноподобные компоненты век

торов перемешиваются. Эти векторные преобразования дополняют под

группу 0(3) до группы 0(1,3). Известно, что именно такими преобразо
ваниями в специальной теории относительности описываются переходы 

между разлU'ч,нъ~ми системами отс-ч,ета. Три независимых параметра 

Ьµ из (7.1.44) соответствуют трем компонентам скорости Vi движения 

одной системы отсчета относительно другой. 

8. Приведем значения параметров Ьµ для трех случаев скоростей Vi 

второй системы отсчета вдоль соответствующих осей. Так, для движе

ния вдоль первой оси (для псевдоповорота в плоскости (О, 1)) параметры 
следует выбрать в виде 

h е1 ь . h е1 ь ь Ь0 = COS 2; 1 = Slll 2; 2 = З =О, (7.1.46) 

где В1 связано со скоростью vi следующим образом: 

v1 _ he _ 2ЬоЬ1 
- - tan 1 - 2 ь2 . 
с ьо + 1 

(7.1.47) 

Здесь введена скорость света с для получения безразмерных величин. 

Для описания перехода к другой системе отсчета, движущейся вдоль 

второй оси (для псевдоповорота в плоскости (0,2)) со скоростью v2 , па
раметры следует выбрать в виде 

Ь0 = cosh е;; Ь1 =О; Ь2 = sinh е;; Ьз =О, (7.1.48) 

где 

v2 _ he _ 2ЬоЬ2 
- - tan 2 - 2 ь2 . 
с ьо + 2 

(7.1.49) 
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Аналогично, для описания псевдоповорота в плоскости (0,3) на угол 
ез следует взять параметры в виде 

где 

ез 
Ь = cosh-· о 2, Ь1 = Ь2 = О·, Ь sinh ез з= 2' 

vз 2ЬоЬз 
- = tanh ез = ь2 ь2 . 
с о+ 3 

(7.1.50) 

(7.1.51) 

9. Более подробно рассмотрим, например, случай движения вдоль 
первой оси. Используя (7.1.16) и (7.1.46), находим, что из всех коэффи
циентов L':"a остаются отличными от нуля лишь шесть: 

L0 = L1 = Ь2 + Ь2 = cosh е · ·О ·l О 1 1, 

(7.1.52) 

L2 - Lз - ь2 - ь2 - 1 ·2 - .3 - о 1 - . 

Учитывая известные формулы гиперболической тригонометрии и 

( 7 .1.1 7), приходим к известным преобразованиям Лоренца: 

10 и0 + (v/c)u1 
и - . - J1 - (v/c) 2 ' 

,1 (v/c)u0 + и1 

и - . - J1 - (v/c)2 ' 
и'3 = и3 . (7.1.53) 

7.1.4. Алгебры Клиффорда и 4-компонентные спиноры 

1. В настоящее время принято вводить спиноры на основе алгебр 
Клиффорда C(s,r) над полем вещественных чисел [84, 147]. Согласно 
этому подходу, характер и число компонент спинора зависят от размер

ности (s+r) рассматриваемого многообразия и его сигнатуры s-r. Здесь 
s и r-соответственно числа времени-подобных и пространственно-по
добных размерностей многообразия. Под характером спиноров подразу

мевается, какими величинами описываются компоненты спинора: веще

ственными, комплексными или кватернионами. 

В алгебрах Клиффорда ключевую роль играет понятие образующих 

алгебръt е(А), где индекс в скобках нумерует образующие. Для них име

ют место антикоммутационные соотношения: 

е(А)е(В) + е(В)е(А) = 2ry(AB)I, (7.1.54) 

где индексы А и В принимают столько значений, какова размерность 

многообразия, а ry(AB) - компоненты метрического тензора в нем. 
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2. Введенные выше матрицы Паули и 1-матрицы являются образу
ющими алгебр Клиффорда. Так, матрицы Паули, вследствие соотноше

ний (7.1.12), являются образующими алгебры Клиффорда С(3), соответ
ствующей 3-мерному евклидову пространству. В этой алгебре спиноры 
являются вещественными 2-компонентными. 

Отметим, что в алгебрах Клиффорда возникает существенная раз

ница сигнатур для одной и той же размерности. Для 4-мерных много

образий с сигнатурами ( + - --) и (- + ++) спиноры оказываются, со
ответственно, 2-компонентными кватернионными или 4-компонентными 

вещественными. Из теории алгебр Клиффорда над полем вещественных 

чисел следует, что используемые в теоретической физике (комплексные) 

4-компонентные спиноры соответствуют алгебре Клиффорда С(4,1), т. е. 

5-мерному многообразию с сигнатурой ( - + + + +). 
3. Введенные выше 4 матрицы Дирака удовлетворяют соотношеr&.ям: 

1(µ)1(v) + 1(v)1(µ) = 2ry(µv)J4, (7.1.55) 

т. е. являются образующими алгебры, но только их частью. С помощью 

четырех матриц 1(µ) можно определить пятую матрицу 

(

1 о о 

1(5) = 1(0)1(1)1(2)1(3) = i ~ ~ ~1 
о о о 

~) = . (12 о '/, о 

-1 

(7.1.56) 

которая пространственно-подобна (т. е. 1(5)2 = -1) и в совокупности с 
4 матрицами Дирака удовлетворяет соотношениям вида (7.1.54): 

(7.1.57) 

где индексы А и В пробегают значения: О, 1, 2, 3, 5, а ТJ(АВ)-метриче
ский тензор 5-мерного многообразия с сигнатурой ( +- - - - ). Отметим, 
что здесь нет противоречия с сигнатурой алгебры Клиффорда С(4,1), 

поскольку переход между двумя сигнатурами осуществляется умноже

нием матриц на мнимую единицу. 

4. С помощью матрицы 1(5) по прежним правилам (7.1.29) построим 
пятую компоненту u5: 

2иs = Ф1(5)Ф = -i [(х1Ф2 
- х2Ф1 ) - (х 1 ф 2-х 2 ф 1 )], (7.1.58) 

которая в общем случае вещественна и определяется разностью инвари

антов (7.1.24). Из (7.1.19), (7.1.22) и (7.1.29) следует тождество 6-оптики 
(см. главу 12): 

2 2 2 2 2 2 о 
Uo - U1 - U2 - U3 - U5 - U5 = ' (7.1.59) 

где введено обозначение 2и6 = фф. 
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5. Матрицы 1(5) позволяют ввести понятия левых (eL) и правых (eR) 
компонент массивного фермиона (электрона): 

eL с: ~(1- i-у(5))ф = ( ~ ) ; ел " ~(1 + i-у(5))Ф = ( !: ) . (7.1.60) 

Аналогично, из 4-компонентной строки получаются сопряженные ком-

поненты: - 1- . *1 *2 
eL = 2Ф(l + i1(5)) = (0,0,Х ,Х ); 

eR = ~ф(1 - i1(5)) = -(Ф1, Ф2, о, о). (7.1.61) 

* Таким образом, спинор х (и сопряженный ему спинор Х) характеризует 

левую компоненту фермионной частицы, а спинор ф (и сопряженный 
* 

ему ф) - правую компоненту. 

Используя эти выражения, компоненты вектора (7.1.19) можно пред-
ставить в виде 

(7.1.62) 

6. Особую роль в теории алгебр Клиффорда и спиноров играют про
изведения из образующих, составляющие базис алгебры. Легко непосред

ственно убедиться, что их число равно 16, так как имеют смысл произве
дения образующих, содержащие не больше их числа в алгебре. В теории 

спиноров им соответствуют квадратичные комбинации вида (7.1.29), где 
произведения образующих ( 1-матриц) окаймлены столбцом ф справа и 
строкой ф слева. Они соответствуют возможным тензорным величинам, 
которые можно образовать из спиноров. Выше были записаны шесть 

величин: скаляр (7.1.2), псевдоскаляр (7.1.58) и четыре векторные ком
поненты (7.1.29). Кроме этого, можно образовать следующие антисим
метричные тензоры второго ( 6 компонент) и третьего ( 4 компоненты 
псевдовектора) рангов: 

Ф1(µ)1(v)ф; Ф1(µ)1(v)1(Л)ф. (7.1.63) 

Тензорный характер преобразований выписанных комбинаций мож

но доказать, используя (7.1.29). Так, для величин Ф1(0:)1(/З)Ф имеем 

(Ф1(0:)1(/З)Ф) 1 = фs-11(0:)1(/З)Sф = ф (s- 11(0:)8) (s-1 1(/З)S) ф = 

= фL~.1(µ)L~.1(v)ф = L~) L~.Ф1(µ)1(v)ф. (7.1.64) 

Это закон преобразования тензора второго ранга. Из этих выражений 

следует эквивалентность двух способов рассмотрения спиноров: 1) мож-

9-2979 
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но полагать, что частицы описываются набором скаляров, а преобразу

ются ')'-матрицы, или 2) считать, как это обычно делается, что ')'-матри
цы постоянны, а преобразуется набор компонент фермионной частицы 

по спинорному представлению группы Лоренца. 

7.2. Уравнения Дирака в плоском пространстве-времени 

Ранее были рассмотрены важнейшие уравнения теоретической физи

ки: уравнения Эйнштейна, Максвелла, Клейна-Фока и другие, однако 

пока отсутствовали уравнения поля для спинорных частиц. Заполним 

этот пробел, начав со случая плоского пространства-времени. Фермион

ные (спинорные) частицы (поля) описываются уравнениями Дирака 

( 
д е те) 

-i')'(µ) дхµ + nc Аµ!'(µ)+ h 'ljJ =О, (7.2fl) 

где учтено взаимодействие с электромагнитным полем. Для этих урав

нений, как и для других фундаментальных уравнений физики, справед

ливо сделанное выше утверждение: уравнения Дирака не выводятся; они 

были открыты, а затем постулированы. 

7.2.1. Обсуждение уравнений Дирака 

1. Как правило, в учебниках уравнения Дирака вводятся путем свое
образного извлечения «квадратного корня» из известных уравнений 

Клейна-Фока 

[ 
v д

2 

(тс)2] ( д те) (· д те) !4 'f/µ + - 'l/J= -i1(v)-+- '!,')'(µ)-+- 'l/;=0. 
дхµдхv n дхv n дхµ n 

(7.2.2) 

Именно исходя из этого выражения, обычно находится вид матриц Ди

рака и устанавливаются их свойства (7.1.55). 
Отметим, что из-за того, что матрицы Дирака обычно выбирают

ся раз и навсегда фиксированными, при обсуждении уравнений Дирака 

приходится доказывать их лоренц-инвариантность, что становится оче

видным, если допустить векторный закон преобразований ')'-матриц. 

2. Уравнения Дирака могут быть получены вариационным методом, 
если постулировать лагранжиан спинорного поля в виде 

ine (- д'l/; аф 2ie- iте- ) 
J:,Ф = 2 'l/J!'(µ) дхµ - дхµ !'(µ)'l/; - ne 'l/J!'(µ)'l/;Aµ + h'ljJ'ljJ . (7.2.3) 

3. Использованный выше способ изложения спиноров в пространстве 
скоростей, как бы независимо от координатного пространства-време

ни, позволяет взглянуть на смысл уравнений Дирака под особым углом 
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зрения. Чтобы это сделать, еще раз отметим удивительную симметрию 

между координатами и импульсами, которая в классической физике про

является в виде канонических уравнений. В квантовой физике она имеет 

более глубокий характер и проявляется в виде симметрии координатного 

и импульсного представлений волновых функций, соотношений неопре

деленностей и т. д. В частности, значения импульсов и координат частиц 

определяются симметричным образом через производные от волновых 

функций в соответствующих представлениях: 

µ.!.( ) - ·~дф(р) 
Х 'f/ р - ~п д . 

Рµ 
(7.2.4) 

Данная симметрия даже послужила основанием В. Паули и ряду дру

гих физиков поставить вопрос, что более первично: координатное или 

импульсное пространство? 

4. С другой стороны, векторы 4-скорос;ти можно получить из спинор
ных волновых функций независимо, согласно (7.1.29), а следовательно, 
умножая на значение массы m, прийти к выражениям импульса рµ неза
висимо от координатного пространства-времени. Этот факт позволяет 

взглянуть на сутъ уравнений Дирака как на условие согласования двух 

определений скорости (импулъса} -частиц: одного в рамках понятий ко
ординатного пространства, а другого в рамках понятий пространства 

скоростей. Уравнения Дирака означают, что проекция импульса Рµ из 

(7.2.4) на единичный вектор 4-скорости иµ (7.1.29) определяется значе
нием массы частицы m: 

- дф те- дф те 
Рµиµ = m _, iф1(µ) дхµ + (h.c.) = -у;;:ФФ _, i1(µ) дхµ = -у;;:Ф· (7.2.5) 

5. Обратимся к классическим уравнениям движения. В их левых ча
стях содержатся вторые производные от координат (ускорения) или рас
сматриваемых функций, а справа - некоторые выражения из скоростей 

и координат (функций). Как известно, скорость определяется как пре

дел отношения разности координат двух точек (функций в двух точках) 
к промежутку времени (интервалу), т. е. основывается на рассмотрении 

двух близких точек или одного «шага». (Наиболее общий подход к одно
му «шагу» формулируется в дифференциальной геометрии в виде опе

рации параллельного переноса.) Для определения ускорения необходимо 

рассматривать три точки, т. е. это понятие основано на двух «шагах». 

Следовательно, можно сказать, что все ключевые уравнения классиче

ской физики имеют «двухшаговую» природу. Таковыми являются урав

нения второго закона Ньютона, уравнения геодезических линий в ОТО, 

а также сами уравнения Эйнштейна. Напомним, что стоящие в левой 
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части этих уравнений компоненты тензора кривизны (Риччи) определя

ются в геометрии через параллельный перенос по замкнутому контуру, 

что соответствует сравнению результатов двух переносов в разном по

рядке. 

Поскольку уравнение Клейна-Фока представляет собой «двухшаж

ное» соотношение, то уравнения Дирака, представляющие собой своеоб

разный «квадратный корень» из него, являются «одношажными», что 

отражено соотношением (7.2.2). 
6. Следует подчеркнуть, что в общепринятой теории поля исполь

зуется ограниченное понимание сути фермионных полей: они рассмат

риваются наряду со скалярными, векторными или тензорными полями, 

отличаясь от них лишь только своими трансформационными свойства

ми - преобразованием по спинорному представлению группы Лоренца. 

Однако в спинорных волновых функциях заключено значительно qоль

шее. 

7.2.2. Спинорная запись фундаментальных уравнений 

1. Формулами вида (7.1.13) фактически было определено соответ
ствие между компонентами 4-мерных векторов и компонентами смешан

ных спинтензоров второго ранга. Вводя одинаковые коренные буквы для 

обозначений тех и других величин (например, букву А), из этих формул 

можно найти обратные соотношения как для контравариантных, так и 

для ковариантных компонент: 

А ii = А о + Аз = А0 - Аз; А 22 = А 0 - Аз = А0 + Аз; 
A2i = А1 + iA2 = -А1 - iA2; (7.2.6) 

А · - А22 - А + А · А · - A1i - А А · 11 - - о з, 22 - - о - з, 

А12 = -A2i = Ai + iA2; A2i = -А12 = Ai - iA2. (7.2.7) 

2. Введем спинорные обозначения для комбинаций дифференциаль
ных операторов, соответствующие приведенным формулам: 

д д д д 
д1i = дхо + дхЗ; 822 = дхо - дхЗ; 

д . д д . д 
д12 = дх1 + i дх2; д2i = дх1 - i дх2. (7.2.8) 

Эти формулы позволяют представить все дифференциальные соот

ношения, записанные ранее для тензорных величин (в плоском про

странстве-времени), исключительно через спинтензорные величины и 

операторы [140]. Это особенно важно для записи уравнений Дирака, ко
торые в форме (7.2.1) содержат как векторные, так и спинорные вели
чины. 
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3. Но начнем с более простых соотношений. Легко убедиться, что 
условия Лорен'Ца во введенных обозначениях представляются в виде: 

дАµ 18 sr _ 1 (а A1i д А12 д л2i д л22) дхµ = 2 srA = 2 1i + 12 + 2i + 22 = О. (7.2.9) 

Здесь и далее индексы s и r принимают значения 1 и 2. 
Уравнение Клейна-Фока в спинтензорных обозначениях имеет вид 

µv д2 ер - 1 д . asr - о 
17 д д - -2 sr ер - · хµ xv 

(7.2.10) 

4. Чтобы записать уравнения Максвелла, введем спинтензорные обо
значения для специальных комбинаций из компонент тензора электро

магнитного поля: 

!11 = (F10 + Fiз) + i(F20 + F2з); fi2 = Fоз + iF21; 

(7.2.11) 

Здесь вместо коренной буквы F введена буква f, чтобы не было пута
ницы между спинтензорными и тензорными комrюнентами электромаг

нитного поля. Легко убедиться, что эти комбинации представляются в 

следующем симметричном спинтензорном виде: 

(7.2.12) 

где А~ = Ars9sq. 
Используя эти обозначения, первую пару уравнений Максвелла мож

но представить в форме 

(7.2.13) 

Втора.я пара уравнений Максвелла представляется в виде 

. 47Г 
д ·fq +д· fq - -у·. sq r rq s - с sr · (7.2.14) 

5. Уравнения Дирака дл.я свободной -ч,асmи'Цъt легко находятся путем 
замены векторных операторов дифференцирования на спинтензорные 

согласно (7.2.8) и воспроизведения спинорных значков у 4-компонентно
го биспинора (7.1.22): 

· те · 
iдsrXs - -фr =О; 

п 
(7.2.15) 

Инвариантность этих уравнений относительно спинорных преобразова

ний очевидна. 
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6. Уравнени.я Дирака дл.я электро.магнитно взаимодействующего 

спинорного пол.я получаются общеизвестной заменой частной производ

ной на удлиненную: 

i ( asr + ~: лsr) Xs - ~с фr =О; . ( ie ) r те 
i дsr + ltcAsr ф - тхs =О. 

(7.2.16) 

7.3. Фермионы в искривленном пространстве-времени 

Перейдем к случаю искривленного пространства-времени, где опре

деление импульсов (7.2.4) в координатном пространстве через частные 
производные должно быть заменено на ковариантные производны~ от 

спинора. ~ 

7.3.1. Уравнения Дирака в искривленном пространстве-времени 

1. Определим операцию параллельного переноса спинорных волно
вых функций, следуя работам В. А. Фока [169] и В. А. Фока и Д. Д. Ива
ненко [168]. Для этого рассмотрим соотношение компонент спиноров в 
близких точках. Из общих соображений следует ожидать, что 

ф(х + dx) = ф(х) + Глф(х)dхл; 
°ф(х + dx) = °ф(х) + ф(х)Т\dх\ (7.3.1) 

где Гл и Гл - квадратные 4-рядные матрицы. Установим связь между 

ними. Для этого используем общепринятые в релятивистской квантовой 

теории соотношения: 

11(0)11(0) = I. (7.3.2) 

Здесь и далее матрицы Дирака 11( а) в одном из стандартных пред
ставлений будут писаться с локальными индексами, поскольку принято 

считать, что они инвариантны при координатных преобразованиях. Из 

(7.3.1) и (7.3.2) имеем 

ф(х)Т'л = (Глф(х))t11(О) = фt(х)Г111(О) = °ф(х)11(0)Г111(О), (7.3.3) 

т. е. - t 
Гл = 11(О)Г л 11(0). (7.3.4) 

2. Чтобы найти явный вид матриц Гл, воспользуемся тем, что из 
величин фиф по стандартным правилам можно построить вектор (ло
кальный, т. е. относительно группы локальных ортогональных преобра-
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зований): 

В(а) = "iJ;"((et)ф, (7.3.5) 

а для произвольного вектора с локальным индексом известен закон па

раллельного переноса (6.2.15). Подставляя (7.3.1) в (7.3.5) и учитывая 
(7.3.4), получаем в первом приближении 

(ф"f( й )ф) x+dx = ("iJ;"t( й )ф) х + Ла ( а(З)dха ("iJ;"t(fЗ)ф) х = 

= ф(х + dх)"((а)ф(х + dx) = ф"f(еt)ф(х) + 
+ 'l/;"f(et)Г µ'l/;(x)dxµ + ф(х)"f(О)Г\ "f(O)"f(et)ф(x)dx'\ (7.3.6) 

Отсюда находим уравнение для матриц Гл: 

(7.3.7) 

3. Естественно решать это уравнение в виде выражений, составлен
ных из Ла ( а(З) и матриц "f(µ). Непосредственной проверкой легко убе
диться, что простейшее решение имеет вид: 

Га= iAa + ~Лa(µv)"t(µ)"f(v); 

(7.3.8) 

где Аа -произвольный вектор. 

4. Из (7.3.8) и (7.3.1) получаем выражение для ковариантной произ
водной от спинора 

(7.3.9) 

5. Вводя обозначение 
(7.3.10) 

и вспоминая, что переход к искривленному пространству-времени осу

ществляется заменой частных производных ковариантными, находим 

уравнение Дирака в искривленном пространстве-времени (в локальных 

индексах): 

[ 
. д i те] 

-~"((Л) дх(Л) - А(Л)"t(Л) + 4 л(Лaf3)"t(Л)"f(et)"f(f3) + fi: ф =О. 

(7.3.11) 
Любопытно, что в выражениях (7.3.8)-(7.3.11) можно ввести в кова

риантную производную вектор Аµ, который входит точно так же, как 
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векторный электромагнитный потенциал при учете взаимодействия спи

норного и электромагнитного полей. 

Уравнения (7.3.11) можно переписать с универсальными индексами, 
введя обозначение 

(7.3.12) 

где gµ(>-.) теперь определяет переход от криволинейной системы коор
динат к такой локальной декартовой, в которой матрицы 1(Л) имеют 

обычный вид (значения в общепринятом представлении гамма-матриц). 

В результате получаем: 

(7.3.13) 
\, 

6. Отметим, что матрицы /µ, во-первых, теперь становятся функ
циями координат и, во-вторых, ведут себя как компоненты вектора с 

универсальным индексом, т. е. преобразуются по векторному закону при 

универсальных координатных преобразованиях (1.1.1). 
Вместо известных антикоммутационных соотношений для матриц 

Дирака 1(а) 
(7.3.14) 

для новых матриц /а имеют место соотношения: 

(7.3.15) 

т. е. метрический тензор определяется через гамма-матрицы /а· 

7. Выписанные выше уравнения Дирака в искривленном (римано
вом) пространстве-времени несложно обобщить на случай неримановых 

геометрий (см. [88]). Здесь наибольший интерес представляет поведение 
фермионных полей в пространствах с кручением. 

7.3.2. КвадРирование уравнений Дирака 

Выше уже упоминалось, что в искривленном пространстве-времени 

в уравнении Клейна-Фока возникает дополнительное слагаемое со ска

лярной кривизной с некоторым коэффициентом, зависящим от способа 

получения этого уравнения. Найдем этот коэффициент, исходя из то

го, что более фундаментальными являются уравнения Дирака. Сделаем 

обратный шаг по сравнению с извлечением «квадратного корня» - по

лучим уравнение Клейна-Фока квадрированием найденных уравнений 

Дирака в искривленном пространстве-времени. 
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Квадрирование уравнений Дирака осуществляется действием слева 

на уравнения (7.3.13) комплексно сопряженным оператором: 

-'!/'( µ +- µva'Y 'У 'У - - Z"( -а - - аf]Л'У 'У 'У - - 1/J =О. ( 
. µ д i Д µ 11 а те) (. а д i Д а /3 л те~ 

дх 4 п дх 4 п 7.3.16) 

Поясним ключевые положения из промежуточных выкладок. 

1. Не следует забывать, что в искривленном пространстве-времени 
матрицы Дирака зависят от координат. При их дифференцировании сле

дует воспользоваться формулами (6.2.21) и (7.3.12), которые приводят 
к выражению: 

(7.3.17) 

2. Слагаемое, содержащее дифференцирование коэффициентов вра
щения Риччи, посредством выделения симметричной и антисимметрич

ной частей приводится к виду 

3. Легко видеть, что антисимметричную комбинацию производных 
от коэффициентов вращения Риччи в (7.3.18) можно рассматривать как 
часть выражения для тензора Римана-Кристоффеля. В связи с этим 

напомним, что этот тензор со всеми универсальными индексами связан 

с тензором кривизны в тетрадном методе соотношением (6.2.34) 

Дополнительные слагаемые к антисимметричной комбинации производ

ных от коэффициентов вращения Риччи возникают из производных от 

произведения трех матриц Дирака. 

4. Легко видеть, что в квадрированном выражении тензор Римана
Кристоффеля возникает свернутым с произведением из четырех мат

риц Дирака. От него можно перейти к скалярной кривизне, представив 

11роизведение из трех последних матриц Дирака в виде комбинации с 
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циклической перестановкой индексов и используя тождества Риччи: 

/µ'.('У!З'/'Rµv(ЗЛ =~'Уµ ('Уv//3/Л + //З'УЛ/v + 'УЛ/v!fЗ) Rµv(ЗЛ + 

+ ~(!µ/ЛgvfЗ - 2/µ"(f39v>..)Rµvf3Л = -2R. (7.3.20) 

5. Выражение, содержащее произведение из шести матриц Дирака, 
следует представить в виде 

1 Д Д µ v а °' /3 Л"1' _ 1 µ vB В пl, 1 µ v Д Ба п/, 
16 µva а/ЗЛ"f 'У 'У 'У 'У 'У 'f' - 161 "( µ V'f' + ;р / µva 'f/ 1 

(7.3.21) 
где введено обозначение 

(7.3.22) 

Произведя громоздкие, однако элементарные преобразования, квад

рированное уравнение Дирака в искривленном пространстве-времени 

можно привести к следующему виду: 

[ 
v f P v °' д т 2 с2 1 gµv ( 1 ) ] 

9µ дхµдхv - 9µ Г µv дх°' + --у;:г + 4R- 4 У' µBv - 4BµBv 1/; =О. 

(7.3.23) 
Напомним, что в плоском пространстве-времени (в декартовых ко

ординатах) квадрированное уравнение Дирака в присутствии электро

магнитного поля имеет вид 

µv ___ ie ___ ~ т С ~ µv _ [ (д . )(д . ) 22 . ] 
'Г/ дхµ nc Аµ дхV nc Av + 11,2 + 2nc Fµv(J 1/; - о, 

(7.3.24) 
где введен антисимметричный матричный 4-тензор 

(7.3.25) 

Сравнивая (7.3.24) с (7.3.23) и учитывая (7.3.25), находим, что своеоб
разными аналогами тензора электромагнитного поля, свернутого с (Jµv, 

выступают, во-первых, тензор Римана-Кристоффеля (в квадратичной 

свертке с антисимметричным матричным 4-тензором) и, во-вторых, вы

ражение Вµ, содержащее в себе матричный 4-тензор, так как 

в д v >.. Д v>.. 
µ = µvЛ/ / = µv>..(J · (7.3.26) 

Не представляет труда записать квадрированное уравнение Дирака в 

искривленном пространстве-времени в присутствии электромагнитного 

поля. 



Часть 111 

Многомерность физического мира .... 

ОТО решает задачу геометризации взаимодействий лишь частично, 

ограничившись гравитационным взаимодействием. Но идеология гео

метризации физики диктует распространение ее принципов и на другие 

виды взаимодействий. В ХХ веке решению этой проблемы уделялось 

значительное внимание, причем интерес к ней то возрастал и она стано

вилась в центре внимания, то затухал. К концу ХХ века эта проблема 

вновь заняла достойное место в мировых исследованиях, и в настоящее 

время есть основания полагать, что в принципиальном плане эта пробле

ма уже решена. В этой части показано, как это можно сделать в рамках 

8-мерной геометрической теории. 

Размерность пространства-времени 

n=8 Грави-сильные взаимодействия 

n=7 Грави-электро-слабые 
взаимодействия 

n=6 Теория Калуцы-Клейна 

n=5 Теория Калуцы 

n=4 

Эйнштейновская 
общая 
теория 

относительности 

Геометризуемые 
поля 

Рис. 111.1. Размерность пространства-времени и геометризация физических 
взаимодействий 
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Последовательное увеличение размерности пространства-времени 

позволяет геометризовать сначала электромагнитные, затем электросла

бые и, наконец, в рамках 8 измерений - сильные взаимодействия. Это 

проиллюстрировано схемой (см. рисунок III.1), где по вертикальной оси 
отложена размерность пространства-времени, а по горизонтальной оси 

указаны бозонные поля, геометризуемые в многомерной теории соответ

ствующей размерности: электромагнитное Аµ, поля слабых взаимодей

ствий Zµ, Wj=, переносчики сильных взаимодействий - глюонные поля 
A(s)µ· Малый квадрат соотносится с 4-мерной ОТО; следующий за ним 
квадрат - с 5-мерной геометрической теорией гравитационных и элек
тромагнитных взаимодействий Калуцы; еще больший квадрат - с 6-мер

ной теорией Калуцы-Клейна и, наконец, последний квадрат - с 8-мер

ной геометрической теорией грави-сильных взаимодействий. ПроJежу
точный квадрат соответствует 7-мерной геометрической теории грави

электрослабых взаимодействий, получаемой из 8-мерной теории своеоб

разным усечением (склейкой двух скрытых размерностей). 



rnaвa 8 -------------·---------····-------

Пятимер н ые теории 
Калуцы и Клейна 

Т. Калуца предложил [75] способ объединения теорий гравитации и 
электромагнетизма на основе гипотезы, что наш мир представляет со

бой искривленное 5-мерное пространство-время, сделав следующий шаг 

(после открытия ОТО) в построении геометрофизики, т. е. в создании 
геометрической картины мира. 

Подчеркнем наиболее существенные аспекты излагаемых в этой гла

ве двух вариантов 5-мерной теории. 

1. Теория Т. Калуцы возникла как непосредственное развитие идей 
эйнштейновской ОТО на случай геометрической теории пяти измерений 

и нацелена на объединение теорий гравитационных и электромагнитных 

взаимодействий. 

2. Теория О. Клейна и ряда других авторов представляет иной вари
ант 5-мерной теории, предназначенный для геометрического описания 

масс покоя частиц и некоторых других аспектов современной физики. 

3. Эта глава посвящена анализу 5-мерных теорий Калуцы и Клейна, 
рассматриваемых здесь лишь как промежуточные шаги на пути постро

ения геометрофизики, охватывающей все известные виды физических 

взаимодействий. В последующих главах в рамках геометрии более вы

соких размерностей анализируются электрослабые и сильные взаимо

действия, проявляющиеся в микромире. 

4. При построении многомерных теорий следует с большой осторож
ностью переносить в них «правила игры», принятые в рамках 4-мерия. 

Это обусловлено тем, что, повышая размерность используемого много

образия, мы входим в неизученные области физического мироздания, 

где нужно не слепо руководствоваться закономерностями, вскрытыми 

в классическом 4-мерном мире, а исследовать, насколько они там спра

ведливы и, самое главное, пытаться разглядеть, какие новые понятия и 

принципы там действуют. Как показывает опыт исследования многоме

рия, привлечение каждой новой размерности влечет за собой проявление 

чего-то нового, ранее не встречавшегося. 
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5. Забегая вперед, отметим, что многомерный геометрический подход 
на самом деле вскрывает лишь вершину айсберга физической реально

сти. Исследуя ее, мы будем стремиться разгадать еще более глубокие 

закономерности, действующие в подводной части айсберга реальности, 

которые можно будет использовать при построении более фундамен

тальной теории. 

8.1. Основания перехода к пятимерной теории 

1. Распространенное предубеждение против многомерия основано на 
открытии, впервые сделанном, по-видимому, И. Кантом, согласно кото

рому законы обратных квадратов для гравитационной и электроста~иче

ской сил связаны с 3-мерностью классического пространства. Это Легко 
выводится из 3-мерных уравнений Пуассона для скалярных потенци

алов соответствующих полей. В гипотетической теории, описывающей 

явления в плоском n-мерном пространстве, естественно также ожидать 

наличия сил, потенциалы которых 'Р удовлетворяют n-мерному уравне

нию Пуассона. Его решения и центральные силы находятся в виде 

а 

<p(r) = rn-2 
д<р 1 

F=--,.....,--
дr rn-1' 

где а - постоянная; r = V х~ + х§ + · · · + х~_1 . 

(8.1.1) 

Заметим, что аналогичная зависимость потенциала от радиальной 

координаты имеет место и в обобщении ОТО на случай п + 1 измере
ний. Так, сферически-симметричное решение (Тангерлини) многомер

ных уравнений Эйнштейна в координатах кривизн находится в виде 

(8.1.2) 

где r = х 1 ; 

п-1 

&J2 = (dx2
)

2 + sin2 x2 (dx3
)

2 + sin2 х2 sin2 x 3(dx4
)
2 + ... + П sin2 x1(dxn) 2

• 

l=2 
(8.1.3) 

Можно показать тем же способом, что и в 4-мерной теории, что из этого 

выражения в основном приближении получается квазиньютонова сила 

вида (8.1.1). В частности, в 5-мерной теории такого типа силы убывают 
обратно пропорционально кубу расстояния от центра. 
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2. На данном факте основаны многочисленные особенности физиче
ского мира в пространстве-времени четырех измерений по сравнению 

с гипотетическими мирами в пространствах иной размерности (см. [29, 
115]). Назовем главные из таких особенностей: 

1) Атомы устойчивы лишь в пространстве-времени четырех и менее 
измерений. 

2) Круговые орбиты пробных тел устойчивы в ньютоновом гравита
ционном поле лишь при п ::::; 4. 

3) Принцип Гюйгенса справедлив лишь в пространствах нечетной 
размерности (в пространстве-времени четной размерности). 

4) Квантовая электродинамика неперенормируема в пространстве
времени с п ~ 4. 

5) Четыре-наинизшая размерность, начиная с которой теория Эйн
штейна в вакууме содержательна. 

6) Уравнения Максвелла конформно инвариантны лишь в 4-мерном 
пространстве-времени. 

Имеются и другие особенности 4-мерия, менее известные. 

3. Несмотря на перечисленные свидетельства выделенности 4-мерия, 
в рассматриваемых далее многомерных (при п + 1 > 4) геометрических 
теориях физических взаимодействий отсутствуют противоречия с вы

явленными особенностями 4-мерия благодаря следующим двум обстоя
тельствам. 

1) Выводы об особенностях 4-мерия делались с использованием по
стулата, что все дополнительные размерности равноправны с наблю

даемыми классическими. Однако насколько необходим этот постулат? 

Уже в специальной теории относительности времени-подобная коорди

ната отличается от трех пространственно-подобных координат. В реаль

ной обстановке для каждого из нас одна пространственно-подобная ко

ордината (направление вверх-вниз) выделена по сравнению с двумя 

другими (вперед - назад, влево - вправо). Оставшиеся две координаты 

также неравноправны. Чтобы в этом убедиться, достаточно взглянуть 

на стрелку компаса. 

При построении многомерных геометрических теорий следует отка

заться от постулата равноправности дополнительных и классических из

мерений, полагая, что физические обстоятельства нашего мира таковы, 

что в наблюдаемых условиях мир (точнее, метрический тензор много

мерного пространства-времени) не зависит от дополнительных коорди

нат (или зависит циклически). В этом случае уже нельзя использовать 

симметрию вида (8.1.3), принятую в решении Тангерлини (8.1.2); тогда 
как будет показано ниже, в решениях многомерных уравнений будет по-
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являться наблюдаемая зависимость сил обратно пропорционально квад

рату расстояния от центра. 

2) При обсуждении электромагнитного поля подразумевалось, что 
оно вносится в многомерное пространство-время извне. В многомерных 

теориях будем полагать, что электромагнитное и другие физические по

ля возникают из компонент многомерного метрического тензора в ре

зультате редуцирования к 4-мерной теории. 

4. Т. Калуца обнаружил, что если увеличить размерность простран
ства на единицу, то в обобщенной таким образом теории Э{!нштейна воз

никают дополнительные степени свободы, которые можно использовать 
для описания электромагнитного поля. Поясним идею Калуцы. 

Согласно общим принципам римановой геометрии, в 5-мерном мно

гообразии вместо квадрата 4-мерного интервала ds 2 следует взять 5-мер-
ный интервал 

(8.1.4) 

где индексы А и В принимают значения: О, 1, 2, 3, 5. (Пока индекс 4 про
пустим - он будет использован при изложении варианта 5-мерия Клей

на-Фока.) Компоненты 5-мерного метрического тензора Gлв образуют 

квадратную 5 х 5-матрицу, в общем случае имеющую 15 различных ком-
понент: 

Goo Go1 Go2 Gоз Go5 
G10 G11 G12 G1з G15 

(Gµv Gµ5) =* (9µv 
i5J. Gлв= G20 G21 G22 G2з G25 - G5v G55 Av 

Gзо Gз1 Gз2 Gзз Gз5 
G50 Gы G52 G5з G55 (8.1.5) 

Здесь греческие индексы µ и v по-прежнему принимают четыре значе
ния: О, 1, 2, 3. Калуца показал, что компонентами GАв можно распоря
диться следующим образом: десять компонент Gµv (точнее, десять ком
бинаций из них) следует сопоставить с компонентами 9µv эйнштейнов
ской ОТО; четыре компоненты Gµ5 можно связать с четырьмя компо
нентами электромагнитного векторного потенциала Аµ, и остается еще 

одна, «лишняя», пятнадцатая компонента G55, которая, в принципе, мо

жет описывать какое-то новое скалярное поле. 

5. Данная трактовка компонент 5-мерной метрики вызывает множе
ство вопросов. Они возникли и у Эйнштейна, когда в 1919 году Калуца 
прислал ему на отзыв свою статью. В своем письме к Калуце от 21 апре
ля 1919 года Эйнштейн писал: «Мысль, что электрическое поле является 
«искалеченной» величиной. . . также часто и настойчиво преследовала 
меня. Однако мне никогда не приходило в голову, что это можно полу-
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чить в 5-мерном цилиндрическом мире; такая идея выглядит совершен

но новой. Ваша мысль с первого взгляда очень понравилась мне. . . Если 
при более детальном чтении у меня не появится серьезных возражений, 

я буду рад представить Вашу работу в здешней Академии» (Цит. по [33, 
с. 65]). 

Это высказывание Эйнштейна следует пояснить. Как известно, в тео

рии Максвелла компоненты Аµ образуют тензор напряженности Fµv со

гласно формуле (5.1.2). В искривленном (римановом) пространстве-вре
мени своеобразным аналогом напряженности являются символы Кри

стоффеля: 

1 (8Gлв 8Gвс 8Gлс) 
Fµv ....., г АС,В = 2 ахс + ахл - ахв . (8.1.6) 

Пусть один из индексов (скажем, С) равен 5, а остальные - принимают 

4-мерные значения. Кроме того, постулируем, что компоненты Gлв не 

зависят от 5-й координаты (это так называемое условие цилиндричности 

по х5 ). При сопоставлении (8.1.6) имеем 

(8.1.7) 

т. е. компоненты тензора напряженности электромагнитного поля оказа

лись «искалеченными» компонентами 5-мерного символа Кристоффеля. 

Таким образом, дополнительное, пятое измерение проявляется в виде 

смешанных компонент 5-мерного метрического тензора G µ5 и компонент 

5-мерного символа Кристоффеля. 

6. Еще один довод в пользу перехода к 5-мерной теории можно уви
деть в рамках общепринятой теории спинорных частиц, в частности в 

известных уравнениях Дирака. Напомним, что понятие спинора тесно 

связано с размерностью и сигнатурой геометрического многообразия. 

Согласно общей теории введения спиноров на основе алгебры Клиффор

да над полем вещественных чисел, используемые в современной физике 

4-компонентные комплексные спиноры соответствуют именно 5-мерному 

псевдоевклидовому многообразию. Не случайно в стандартной электро

динамике при описании спинорных частиц возникают дополнительные 

матрицы Дирака "(5, которые вместе с матрицами 'Уµ являются образу

ющими алгебры Клиффорда C(l,4). В теориях более высоких размер
ностей спиноры будут иметь иное число компонент: в 6- и 7-мерных 

теориях их восемь, в 8-мерной теории -уже шестнадцать и т. д. 
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8.2. Геометрический прообраз 
грани-электромагнитных взаимодействий 

Отметим, что первая статья Калуцы и ряд последующих работ дру

гих авторов были недостаточно общими и четкими. Только спустя много 

лет идеи Калуцы были сформулированы в строгом и законче~ом ви

де. Оказалось, что для этой цели необходимо использовать моliадный 
метод редуцирования 5-мерной теории на 4-мерное риманово простран

ство-время. Исторически монадный метод возник в связи с решением 

именно этой задачи [196], и лишь спустя много лет был переоткрыт и 
усовершенствован при разработке методов описания систем отсчета в 

рамках 4-мерной ОТО. 

8.2.1. Монадный метод редуцирования (4+1-расщепления) 

Чтобы прояснить все отождествления и ограничения, сделанные в 

5-мерной теории Калуцы, начнем с изложения монадного метода в самом 

общем случае 5-мерного риманова пространства-времени. 

Монадный метод опять удобно представить состоящим из четырех 

частей: 1) алгебры монадного метода; 2) задания монадных физико-гео
метрических тензоров; 3) определения монадных операторов дифферен
цирования; 4) записи основных соотношений теории в монадном виде. 

1. Алгебра монадного метода. Постулируется, что в каждой точке 
5-мерного многообразия с метрическим тензором Gлв определен век

тор (монада) Ал = G(5)л. Исходной формулой является представление 
метрического тензора в виде 

Gлв = ±АлАв + 9лв, (8.2.1) 

где gлв -метрический тензор 4-мерного пространственно-временного 

сечения, ортогонального Ал. Здесь для общности допускаются две воз

можные сигнатуры:(+---+), соответствующая верхнему знаку в±, и 

( + - - - - ) , соответствующая нижнему знаку. Составляющие 5-мерного 
метрического тензора в (8.2.1) удовлетворяют условиям ортонормиро-
ванн ости 

(8.2.2) 

Как уже отмечалось, в монадном методе оперируют лишь с величи

нами, спроектированными либо на выделенное направление, либо на ор

тогональную ему гиперповерхность. Это достигается внутренним умно

жением тензорных величин В~::: либо на вектор монады Ал, либо на 
компоненты 4-мерного метрического тензора. 
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Выберем монаду ).А вдоль направления дополнительной координа
ты х5 , тогда из условия нормировки в (8.2.2) следует представление ЛА 
через компоненты 5-мерного метрического тензора: 

QA 1 
ЛА= 5 ={Лµ=О·Л5 = }; 

v±G55 , v±G55 
GA5 G5µ ~ 

ЛА= ЛС55 = {Лµ = ЛС55;Л5 = ±y±G55}. 

(8.2.3) 

±G55 ±G55 
Такое представление будем называть калибровкой монады, точнее - вы

бором сnе'Циалъной калибровки (типа хронометрической в ОТО). В даль

нейшем монадный метод будет применяться и для изложения других 

вариантов теории, где вместо индекса 5 будут стоять другие числа. 
В данной калибровке из формул (8.2.1) и (8.2.3) можно найти вы

ражения компонент 4-мерного метрического тензора через компоненты 

G Ав, аналогичные (3.2.12) и (3.2.13): 

Gµ5Gv5 µv µv 
9 G -:с'' G · 9 =G ·, µv = µv т лµлv = µv - С , 

55 

95µ =О; 955 =О; 95µ = G5µ; 9~ = ::~=ЛµЛ5 ; 9f =О; 

9~ = G~; (8.2.4) 

955 = ±[(>.5)2-Л~]. 
(8.2.5) 

В данной калибровке выделяется подмножество систем координат, 

связанных преобразованиями: 

х'5 = х'5(хо х1 х2 хз х5)· 
' ' ' ' ' 

х'µ = х'µ(х0 ,х1,х2 ,х3 ). 

(8.2.6) 

(8.2.7) 

Назовем калиброво'Чно инвариантнъt.ми 4-тензорами величины, инвари

антные при преобразованиях 5-й координаты (8.2.6) и ковариантные 
относительно 4-мерных преобразований (8.2.7). Таковыми будут компо
ненты 4-мерного метрического тензора (8.2.4) и все спроектированные 
на классическое пространство-время тензоры. В такой теории будут ис

пользоваться лишь калибровочно инвариантные величины и операторы. 

В дальнейшем их будем помечать тильдой сверху. 

Квадрат 5-мерного интервала (8.2.1) можно представить в следую-
щем виде 

(8.2.8) 

где использованы спроектированные смещения 

(8.2.9) 

2. Монадные физико-геометрические тензоры - это тензоры, кото

рые можно построить из монадных составляющих метрического тензора 
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и их первых производных. Как и в случае 4-мери:ой теории, имеются три 

и только три таких тензора: 

в 5 ( д>.5 дЛµ) Фл = =i=>. (Лл,в - Лв,л) -t Фµ = Л - дхµ + дхБ ; (8.2.10) 

1 ( С С С ) 1 дgа/] 
D Ав = 2 Л 9АВ,С + Л,в9АС + Л,л9вс -t Da/3 = 2л5 дх5 · (8.2.12) 

Во всех этих формулах сначала соответствующие тензоры записаны в 

общековариантном виде, а затем переписаны в используемой калибров

ке. Запятой, как обычно, обозначены частные производные. 

3. Монадные операторы дифференцирования заменяют ковариант
ные производные и по определению таковы, что, действуя на спроек-

тированные величины, приводят к спроектированным же выражениям. 

Таковых операторов, как и в 4-мерной теории, два. 

а) Монадный оператор по выделенному направлению записывается 

проектированием производной Ли по всем индексам на ортогональные 

Лл направления. Запишем этот оператор сразу в используемой калиб

ровке 

дв- µ··· 1 дБ-µ··· 
а+ fJµ··· = лв~ = ___ v·_·· 

5 v·.. дхв Л5 дх5 . (8.2.13) 

Этот оператор не зависит ни от ранга, ни от ковариантности дифферен

цируемой величины. 

б) Оператор ковариантного дифференцирования по направлениям, 

ортогональным выделенному, имеет вид 

(8.2.14) 

где использованы обозначения 

а+_ д G5u д 
и - дхи - G55 дх5 (8.2.15) 

- калибровочно инвариантный оператор дифференцирования по на

правлениям сечения, ортогонального Лл («удлиненная производная»); 

г-µ - 1 µv(a+ +а+ а+ ) иЛ - 2,9 л9иv u9vл- v9иЛ (8.2.16) 

- калибровочно инвариантная связность в сечении. 
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8.2.2. Геометрические уравнения в монадном виде 

Как и в случае 4-мерной теории, монадный вид соотношений озна

чает их представление в такой форме, что в них входят только спроек

тированные величины, монадные физико-геометрические тензоры и мо

надные операторы дифференцирования. Выпишем в калибровочно ин

вариантном виде наиболее важные для построения физической теории 

геометрические величины и уравнения. 

1. Уравнения геодезических линий в 5-мерной теории имеют вид 

(8.2.17) 

где 5-мерные символы Кристоффеля записываются по формуле (8.1.6). 
Введем калибровочно инвариантные ко~поненты 5-скорости: 

µ _ dxµ . dЛ _ , dx , µ ( ) 
и - ds , ds - л5 ds + лµи , 8.2.18 

тогда уравнения геодезических линий можно представить в виде ска

лярной и 4-мерной векторной частей: 

(8.2.19) 

(8.2.20) 

(При записи векторного уравнения было использовано скалярное.) 

2. Компоненты 5-мерного тензора Риччи в калибровочно инвариант
ном виде представляются следующим образом: 

5 Rµv = 4 Rµv - ФµФv ::r DDµv ± 2Dµa Dv т 2Fµa pv -
т ат ·а 

-gµagvf3 ( ~(\7tФrз + \7~Ф0 ) ± дt D0rз) ; с (8.2.21) 

5 R~ЛВ = \7t(Dµv ± pvµ - Dgµv) ± 2Ф0F0µ; (8.2.22) 

5 RлвЛА лв = =i=(=i=\7tФ0 - at D =i= Ф0Фа - DarзD0/3 + Farзf0f3), (8.2.23) 

где 

4R-а - а+г-а а+г-а +Г-а Г-а Г-а Г-а . 4R-µv = 4R-pµ·v. 4R- = 4R-af3 . 
·µvp - v µр - р µv µр av - µv С<Р' ··р· ' "а(З 

(8.2.24) 
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Особый интерес представляет 5-мерная скалярная кривизна, играю
щая в физической теории роль геометрического лагранжиана. В монад

ном виде она представляется следующим образом 

(8.2.25) 

3. Обобщенные 5-мерные уравнения Эйнштейна постулируются в том 
же виде, что и 4-мерные: 

(8.2.26) 

где х - постоянная. Эти уравнения сыграли важную роль при анали

зе возможностей теории Калуцы, поэтому выпишем их в самом общем 

калибровочно инвариантном виде: 

4 - 1 С _ (- - а 9µv - - а(З) - -Rµv - 2,9µv R - ±2 FµaFv. - 4FarзF + xQµv + 
1 -+ -+ ) а -+ а -а -а + ФµФv + 2 (\7 µ Фv + \7 v Фµ - 9µv( ФаФ + \7 а ф ) + (Fv.Dµa + Fµ.Dva)+ 

± DDµv =f 2DµaD~ ± дt Dµv =f g~v (D 2 + DarзDafЗ + 2дt D); (8.2.27) 

t't(Dµv ± pµv - Dgµv) ± 2Фaftaµ = хQ'fзЛв; 

-~4R± ~FarзftafЗ ± ~(D2 -DarзDafЗ) = -хQлвЛАлв. 

(8.2.28) 

(8.2.29) 

8.3. Пятимерная теория Калуцы (упрощенный вариант) 

Перейдем от 5-мерной геометрической теории в монадном виде к 
объединенной физической теории гравитационного и электромагнитно

го взаимодействий, основные формулы которой записаны в главе 5 в 
рамках 4-мерной ОТО. 

8.3.1. Переход от 5-мерной геометрии к электродинамике 
в ото 

Даже беглое сопоставление полученных в 5-мерной теории уравнений 

со стандартными в ОТО и электродинамике указывает на многочислен

ные удивительные аналогии и совпадения, которые вряд ли могут быть 
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случайными. Перечислим отождествления и постулаты, используемые в 

упрощенном варианте теории Калуцы (без скаляризма). 

1) Необходимо отождествить (через разм~рный множитель) антисим
метричный физико-геометрический тензор Fµv с электромагнитным тен
зором Fµv, а Лµ - с векторным потенциалом Аµ. 

2) Для обеспечения нужного знака (минус) перед тензором энергии
импульса электромагнитного поля (см. (5.1.7)) в правой части уравнения 
(8.2.27) следует выбрать 5-ю координату пространственно-подобной, т. е. 
взять сигнатуру ( + - - - - ) . 

3) Чтобы устранить из всех уравнений симметричное тензорное поле 
Dµv, достаточно постулировать независимость компонент 5-метрики от 
5-й координаты (условие цили~-tдри-ч,ности по х5 ): 

дGлв = 0 
дх5 . (8.3.1) 

4) Для того чтобы сохранялось условие цилиндричности по 5-й ко
ординате, допустимые преобразования по дополнительной координате 

должны быть сужены до 

х'5 = х5 + f (хо, xl' х2, хз), (8.3.2) 

где f(хµ)-функция лишь четырех классических координат. 

5) Для устранения векторного поля Фа достаточно, кроме условия 
цилиндричности, потребовать постоянство 15-й компоненты метрическо

го тензора, например, положить 

G55 = -1. (8.3.3) 

6) Для того чтобы слагаемое в (8.2.20) справа, содержащее Fµv, пре
вратилось в известную в электродинамике силу Лоренца, необходимо 

положить, что пятая компонента скорости пропорциональна отношению 

электрического заряда частицы q к ее массе m: 

dЛ 

ds 

q 

2тvсУ 

В итоге получается теория, в которой 

а) осуществляются следующие отождествления: 

~ ~ - . 
Аµ= 

2
VGG5µ; Fµv = VCFµv; 

4G 
9µv = Gµv - G5µG5v = Gµv - 4AµAv; 

с 

(8.3.4) 

(8.3.5) 

(8.3.6) 
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б) при наложенных условиях обобщенные связности (8.2.16) превра
щаются в обычные символы Кристоффеля: 

(8.3.7) 

а 4-мерные аналоги тензора кривизны совпадают с общепринятыми 

4-мерными величинами; 

в) скалярная кривизна (8.2.25) превращается в стандартную плот
ность лагранжиана гравитационного и электромагнитного полей; 

г) дополнительное скалярное уравнение геодезической линии (8.2.19) 
превращается в условие постоянства отношения электрического заряда 

частицы к ее массе: 

!!__ (!L) = О ---+ !L = const; 
ds т т 

(8.3.8) 

д) поскольку векторный электромагнитный потенциал не являет

ся инвариантом относительно преобразований 5-й координаты (8.2.6) и 
(8.3.2), то при преобразованиях (8.3.2) он изменяется по закону 

1 дf 
Аа=Аа+-д ' 

Х°' 
(8.3.9) 

представляющему собой известные калибровочные преобразования 

электромагнитного векторного потенциала в стандартной электродина

мике. 

Резюмируя изложенное, можно утверждать, что 5-мерная теория 

гравитации и электромагнетизма Калуцы обладает рядом несомненных 

достоинств. В литературе их иногда называют «чудесами» теории Ка

луцы [146]. Можно выделить четыре основных «чуда». 
1) П.ятнадцатъ 5-мернъtх уравнении Эинштеина автомати'Чески 

расщепл.яютс.я на дес.ятъ обы'Чных 4-мернъtх уравнении Эинштеина, 'Че

тыре уравнения Максвелла и еще одно скал.ярное уравнение. 

2) В полу'Чаемои таким образом системе 4-мерных уравнении Эин
штеина в правои 'Части автомати'Чески возникает тензор энергии-им

пулъса электромагнитного пол.я. 

3) Уравнения 5-мернои геодези'Ческои линии автомати'Чески приво
дят к уравнени.я.м дви:жени.я зар.я:женнои 'Частицы в искривленном про

странстве-времени при нали'Чии электромагнитного пол.я. 

4) Известные в электродинамике калиброво'ЧНЫе преобразования 

векторного электромагнитного потенциала следуют из допустимых 

преобразовании 5-и координатъt. 
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8.3.2. Негеометрические заряженные поля в теории Калуцы 

1. В теории Калуцы используется условие цилиндричности (неза

висимости) метрики по 5-й координате, однако внешние к геометрии 

физические поля Ф (произвольного спина) в общем случае зависят от 

5-й координаты. Постулируется, что зависимость от х5 имеет место для 
электрически заряженных полей и носит циr.:ли-чесr.:ий характер 

(8.3.10) 

где <р(хµ)-часть волновой функции, зависящая только от четырех клас

сических координат, Е: 5 -целое число (гармоника), характеризующее за
ряд поля Q в единицах заряда электрона е: 

€5 = Q. (8.3.11) 

Циклическую зависимость (8.3.10) следует понимать как замкну

тость (периодичность) многообразия по 5-й координате с периодом 

(8.3.12) 

где выделены две характерные физические константы: 

-соответственно планковская длина и постоянная тонкой структуры. 

Это означает, что в 5-мерной теории используется топология цилиндра 

в духе работы А. Эйнштейна и П. Бергмана [196] 30-х годов. 
2. При сделанных отождествлениях собственные значения оператора 

монадного дифференцирования по 5-й координате (8.2.13) определяют 
электрический заряд поля. Второй оператор монадного 4-мерного диф

ференцирования (8.2.15) означает 

а+Ф = (~ + 2VG А ~) Ф = (~ + ieE:5 А ) Ф, 
µ дхµ с2 µ дх5 дхµ clt µ 

(8.3.13) 

т. е. совпадает с общепринятой «удлиненной» производной в стандарт

ной электродинамике. 

3. Легко убедиться, что при допустимых в теории Калуцы преобразо
ваниях 5-й координаты (8.3.2) 5-мерные волновые функции Физ (8.3.10) 
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испытывают известные калибровочные изменения 

Ф -+ Ф ехр ( ~~ f) (8.3.14) 

одновременно с преобразованием электромагнитного векторного потен

циала (5.1.1), тогда как оператор (8.3.13) при этом остается инвариант-
ным. 

4. Для скалярного поля Ф (негеометрического происхождения) сле
дует постулировать 5-мерное уравнение типа Клейна-Фока в виде 

АВ (µс) 2 
5 G \7 А \7 вФ ± h Ф +а( R)Ф = О, (8.3.15) 

где а - постоянная; µ - некая фиктивная масса. Возможны различные 

варианты теории при разных значениях а и µ, в том числе равных нулю. 
Полагая скалярное поле заряженным, то есть зависящим от х5 согласно 
(8.3.10), и используя другие введенные выше формулы, после процедуры 
4+1-расщепления монадным методом уравнение (8.3.15) можно предста
вить в следующем калибровочно инвариантном виде: 

v-+-+ ее µс 5 _ ( 
2 2 2 2) 

gµ \7 µ \7 v Ф + 4Gn2 ± li,2 Ф +а( R)Ф - О. (8.3.16) 

Из этой формулы видно, что электрически заряженные частицы авто

матически приобретают массовый вклад порядка планковской массы. 

Возникает проблема перенормировки масс до наблюдаемых значений. 

Именно для этой цели в (8.3.15) введена фиктивная массаµ, которая при 
выборе отрицательного знака может быть использована для перенорми

ровки планковской массы, так что эффективная масса т определяется 

выражением 

~ 
m=vю-µ~. (8.3.17) 

Ниже будут рассмотрены иные способы перенормировки планковских 

масс. 

8.3.3. Спинорное поле 

1. Для описания спинорного поля в 5-мерной теории необходимо ис
пользовать пентадный формализм, когда 5-мерный метрический тензор 

представляется в виде 

Gлв = Gл(С)Gв(С). (8.3.18) 

Здесь Gл(С)-компоненты 5 векторов пентады, среди которых вектор с 
индексом С= 5 совпадает с введенным выше вектором монады (Gл(5) = 
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ЛА). Векторы G А (С) удовлетворяют условиям ортонормированности 

GA(B)GA(C) = G(BC), (8.3.19) 

где G(ВС)-метрический тензор плоского 5-мерного пространства с 

сигнатурой ( + - - - \- ). 
2. Определим гиперплотность лагранжиана спинорного поля Ф по 

аналогии с 4-мерной теорией (см. §7.2), в виде 

;v;cn (- А т0с- ) Lw = v'-ti 2 iФ'У V7 АФ - тФФ + h.c" (8.3.20) 

где то - масса покоя 4-компонентного комплексного спинорного поля 

Ф; 5G- определитель 5-мерного метрического тензора; V7 А Ф -5-мерная 
ковариантная производная от спинора, имеющая вид 

(8.3.21) 

Здесь ЛА(ВС)-5-мерные коэффициенты вращения Риччи, которые 

обычным образом выражаются через компоненты пентады GA(B). 
3. В (8.3.20) и (8.3.21) входят 4-рядные ')'-матрицы с двумя сорта

ми индексов: универсальными ('УА) и локальными ('У(В)). Матрицы 'УА 
зависят от координат и связаны с метрическим тензором соотношением 

(8.3.22) 

Пять матриц 'У(В) являются образующими алгебры Клиффорда C(l,4); 
Они постоянны и соответствуют общепринятым матрицам Дирака, при

чем, напомним, 1'(5) = 'Y(O)"f(l)"f(2)1'(3). Матрицы с индексами двух сор
тов связаны соотношением 

(8.3.23) 

4. Произведем процедуру 4+ 1-расщепления введенных выше величин 
и операторов. В рамках пентадного метода она фактически соответству

ет объединению четырех индексов в один 4-мерный универсальный. Без 

вывода приведем несколько соотношений: 

А_!!_ - -µ (~ л ~) _ ~. 'У дхА - 'У дхµ + µ дх5 /'5 дх5 ' (8.3.24) 

ЛА(ВС)'УА'У(В)"f(С) = Л(a,{3v)'Y(a)1'(f3)1'(v) - VG2 Fаrз'Уа'У(З/'5, (8.3.25) 
2с 

где использованы обозначения: ;уµ= "(Ag~ = "(µ; /'5 =/'АЛА. 
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5. Для перехода от гиперплотности лагранжиана спинорного по
ля (8.3.20) к 4-мерной плотности лагранжиана необходимо выражение 
(8.3.20) проинтегрировать по 5-й координате по периоду зависимости от 
х5 . Практически это означает сохранение лишь тех выражений, которые 
не содержат экспонент с х5 . В итоге имеем 

i'fic (- + + - 2im0c-Lw = 2н 'l/Ууµдµ 'Ф - (дµ 'Ф)1µ'Ф + -п-'Ф'Ф-

- ~ Ла,вv'Ф'У°''У,В'Уv 'l/J - 2ia:"1Ji115'1/J + ~ Fа,в"ф'У°''У,в) . (8.3.26) 

Обратим внимание на два дополнительных слагаемых к 4-мерной плот
ности лагранжиана спинорного поля. Последнее слагаемое в (8.3.26) опи
сывает дополнительное взаимодействие спинорного и электромагнитно

го полей через аномальный магнитный момент. Предпоследнее слага

емое означает вклад в массу спинорного поля, порядка планковской 

массы. 

8.4. Теория Калуцы со скаляризмом 

В рассмотренном упрощенном варианте 5-мерной теории использова
но условие (8.3.3) (постоянства 15-й компоненты метрического тензора 
G55), которое приводит к проблеме 15-го (скалярного) уравнения Эйн
штейна (8.2.29), принимающего в электровакууме вид 

4R 3G F. F°',в - О + 4 а,13 - • 
с 

(8.4.1) 

Согласно этому уравнению, в, например, кулоновском поле должна быть 

отличной от нуля скалярная кривизна, что противоречит 4-мерным 
уравнениям Эйнштейна (8.2.27). Это противоречие предлагалось устра
нять в рамках лагранжевой формулировки многомерной теории, в кото

рой накладывается ряд условий на компоненты многомерной метрики (в 

том числе (8.3.3)), затем производится редуцирование (проектирование) 
гиперплотности лагранжиана на 4-мерие, и только после этого использу

ется вариационный метод, приводящий в случае 5-мерия лишь к системе 

из 14 уравнений, не содержащей (8.4.1). Этот путь будет использован в 
следующих главах при построении многомерных теорий с размерностью 

п > 5, где геометризуются также короткодействующие физические поля, 
однако в случае 5-мерия, где оба геометризуемых поля медленно убы

вают с расстоянием, есть достаточно оснований опираться на полную 

систему из 15 уравнений (8.2.27)-(8.2.29). Отметим, что в основополага
ющей работе Калуцы [75} условие (8.3.3) не накладывалось. 
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8.4.1. Скаляризм в электродинамике и его интерпретация 

1. Введем специальное обозначение для скалярного поля геометри
ческого происхождения 

(8.4.2) 

При наличии скалярного поля необходимо переопределить записанные 

выше формулы (8.3.4)-(8.3.6), интерпретирующие геометрические вели
чины через физические 

' - 2./СфА . 
лµ - с2 µ' 

- ./Сф 
Fµv = --2 -Fµvi 

с 

dЛ = q . 
ds 2m0./Gф' 

4Gф2 

= Gµv + --4-AµAv. 
с 

(8.4.3) 

(8.4.4) 

Кроме того, теперь появится напряженность скалярного поля, описыва

емая физико-геометрическим вектором 

ф - ~ дф 
µ - фдхµ· 

(8.4.5) 

В данном варианте 5-мерной теории Калуцы встает проблема физи

ческой интерпретации скалярного поля ф. В работах большинства ав

торов она рассматривается как потенциал пока не обнаруженного ска

лярного поля геометрического происхождения. Теорию с таким полем 

предлагается назвать 5-мерием со скал.яриз.м.о.м. по аналогии с термином 

«электромагнетизм». Ниже будет рассмотрен ряд возможных эффектов, 

обусловленных геометрическим скалярным полем. 

2. Однако есть возможность более определенно физически проин
терпретировать поле ф. Для этого рассмотрим дополнительное (пя

тое) уравнение геодезической (8.2.19) в общем варианте 5-мерной тео
рии Калуцы, которое в упрощенном варианте теории означало посто

янство отношения электрического заряда к массе частицы, что, на пер

вый взгляд, представляется естественным. Однако это условие влечет 

за собой исключение возможности рассмотрения процессов поглощения 

или испускания электромагнитного излучения, например, заряженным 

ионом. Действительно, если ион излучил или поглотил электромагнит

ный квант, то у него изменилась энергия, а следовательно, и значение m 
при постоянстве электрического заряда, но это противоречит условию 

(8.3.8). Исходя из этого, в общем случае следует положить Фµ -/= О и 
считать, что скалярное поле характеризует излучение. 
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3. К аналогичному выводу приводит анализ 4-мерных уравнений дви
жения (8.2.20), которые теперь принимают вид 

d µ 2 
~ - -Гµ а /3 _q_pµ v - q (Фµ - µ Фv) 
d - а/Зи и + 2 ·vu 4G 2ф2 и Uv . s т0с т0 

(8.4.6) 

Как уже отмечалось, при G55 = -1 эти уравнения совпадают с обще
принятыми уравнениями движения заряженных частиц в искривленном 

пространстве-времени в присутствии электромагнитного поля. Но при 

этом не было учтено, что заряженные частицы могут излучать, и урав

нения движения (1.3.13) должны быть дополнены справа слагаемым, 
описывающим тормозное излучение. 

4. Напомним, что в электродинамике в плоском пространстве-време
ни сила радиационного трения записывается в виде (см., например, [31, 
с. 34]' [94, с. 270]): 

µ _ 2q2 (d2uµ _ µ d2uv) 
f - 3с ds2 и Uv ds2 ' (8.4.7) 

так что итоговые уравнения представляются в форме: 

(8.4.8) 

Из сравнения (8.4.6) и (8.4.8) находим, что дополнительные слагаемые в 
обоих уравнениях пропорциональны квадрату заряда движущейся ча

стицы. Кроме того, выражения в скобках справа имеют одинаковую 

структуру, что дает основания для отождествления 

(8.4.9) 

Поскольку физико-геометрический вектор Фµ описывает свойства обоб

щенной «системы отсчета», универсальной для всех заряженных частиц, 

он является одинаковым для всех заряженных частиц в любой выделен

ной точке. Соотношение (8.4.9) следует рассматривать как выражение 
аналога принципа эквивалентности, т. е. имеет тот же характер, что и 

свойство всех тел в одной и той же точке пространства-времени падать 

с одинаковым ускорением, определяемым физико-геометрическим век

тором аµ. Напомним, что в 5-мерной теории, представленной в монад

ном виде, физико-геометрический вектор Фµ является непосредствен

ным аналогом вектора ускорения системы отсчета в ОТО. 
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Очевидно, что для нейтральной частицы дополнительные слагаемые 

в (8.4.6) равны нулю, и она движется по геодезической линии. Исхо
дя из изложенного, векторное физико-геометри'Ч,еское поле Ф µ следует 

трактоватъ как поле излу'Ч,ения, присутствующее наравне с тензором 

напряженности электромагнитного поля Fµv. 

5. Обратим внимание на тот факт, что в теории Калуцы со скаляриз
мом можно ввести «обобщенную динамическую массу покоя» частицы 

- rno 
rn - ---:====== 0 

- J1 - (dЛ/ds) 2 ' 
(8.4.10) 

напоминающую определение динамической массы в 4-мерной теории от

носительности (3.5.3). Тогда, вводя обобщенный импульс рµ = m0иµ, 
уравнения (8.4.6) можно представить в виде 

(8.4.11) 

6. При повторном выделении уже координаты х0 для описания систе

мы отсчета в 4-мерной теории масса m0 будет играть роль затравочной 

массы rn0 в 4-мерии, так что в определении результирующей динамиче

ской массы частицы будут содержаться два корня в знаменателе: 

rno 
rn = ---;==== = ---:=====;:::---=====~ Jl - (v/c) 2 Jl - (dl/dт)2Jl - (dЛ/ds)2' 

откуда следует аналогия: 

dl 

dт 

v 

с 

dЛ 1 q 1 
ds = 2rn

0 
у'(} · 

(8.4.12) 

(8.4.13) 

Поскольку для разных частиц отношения электрического заряда к массе 

могут быть разными, то из (8.4.13) следуют сопоставления: 

v 
q 

с 2./G, (8.4.14) 

т. е. в 5-мерной теории удвоенный квадратный коренъ от нъютоновой 

гравитационной постоянной играет ролъ скорости света в 4-мерии. 

7. В самом общем случае в каждой точке 5-мерной теории имеют ме
сто два изотропных «конуса»: обычный в рамках 4-мерного простран

ственно-временного сечения и второй (двумерный) -в плоскости (s, х5 ). 
Как и в случае 4-мерной теории, в плоскости (s, х5 ) можно говорить 1) о 
точках и линиях, лежащих внутри «конусов», как аналогах времени-по

добных понятий, 2) о точках (и линиях), лежащих на изотропных лини
ях (на «конусе»), и 3) об аналогах пространственно-подобных понятий. 
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Поскольку классическая теория имеет дело с объектами с постоянным 

отношением электрического заряда к массе, то предметом рассмотрения 

в 2-мерной плоскости (s, х5 ) являются прямые мировые линии, с углом 
наклона, характеризуемым этим отношением. 

Очевидно, такое рассмотрение приводит к выделению области доз

воленных значений отношения заряда к массе частиц 1 - (dЛ/ds) 2 > 
О --t q/m0 < 2../Gф. Классические тела, обладающие малыми электри
ческими зарядами и значительными массами, характеризуются мировы

ми линиями с малым углом наклона к оси s, т. е. линиями, лежащими 
во времени-подобной области. Непосредственная оценка показывает, что 

5-мерные мировые линии известных видов элементарных частиц попада

ют в запрещенную, т. е. в пространственно-подобную область плоского 

«конуса». Этот факт свидетельствует лишь о неприменимости для мик

рочастиц рассуждений с обобщенной динамической массой. Все иные 

уравнения для них остаются в силе. 

8.4.2. Сферически-симметричные решения многомерных 
уравнений Эйнштейна 

1. Независимо от физической интерпретации компоненты G55 рас

смотрим цилиндрические по 5-й координате статические сферически

симметричные решения 5-мерных уравнений Эйнштейна. Простейшее из 

них получается из 4-мерной метрики Шварцшильда добавлением ком

понент G55 = -1, G5µ =О: 

dI2 = ( 1 - r:) dx02 
- ( 1 - r: )-

1 
dr 2 - r 2 (dB2 + sin2 Bdip2

) - dx52
• 

(8.4.15) 

2. Более общее сферически-симметричное решение, 

(8.4.15), -со скалярным полем-было найдено Д. Крамером 
[86], [97]: 

нежели 

в виде 

(8.4.16) 

где r 9 , А и В - константы. Последние две связаны соотношением 

л2 + зв2 = 1. (8.4.17) 

Ясно, что (8.4.16) переходит в метрику (8.4.15) при В= О, А= 1. 
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3. В связи с тем что в следующих главах рассматриваются также 
6- и 7-мерные варианты геометрических теорий, приведем здесь анало

гичные точные сферически-симметричные решения (в 3-мерном смысле) 

вакуумных уравнений Эйнштейна. Так, 6-мерное решение в сигнатуре 

( + - - - 1 - - ) было найдено А. В. Каменевым в виде [76): 

d'L,2 = ( 1 - r:) А-В dxo2 - ( 1 - r: )-А-В dr2 -

- r2 ( 1 - : ) 1-А-В (d()2 + sin2 ()dcp2) -

Tg 52 Tg 52 
( 

- ) в+с ( - ) в-с - 1--;:- dx - 1--;:- dx, (8.4.18) 

где три константы А, В, С связаны соотношением 

л2 + 2в2 + с2 = 1. (8.4.19) 

Очевидно, что при В = С метрика (8.4.18) переходит в тривиальное 
6-мерное обобщение метрики Шварцшильда. 

4. Для 7-мерной геометрии с сигнатурой ( + - - - \ - - - ) аналогом 
решений (8.4.16) и (8.4.18) является метрика 

где четыре константы А, В, С, D связаны соотношением 

л2 + с2 + ~в2 + ~D2 
= 1. (8.4.21) 

При D =В метрика (8.4.20) переходит в тривиальное 7-мерное обобще
ние метрики (8.4.15). 

Особо подчеркнем, что во всех записанных выше решениях посту

лировалась сферическая симметрия в 3-мерном смысле. Если понимать 

сферическую симметрию в максимально общем виде (8.1.3), то приходим 
к метрике Тангерлини (8.1.2). 

10-2979 
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5. Характерным свойством выписанных 5-мерных метрик является 
отсутствие в них слагаемых, описывающих электромагнитное поле. Ре

шения со сферически симметричным электромагнитным полем кулонов

ского типа можно получить из выписанных метрик при помощи пре

образований координат, более общих, чем разрешенные в (8.3.2). Эти 
преобразования выводят за пределы обобщенной «системы отсчета» и в 

данном случае означают изменение физической ситуации в виде появ

ления электрического поля. 

Произведем линейные преобразования с участием 5-й координаты: 

хо= Loxto + Loxt5. 
о 5 ' 

. ,. 
xi = х i, (8.4.22) 

где L~ - постоянные коэффициенты преобразований. При наложении 
асимптотических условий, чтобы при r-+ оо метрика стремилась к виду 
(8.4.15), получается сферически-симметричная 4-мерная метрика 

r2(d()2 + sin2 Bd<p2) 

1 + Ц2r9/r 
(8.4.23) 

отличающаяся от метрики Райсснера-Нордстрема (5.1.18). 
Кроме того, при данном преобразовании координат возникает сме

шанная компонента 5-мерного метрического тензора G50 , т. е. преобра

зования (8.4.22) порождают в центральном (ранее нейтральном) источ
нике электрический заряд q, равный массе источника, умноженной на 
величину, определяемую коэффициентами линейного преобразования. 

Кулоновское поле вокруг источника определяется выражением 

F - м VGЦL~ 
10 - r2 [1 + (rg/r)Ц2]2. (8.4.24) 

Вместе с электрическим полем появляется напряженность скалярного 

поля 
Lo2 

Ф - - 5 rg 
r - 2(1 + L52r9/r) r2 · 

(8.4.25) 

Более общее решение можно получить аналогичным поворотом мет

рики (8.4.16). Подобным же образом можно генерировать и другие обоб
щения 4-метрик ОТО на случай присутствия электромагнитного и ска
лярного полей, например, можно построить аналоги метрик Керра

Ньюмена и других известных решений ОТО. 
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8.4.3. Скаляризм и конформный фактор 

Учет геометрического скалярного поля сразу же вызывает следую

щую принципиальную проблему. Как правило, в теориях, где исполь

зуются методы расщеплений (в частности, монадный метод), физиче

ским смыслом наделяются величины, инвариантные при допустимых 

преобразованиях дополнительных координат (8.2.6) и ковариантные от
носительно 4-мерных преобразований (8.2.7). При использовании усло
вия цилиндричности метрики по х5 , как уже указывалось, необходи
мо сузить выделенный класс преобразований 5-й координаты (8.2.6) до 
(8.3.2). Оказывается, это сужение класса преобразований вызывает рас
ширение множества инвариантных при таких преобразованиях величин. 

Назовем величины, инвариантные при преобразованиях (8.3.2) и ковари
антные относительно (8.2. 7) специалъно калиброво'Ч,НО инвариантными. 
В частности, таковыми становится компонента Gss, а следовательно, и 
потенциал скалярного поля Л5 = -ф. Если теперь считать физически 
значимыми специально калибровочно инвариантные величины, то та

ковых становится много. Так, ими являются все величины, получаемые 

из калибровочно инвариантных умножением на произвольную функцию 

F(Л5). В связи с этим возникает вопрос: какие конструкции из геомет

рических характеристик должны быть сопоставлены с физическими ве

личинами, главным образом, с метрическим тензором 9µv и с тензором 
электромагнитного поля Fµv? 

Рассмотрим конформное преобразование в 5-мерном многообразии. 

В соответствии с изложенным в главе 4, два 5-мерных пространства с 
метрическими тензорами G м N и G м N, определенными на одном и том 
же многообразии точек, являются конформно соответствующими, если 

их метрики связаны соотношением 

- 2 
GмN =~ GмN, (8.4.26) 

где е (х) - конформный фактор - некоторая скалярная функция коор
динат. Его выбор может быть осуществлен лишь на основе анализа элек

тромагнитных величин и соотношений в этой теории, что нашло свое 

отражение в ряде вариантов 5-мерных теорий, развивавшихся разными 

авторами. Укажем несколько таких вариантов, оставивших заметный 

след в истории 5-мерия со скаляризмом. 

1. Наиболее часто рассматривался вариант с F(Лs) = 1, т. е. слу

чай, когда отождествляется с физической метрика 9µv, непосредствен
но получающаяся после процедуры 4+ 1-расщепления. Можно считать, 
что именно этот вариант 5-мерия был предложен в работе Калуцы [75). 
В этом случае векторный потенциал и тензор электромагнитного по-
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ля определяются согласно выше записанным формулам. Характерной 

чертой этого варианта является переменность гравитационной «посто

янной» из-за множителя Лg в (8.2.27) справа перед тензором энергии
импульса электромагнитного поля. Это обстоятельство использовалось 

для реализации гипотезы Дирака [57] о возможности изменения фунда
ментальных физических констант. 

2. Вариант F(Л5) = Л5 1 использовался в работах Э. Шмутцера [189], 
П. Пижо [130] и других авторов. После перехода к новой переменной 
скалярного поля 

(8.4.27) 

4-мерные уравнения Эйнштейна и 15-е уравнение в вакууме (электрова

кууме) принимают вид 

4R 1 4 µv - <j,9µv R = 

(8.4.29) 

Во всех этих формулах подразумеваются значения Л5 до конформных 
преобразований. 

Привлекательной чертой этого варианта 5-мерия со скаляризмом яв

ляется отсутствие вторых производных в тензоре энергии-импульса ска

лярного поля ф в (8.4.28), принимающем канонический вид. 
3. Пусть F(Л5) = Лg, тогда 5-мерные уравнения Эйнштейна (8.2.27)

(8.2.29) принимают вид 

(8.4.30) 

(8.4.31) 

(8.4.32) 

Этот вариант 5-мерия со скаляризмом обладает рядом достоинств: 
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1) В этом варианте после конформного преобразования G55 = -1, 
как в упрощенном варианте теории Калуцы. Весь вклад от этой компо

ненты содержится в скалярном поле Лs, тогда как в предыдущем вариан

те он проявлялся в двух местах: в конформном факторе и в компоненте 

Лs после конформного преобразования. 

2) Скалярное уравнение (8.4.32) в вакууме при Fµv =О представляет 

собой стандартное уравнение Клейна-Фока для безмассового скалярно

го поля Лs. 

3) Примечателен множитель -1/6 перед скалярной кривизной в 
(8.4.32), обычно вводимый в стандартной теории из соображений кон
формной инвариантности 4-мерного уравнения безмассового поля (см. 

(5.1.12)). 
4) Множитель перед тензором энергии-импульса электромагнитного 

поля справа в (8.4.30) не содержит Л5 , т. е. G является истинной грави
тационной постоянной. 

Отличие тензора энергии-импульса скалярного поля в (8.4.30) от ка
нонического не является недостатком теории. В ряде работ отмечалась 

неоднозначность в определении Tµv скалярного поля, допускалась воз

можность введения в него вторых производных. 

8.4.4. Эффекты скаляризма в 5-мерной теории 

1. Будем исходить из метрики (8.4.16), представленной в варианте 
(3): 

df2= (1-:)2В {[(1-f:)А-ЗВ dxo2_ (1- f:)-A-3B dr2-

-r2 ( 1 - f:) 1-А-зв (d02 + sin2 Od~2)] - dx52}. (8.4.33) 

Для удобства сопоставления с метрикой Шварцшильда желательно за

писать 4-мерную часть метрики, полученную процедурой 4+1-расщепле

ния из (8.4.33), в координатах кривизн, т. е. когда 922 = -r2. Однако это 
можно сделать лишь в неявном виде [97], поэтому запишем 4-метрику в 
координатах кривизн приближенно. Переобозначим константы 

а= А2°!!_ В ---+ r9 =r9Ja2 +а+1; 

А= а+2 . 
2)а2 +а+1' 

(8.4.34) 
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и преобразуем r согласно формуле 

( 
- )1-А-ЗВ 

r'2 = r2 1 - rg 
r 

(8.4.35) 

Очевидно, это преобразование входит в класс дозволенных преобразо

ваний (8.2.7). Легко видеть, что при а= О метрика (8.4.33) переходит в 
(8.4.15). 

Представим компоненты метрики в виде рядов по r9 /r. После 

несложных вычислений находим 

ds 2 
::::::: [ 1 - (1 - а) r:] dx02 

- [ 1 + (1 + 20:) r:] dr 2 
- r2 (dB 2 + sin2 еdч}); 

(8.4.36) 

л~ = Ф2::::::: 1- ar: - а(а2+ 1) С:)2 (8.4.37) 

В любой интерпретации скаляризма Лs описывает распределенное 

вокруг источника безмассовое скалярное поле. При этом константа а 

(точнее, ar 9 ) характеризует скалярный заряд источника. 

2. В ряде работ обсуждались возможные эффекты в 5-мерной теории 
с переменной компонентой Gss, понимаемой как потенциал пока неот
крытого скалярного поля геометрического происхождения (см. [29, 32]). 
Прежде всего обращалось внимание на поправки к классическим эффек

там ОТО. Они находятся из уравнений геодезических линий в 5-мерной 
метрике (8.4.33) (или в приближенной метрике (8.4.36) со скалярным по
лем (8.4.37)). Вычисления, аналогичные проделанным в метрике Шварц
шильда, дают для смещения перигелия (Меркурия) значение 

(8.4.38) 

где бср0 -угловое смещение перигелия в ОТО. Аналогично находится по
правка к известному общерелятивистскому эффекту отклонения лучей 

света, проходящих вблизи Солнца, 

(8.4.39) 

где б{30 -угол отклонения света в ОТО. 
Ставился вопрос об обнаружении этих поправок или, по крайней ме

ре, об оценках неизвестной константы а. Из формул (8.4.38) и (8.4.39) 
следует, что при достаточно малых значениях параметра а различия 

между классическими эффектами в ОТО и в 5-мерной теории могут 

быть неощутимыми. 



8.4. Теория Калуцы со скаляризмом 295 

3. Значительно более ощутимые эффекты скаляризма можно ожи
дать, используя 5-е уравнение геодезической (8.2.19) при условии цилин
дричности метрики по 5-й координате (когда Dµv = О). Это уравнение 

можно представить в виде 

(8.4.40) 

где пока не использован конкретный вид А5. Интегрируя это уравнение, 

в общем случае находим 

q2 

4Gm2 

w2 
о (8.4.41) 

где w;-постоянная интегрирования. Таким образом, как уже отмеча
лось, отношение электри'Ческого зар.я,да q к массе т "lастицъt в 5-мер
ноu теории со скал.яризмом становите.я переменной вели"lиноu и опре

дел.яетс.я, скал.ярным полем Лs. 

Подставляя в (8.4.41) приближенное решение для Лs из (8.4.37), по-
лучаем 

(
d)..)2 
ds ~w; (8.4.42) 

где положено W0 = q0 /mo. 
4. Из (8.4.42) следует, что отношение q/т, измеренное на Земле, 

должно изменяться с высотой из-за влияния скалярного заряда Зем

ли. Кроме того, это отношение должно зависеть от расстояния Зем

ли от Солнца (из-за влияния скалярного заряда Солнца). Учитывая, 

что орбита Земли - эллипс (максимальное расстояние в начале июля 

""'152 млн км и минимальное расстояние в начале января""' 147 млн км), 
в теории со скаляризмом следовало бы ожидать сезонные изменения от

ношения q/m для измерений, проведенных на Земле. При этом наиболее 
выгодно производить измерения для частиц с максимально возможным 

значением q/m, т. е. для электронов (q/m ""' 1018). Из (8.4.42) видно, 
что значения вариаций зависят от отношения r9 /r, а также от значения 
параметра&, который должен быть определен экспериментально. 

5. Обсуждалась верхняя оценка значения & при существующей точ
ности экспериментальных измерений. Для решения данной задачи су

щественно, чтобы сопоставлялись результаты различных по физической 

природе экспериментов, в которых измеряются величины, зависящие от 

разных комбинаций заряда и массы. Теория допускает изменения как 

одной из них, так и вариацию обеих величин. В частности, обсуждались 
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измерения джозефсоновской частоты 2e/ti или определения величины 
ti/ е2 на основе квантового эффекта Холла. В таких экспериментах даже 
при сезонном изменении эталонов можно надеяться получить результат 

за счет различного характера вариаций. Заметим, что величина эффек

та также зависит от используе:мых в эталоне носителей заряда через их 

массу (различные отношения q/m) в формуле (8.4.42). Вариации q/m 
могли бы также сказаться при регулярных изменениях постоянной Рид

берга для оптических переходов в атомах. 

Теоретический анализ имеющихся экспериментальных данных на 

предмет выделения данного эффекта затруднен тем, что в публикациях, 

как правило, отсутствуют указания на время года, когда были проведе

ны соответствующие измерения. Тем не менее анализ ряда результатов 

измерений джозефсоновской частоты, привязанных ко времени года, об

наруживает тенденцию зависимости частоты от времени года, причем 

именно указанного здесь характера (см. [32, с. 80]). 
6. Другое возможное проявление изменения q/m предлагалось свя

зать с сезонной периодичностью частоты землетрясений, проявляющей

ся синхронно в обоих полушариях. Полагалось, что колебания отноше

ния q/m влекут за собой колебания упругих сил в коре Земли, про
тиводействующих силам гравитационного сжатия. Изменения давления 

могут послужить спусковым механизмом землетрясений. 

7. Следует упомянуть, что большое число работ, выполненных по ска
лярно-тензорным теориям типа теорий Йордана-Бранса-Дикке (см., 
например, [152, с. 76-87], имеют своим истоком именно 5-мерие со скаля
ризмом. Как известно, в теории Йордана-Бранса-Дикке скалярное по
ле вводится феноменологически с помощью специальной дополнитель

ной константы w. Ее значение предполагалось найти из эксперимента. 
На сегодняшний день проявления скалярного поля с такой интерпре

тацией не обнаружено. Лишь приведены верхние оценки для значения 

константы w. 
В 5-мерной теории такой константы нет, однако в решениях, в частно

сти в сферически-симметричных, появляется иная неизвестная констан

та, определяющая возможный скалярный заряд источника скалярного 

поля. 

8.5. Вариант 5-мерной теории Клейна-Фока-Румера 

В настоящее время принято называть 5-мерную теорию гравитации и 

электромагнетизма теорией Калуцы-Клейна, однако под этим названи

ем кроются совершенно различные теории, преследующие разные цели. 

Как уже отмечалось, теория Калуцы нацелена на геометризацию элек-
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тромагнитных взаимодействий, тогда как теория Клейна (80], точнее, 
теория Клейна-Фока-Румера [141] предназначена для геометрическо
го описания масс. Рассмотрим основные идеи второго варианта 5-мерной 

теории. 

8.5.1. Общая теория относительности как 5-оптика 

1. На стандартную ОТО можно взглянуть как на оптику в 5-мерном 
пространстве-времени. Для этого квадрат 4-мерного интервала следует 

представить в форме 

(8.5.1) 

где в качестве пятой координаты, которую теперь будем нумеровать ин

дексом 4, выбран интервал 

s :::: х4 --"* ds = dx4
. (8.5.2) 

Эту дополнительную координату также следует считать пространствен

но-подобной, т. е. данное многообразие имеет сигнатуру ( + - - - 1 - ) и 

компоненты 5-мерной метрики вида 

G -(~) АВ- ~· (8.5.3) 

2. Метрике 5-оптики (8.5.1) в импульсном пространстве соответству
ет выражение 

т~ = 9µvPµPv--"* 9µvPµPv - (р4 ) 2 = GАвРАРВ =О, (8.5.4) 

где в качестве дополнительной (пятой) компоненты импульса выступает 

масса покоя т0 частицы: 4 
р =то. (8.5.5) 

3. Оскар Клейн [80] и В. А. Фок [166, 167] в своих работах 1926 го
да обратили внимание на то, что релятивистское обобщение уравнения 

Шрёдингера (уравнение Клейна-Фока) можно представить как оптиче

ское уравнение, описывающее распространение скалярных безмассовых 

волн в 5-мерном пространстве-времени с метрикой (8.5.3) 

GAB\7 А \7 вФ = 0, (8.5.6) 

если постулировать, что 5-мерная волновая функция Ф(хА) цикличе
ским образом зависит от дополнительной координаты х4 

А . 4 (iтсх4 ) Ф(х ) = ср(хµ) ехр(~,Вх ) = ср(хµ) ехр -n- . (8.5.7) 
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Здесь 'Р(хµ)-часть волновой функции, зависящая лишь от четырех 

классических координат. В самом деле, если в (8.5.6) подставить (8.5.7), 
то для функции 'Р(хµ) получается хорошо известное 4-мерное уравнение 

(8.5.8) 

4. Легко показать, что уравнения изотропных геодезических линий 
в 5-мерном многообразии 

(8.5.9) 

где kА-изотропный вектор (GлвkАkв =О) с метрикой вида (8.5.3), сво
дятся к уравнениям неизотропных геодезических линий (1.3.7) в 4-мер
ном римановом пространстве-времени. Для этого нужно положить 

kA = dxA 
ds ' 

(8.5.10) 

тогда из (8.5.9) при значениях индекса В=µ получаем уравнения 4-мер
ных геодезических линий. Пятое уравнение геодезической линии при 

сделанных предположениях выполняется тождественно. 

5. Легко также показать, что из 5-мерных уравнений Эйнштейна 

(8.5.11) 

при значениях индексов А, В = 0,1,2,3 для метрики вида (8.5.3) получа
ются 4-мерные уравнения Эйнштейна. 

6. Таким образом, действительно, стандартную 4-мерную ОТО мож
но переформулировать в 5-мерном виде, где движение частиц проис

ходит по изотропным («световым») геодезическим линиям. В связи с 

этим следует вспомнить, что еще в конце XIX века Ф. Клейн обнаружил, 
что в классической механике Ньютона «каждая механическая задача о 

движении материальной точки с помощью пространства высшего числа 

измерений может быть сведена к определению пути светового луча, про

ходящего в соответствующей среде» [141, с.11]. Эта идея, высказанная в 
90-х годах XIX века, оказалась преждевременной, была забыта и затем 
фактически переоткрыта в ХХ веке в работах О. Клейна и В. А. Фока. 

8.5.2. 5-Мерная теория Клейна-Фока-Румера 

1. На изложенную выше 5-мерную переформулировку ОТО можно 
смотреть как на формальный прием, однако О. Клейн, В. А. Фок, а поз

же и Ю. Б. Румер увидели за этим нечто большее. Они исследовали 
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5-мерную теорию с более общим видом метрики, нежели в (8.5.3). О 
математическом содержании такой теории можно сказать практически 

все то же, что и о рассмотренной выше 5-мерной теории Калуцы. В 

частности, для ее построения следует использовать изложенный выше 

монадный метод 4+ 1-расщепления, когда 5-мерный метрический тензор 
представляется в виде 

Gлв = 9Ав - ~А~в, (8.5.12) 

где ~А - 5-мерный вектор - монада, заменяющий вектор >.л в теории 

Калуцы. 

Как и ранее, будем использовать калибровку, аналогичную хроно

метрической в ОТО, т. е. вектор ~ направим вдоль линий координаты 

х4 . В такой теории сохраняют силу все предыдущие формулы этой гла
вы, только вместо координаты х5 следует писать координату х4 . По
прежнему возникают три физико-геометрических тензора, которые бу

дем отличать от прежних выражений индексом «4» в правом верхнем 
-(4) (4) (4) 

углу: Fµv' Фµ ' Dµv. 

2. Далее необходимо конкретизировать зависимость компонент мет
рики от координаты х4 . Если не преследовать цель геометризации мате
рии, то естественно наложить на 5-мерную метрику условие цилиндрич

ности по дополнительной координате 

дGлв = 0 
дх4 . (8.5.13) 

В упрощенном варианте теории (не претендующем на описание эффек

тов скаляризма) положим, что 

G44 = -1. (8.5.14) 

Это означает, что два из монадных физико-геометрических тензоров, 

определенных выше, обращаются в нуль: 

ф (4) = О· D(4) = О 
µ ' µv . (8.5.15) 

Отличным от нуля в общем случае может быть только тензор FS~), при
нимающий чисто роторный вид от ~µ. 

В такой теории скалярная кривизна 5R принимает следующий мо
надный вид 

(8.5.16) 

3. В данном подходе возникает проблема физической интерпретации 
антисимметричного тензора .FS~). Имеются две возможности: 
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1) Первая возможность состоит в допущении существования неко
торого нового, пока неизвестного (гипотетического) векторного поля 

~µ, напряженность которого описывается тензором .FS~). В этом случае 
основная задача теории состоит в предсказании новых возможных эф

фектов и следствий из существования нового поля. 

2) Вторая возможность состоит в отождествлении векторного поля 
~µ через некоторый размерный коэффициент с уже известным полем. 

Поскольку в 20-х годах ХХ века уже был известен вариант 5-мерной тео

рии Калуцы, то О. Клейн, В. А. Фок и Ю. Б. Румер предложили отож

дествить данное геометрическое поле с электромагнитным полем. 

4. Однако в такой теории сразу же возникла трудность из-за того, 
что, согласно исходному постулату этой теории, негеометрические поля 

циклически зависели от дополнительной координаты согласно форму

ле (8.5.7), где в экспоненту входит масса частицы, а не электрический 
заряд, как это постулируется в (8.3.10) в рамках 5-мерной теории Калу
цы. Это приводит к появлению в «удлиненных» производных (8.3.13) не 
электрического заряда, а массы частиц. Чтобы избежать эту трудность, 

указанные авторы предложили ввести электрический заряд непосред

ственно в компоненты 5-мерной метрики 

- е 
Gµ4 = --2 Аµ; те 

(8.5.17) 

тогда «удлиненные» производные (8.2.16) совпадают с «удлиненными» 
производными в стандартной электродинамике. 

Но такой прием означал отход от универсальности пространства-вре

мени, т. е. отказ от важного принципа, лежащего в основе как ОТО, так 

и 5-мерной теории Калуцы. Вместо универсального пространства-време

ни вводилось конфигурацион:ное пространство, в котором метрический 

тензор зависит от характеристик рассматриваемой частицы. При одном 

сорте частиц это допустимо, но в общем случае нет. 

5. Отметим, что поскольку в 5-мерной теории Клейна-Фока-Руме
ра дополнительная координата х4 имеет физический смысл действия, 
то восприятие скрытой размерности с такой физической интерпретацией 

оказывается менее болезненным, нежели признание неведомой принци

пиально новой координаты х5 в теории Калуцы. 
Важно также иметь в виду, что исследования Румера данного ва

рианта 5-мерной теории были нацелены не столько на описание элек

тромагнетизма, сколько на геометризацию квантовой теории, что будет 

более подробно обсуждено в главе 12. 
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8.6. Анализ критических замечаний по 5-мерной теории 

Следует констатировать, что, несмотря на свои достоинства, 5-мер

ная теория Калуцы не завоевала всеобщего признания и не стала рабо

чим инструментом физиков. Это было обусловлено рядом обстщ~:тельств 
различного характера. Некоторые из них имели субъективный (мнимый) 

характер, часть обстоятельств была связана с наличием альтернативных 

вариантов построения геометрической теории, но, как стало ясно позже, 

главные недостатки 5-мерных теорий были обусловлены тем, что они 

оказались неполными, урезанными частями цельной 8-мерной геомет

рической теории. Перечислим высказывавшиеся претензии к 5-мерной 

теории Калуцы. 

1. Долгое время не был ясен физический смысл 5-й координаты. Из
вестно, сколько трудностей психологического характера было связано с 

признанием теории относительности, в которой был осуществлен пере

ход от 3-мерного пространства к 4-мерному пространству-времени. Но 

там новая размерность была физически интерпретируема как время, а в 

5-мерии новая размерность вводилась из «небытия». Многие теоретики, 

начиная с Э. Маха [101], мыслили дополнительную размерность обла
дающей теми же свойствами, что и четыре классические, и пытались к 

ним подобрать соответствующую физическую интерпретацию. 

Последующие исследования показали, что дополнительная размер

ность должна быть компактифицирована, т. е. замкнута с очень малым 

периодом. Физическим смыслом обладает не 5-я координата, а 5-я ком

понента импульса, через которую вводятся электрические заряды ча

стиц. 

2. Сомнения вызывало условие цилиндричности компонент 5-мерной 
метрики по 5-й координате. Эйнштейн писал: «Условие цилиндрично

сти не является естественным даже формально» [195, с. 367]. «Среди 
соображений, которые заставляют усомниться в этой теории, на первом 

месте стоит следующее: вряд ли разумно заменять 4-мерный контину

ум на 5-мерный и затем искусственно налагать ограничение на одно из 

пяти измерений с тем, чтобы объяснить, почему оно не проявляет себя 

физически» [195, с. 347]. 
Как стало затем ясно, условие цилиндричности по 5-й координате 

означает отсутствие у рассматриваемых полей электрического заряда. 

Очевидно, что и гравитационное поле (метрика g µv), и электромагнитное 
поле (смешанные компоненты 5-мерной метрики) являются электриче

сжи нейтральными. Волновые функции заряженных частиц зависят от 

5-й координаты, - пятая компонента импульса частиц имеет физический 
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смысл электрического заряда, а 5-я компонента скорости характеризует 

отношение электрического заряда к массе. 

3. В 20-х годах Эйнштейн считал существенным недостатком теории 
Калуцы необходимость волевым образом вводить в правую часть элек

тромагнитных уравнений плотность электрического тока внешней мате

рии. Однако претензии к наличию правой части у 5-мерных уравнений 

в равной степени относятся и к его 4-мерным уравнениям. Это общее 

свойство геометрических теорий рассматриваемой парадигмы. Впрочем, 

Эйнштейна не удовлетворял этот факт и в 4-мерной теории: везде, где 

это было возможно, он избегал написания тензора энергии-импульса в 

правой части своих уравнений. 

4. Эйнштейн писал: «Не удается физически истолковать компоненту 
G55» [195, с. 367]. Этот вопрос был обсужден выше. Любой вариант его 
решения не может служить доводом против 5-мерной теории. 

5. Наиболее сложную проблему в 5-мерии представило 15-е уравне
ние Эйнштейна, налагавшее жесткое условие связи 4-мерной скалярной 
кривизны с инвариантом электромагнитного поля. Ее решение зависит 

от интерпретации компоненты метрики G55. 
6. Констатировалось, что в теории получено лишь формальное един

ство ОТО и электромагнетизма Максвелла. Эйнштейн писал: «Цель Ка

луцы, несомненно, заключалась в том, чтобы прийти к новому физиче

скому взгляду на гравитацию и электричество путем введения единой 

структуры пространства. Однако эта цель не была достигнута» [196, с. 

497]. В частности, неоднократно отмечалось, что 5-мерная теория не да
ла каких-либо новых экспериментальных предсказаний. Действительно, 

в упрощенном варианте теории Калуцы получалось лишь то, что бы

ло известно и без 5-мерной теории, однако в варианте теории со ска

ляризмом есть ряд новых предсказаний. Но самое главное достоинство 

5-мерной теории состоит в том, что она позволяет достичь значительной 

экономии в исходных постулатах, приводящих к достаточно широкому 

кругу следствий, хотя и полученных ранее иным путем. 

7. Некоторые сложности также психологического характера возник
ли в связи с появлением проективного варианта 5-мерной теории, пред

ставлявшего третью ветвь развития многомерных теорий. В проектив

ной 5-мерной теории объявлялись эквивалентными (неразличимыми) 

все точки, координаты которых отличаются друг от друга общим мно

жителем. Этот прием фактически означал понижение размерности тео

рии на единицу и упрощал объяснение причин ненаблюдаемости допол

нительной координаты. Проективный вариант 5-мерия развивался в ра

ботах О. Веблена, Б. Гофмана, В. Паули [126], Э. Шмутцера [189] и ряда 
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других авторов 1 . Неопределенность в выборе направления исследований 
5-мерной теории была устранена В. Паули, показавшим эквивалентность 

проективного 5-мерия и теории Калуцы с условием цилиндричности по 
5-й координате. 

8. Принятию 5-мерной (многомерной) теории также препятствовали 
исследования альтернативных вариантов единых геометрических тео

рий, опирающихся на обобщения римановой геометрии в рамках 4-мер

ного пространства-времени. Среди них особое место занимала теория 

Вейля. Эйнштейн писал: «До сих пор были сделаны две наиболее про

стые и естественные попытки связать гравитацию и электромагнетизм с 

помощью единой теории поля: одна - Вейлем, другая Калуцей» [196, с. 
492]. Долгое время Эйнштейну и другим исследователям не было ясно, 
какой из этих путей предпочесть. Главное достоинство 4-мерия связы

валось с отсутствием проблемы осмысления сути дополнительной раз

мерности. 

Эта проблема со временем была решена в пользу теории Калу

цы, поскольку теория Вейля столкнулась с рядом трудностей, которые 

пришлось устранять посредством введения дополнительных постулатов. 

Тем не менее в современной физике широко используются конформные 

преобразования (4.6.1), явившиеся важным элементом теории Вейля. 
9. Развиваемые с 30-х годов теории слабых и сильных взаимодей

ствий позволили говорить о четырех видах фундаментальных взаимо

действий. А поскольку 5-мерная теория связывала только два из них, 

это рассматривалось как ее существенный недостаток. В середине 70-х 

годов вера в многомерие стала угасать даже у такого стойкого привер

женца, как Ю. Б. Румер, также не видевшего путей разрешения дан

ной проблемы [142]. Только в 80-е годы, когда стало ясно, что слабые 
и сильные взаимодействия переносятся промежуточными векторными 

бозонами, была осознана применимость многомерных теорий для описа

ния не только электромагнитного, но и других взаимодействий при еще 

большем увеличении размерности. 

10. Кроме основной задачи многомерной теории-объединения фи
зических взаимодействий -в 8-мерной теории решается целый комплекс 

оставшихся проблем 5-мерной теории, которые оказываются тесно свя

занными друг с другом. Так, в теории Калуцы при описании заряженных 

элементарных частиц возникают значения масс порядка планковской 

1 В первом издании «Теории поля» Л. Д. Ландау и Е. М. Лифшица (1941 г.) со
держался параграф с изложением проективного варианта 5-мерной теории. Во всех 

последующих изданиях этой книги изъято даже упоминание о многомерных теориях. 
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массы. Это ставит вопрос о геометрических способах перенормировки 

планковских масс до экспериментально известных значений. 

11. В другом варианте 5-мерной теории, развивавшемся Клейном, 
Фоком и Румером, названная трудность теории Калуцы отсутствует. Од

нако вместо нее встают другие проблемы, связанные с вводом в смешан

ные компоненты метрики значений электрических зарядов частиц, на

рушавших характер эйнштейновской геометрической теории: простран

ство-время принимало конфигурационный характер, т. е. становилось не 

универсальным, а зависело от сорта рассматриваемых частиц. 

Объединения достоинств этих двух вариантов 5-мерия можно до
стичь, перейдя к теории шести измерений, в которой задачи каждого 

из них решаются с помощью отдельной размерности. Однако при этом 

возникают новые трудности, например, связанные с физической интер

претацией смешанных компонент метрики G 4µ. В рамках 6-мерия не 

видно путей решения этой проблемы, которые открываются при после

довательном уменьшении размерностей, исходя из 8-мерной теории. 

12. Одним из препятствий на пути признания 5-мерия стала кван
товая теория, интенсивно развивавшаяся в 20-х-30-х годах. Ощущалась 

естественная потребность перебросить мостик между квантовой теори

ей и 5-мерием. Как уже отмечалось, в работах В. А. Фока и О. Клей

на на базе идей 5-мерия было впервые записано волновое (первично 
квантованное) уравнение Клейна-Фока, однако ожидалось значитель

но большее. Затем исследования в этом направлении были продолжены 

Ю. Б. Румером, но оказалось, что решение этой задачи также требует 

дальнейшего увеличения размерности (см. главу 12). 

В связи с изложенным в этой главе уместно вспомнить слова Т. Ка

луцы: «Полностью учитывая все физические и теоретико-познаватель

ные трудности на нашем пути при изложенном подходе, все же нелегко 

примириться с мыслью, что все эти соотношения, которые вряд ли мож

но превзойти по достигнутой в них степени формалъного единства, -
всего лишь капризная игра обманчивой случайности. Но если удастся 

показать, что за предполагаемыми взаимосвязями стоит нечто большее, 

нежели пустой формализм, то это будет новым триумфом общей тео

рии относителъности Эйнштейна, о логическом применении которой 

к слу'Чаю п.ятимерного мира здесь шла речЬ» [75, с. 534]. 
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8-Мер ная геометрическая теория ... ... 
грави-сильных взаимодеиствии 

Опираясь на идеи 5-мерной объединенной теории гравитации и элек

тромагнетизма, перейдем к рассмотрению более глобальной проблемы 

геометрофизики - к построению единой геометрической теории фун

даментальных взаимодействий, включающей слабые ( электрослабые) и 
сильные взаимодействия. Для этого необходимо еще более увеличить 

размерность пространственно-временного многообразия. 

В наших работах [32-34, 37-39] использовался индуктивный метод 
исследования, т. е. последовательно изучались возможности геометрий 

5, 6, 7 и 8 измерений для решения данной задачи. В частности, бы
ло показано, что для построения объединенной теории гравитационных 

и электрослабых взаимодействий следует использовать пространства 6 
(упрощенный вариант [34]) или 7 измерений [37]. Затем было показано, 
что в рамках 8 измерений можно построить объединенную геометриче
скую теорию гравитационных и сильных взаимодействий [38]. При этом 
существенно использовался принцип соответствия с известными калиб

ровочными моделями сильных и электрослабых взаимодействий, разви

тых в рамках иного (не геометрического) подхода. 
Далее встал вопрос о путях объединения построенных теорий, в част

ности, нужно ли для этого продолжать наращивать размерности? В этой 

и следующей главах показано, что для решения этой программы до

статочно ограничиться восемью измерениями. Это позволило перейти к 

дедуктивному (обратному) способу изложения геометрофизики - снача

ла построить общую 8-мерную геометрическую теорию, а затем от нее 

спускаться к специальным случаям, описывающим отдельные виды фи

зических взаимодействий [40]. 
Таким образом, на основе 8-мерия формируется обобщенная гео

метрическая теория (геометрофизика), вобравшая в себя классическое 

пространство-время, все виды бозонных полей-переносчиков фунда

ментальных физических взаимодействий и понятия «внутренних про

странств» из теории элементарных частиц. Фермионные поля, меж-
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ду которыми осуществляются взаимодействия, представляют собой 

вторую (метафизическую) категорию, вкладываемую в 8-мерную гео

метрию. 

В этой главе основное внимание сосредоточено на выделении из 

8-мерной геометрии объединенной теории гравитационных и сильных 

взаимодействий, совмещающей в себе принципы эйнштейновской ОТО 

и калибровочной модели сильных взаимодействий - хромодинамики (в 

специальной калибровке). 

9.1. Основания 8-мерной теории грави-сильных 
взаимодействий 

Перечислим основные понятия и методы, используемые в многомер

ной геометрической теории гравитационных и сильных взаимодействий. 

1. Первый вопрос, возникающий при построении многомерной тео
рии грави-сильных взаимодействий, - о необходимой для этой цели раз

мерности. Его решение тесно связано с количеством векторных полей 

(глюонов) - переносчиков сильных взаимодействий и зарядов частиц 
(кварков), которые следует описать геометрическими средствами. Как 

известно, в калибровочной теории сильных взаимодействий (в хромо

динамике) вводится 8 векторных полей глюонов. Если строго придер
живаться опыта построения 5-мерной теории Калуцы, где одной до

полнительной размерности соответствовало одно векторное поле (элек

тромагнитное), то для создания теории грави-сильных взаимодействий 

следовало бы ввести 8 дополнительных размерностей, что с учетом 

4 классических координат означало бы переход к 12-мерному много
образию. 

К концу ХХ века были преодолены психологические барьеры для 

использования дополнительных размерностей. В литературе обсужда

лись геометрические теории 24, 32 и большего числа измерений, одна
ко анализ, опирающийся на изложенные ниже соображения, позволяет 

ограничиться значительно меньшим "Шслом размерностей. 

2. Согласно калибровочным моделям как сильных, так и электро
слабых взаимодействий, ряд промежуточных векторных полей являет

ся зар.яженнъ~ми (хроматически или электрически). Это существенно 

изменяет характер многомерной теории по сравнению со случаем тео

рии Калуцы, описывающей лишь нейтральное электромагнитное поле. 

Уже в рамках 5-мерной теории Калуцы было установлено, что заря

женные поля должны зависеть от дополнительных координат, причем 

циклическим образом. Поскольку в развиваемой здесь модели исполь-
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зуется метрический вариант описания физических полей (через допол

нительные компоненты метрики), для компонент метрики необходимо 

отказаться от использования условия цилиндричности, заменив его на 

условие циклической зависимости от дополнительных координат. Это 

приводит к разложению дополнительных компонент метрики как бы в 

ряды по гармоникам циклической зависимости. Векторные коэффици

енты такого разложения представляют собой дополнительные степени 

свободы, которые можно использовать для описания заряженных век

торных полей, что позволяет существенно сократить число необходимых 

дополнительных размерностей. 

3. Согласно сложившимся представлениям о сильных взаимодействи
ях, кварки q - элементарные составляющие адронов (сильно взаимодей

ствующих частиц) - могут находиться в трех цветовых состояниях q(j), 

j = 1, 2, 3. В геометрической теории для их описания предлагается ис
пользовать следующую зависимость волновых функций кварков от трех 

дополнительных координат калуцевского типа: 

(9.1.1) 

Из-за симметрии трех цветовых зарядов в этих выражениях использо

ваны одинаковые параметры компактификации 'У для всех трех измере

ний, вообще говоря, отличные от параметра компактификации а: в тео

рии Калуцы. Данный постулат диктует использование, как минимум, 
многообразий 7 измерений, однако анализ показывает, что необходимо 
использовать еще одно измерение клейновского типа, ранее описывав

шееся координатой х4 . В итоге приходим к 8-мерной геометрической 
модели, в которой проявляется симметрия по числу 4 внешних (класси
ческих) и внутренних (скрытых) размерностей. Симметрия проявляется 

и в выделенности одного из измерений в каждой из этих четверок. В 

классических измерениях выделена времени-подобная размерность, а в 

скрытых - одна клейновская координата. 

4. Как уже отмечалось, физи'Ческие векторн,ые пол.я 8 видов глюо
н,ов ввод.яте.я как коэффициен,ты разложен,и.я 4-мерн,ых компонент век

торов G а ( s), соответствующих 'Четырем дополн,ителъным размерно
стям s = 4, 5, 6, 7 по гармоникам зависимостей от скрытъtх координат. 
Конкретный вид гармоник определяется характером глюонов - перенос

чиков взаимодействий. Два вида нейтральных глюонов не меняют цве

товых зарядов кварков, т. е. не зависят от дополнительных координат, 

тогда как 6 видов заряженных глюонов описывают взаимодействия меж
ду кварками различных цветовых зарядов, что диктует следующие виды 
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зависимости их от дополнительных координат калуцевского типа: 

Ga(s) = C0 {asAa + bsBa + 
+ xt xi+) exp[-i1(x5 

- х6 )] + х; xi-) exp[i1(x5 - х6 )] + 

+ YdyJ+) exp[-i1(x5 - х7 )] + y;YJ-) exp[i1(x5 - х7 )] + 

+ z; zi+) exp[-i1(x6 - х7 )] + z; zi-) exp[i1(x6 - х7)]}, (9.1.2) 

где С0 - некая размерная константа, Аа и Ва - два нейтральных глю
онных поля, х$!=)' yJ±) и zi±) - шесть заряженных глюонных полей, а5, 
Ь5 , х;, у;, z;-безразмерные константы (s=4, 5, 6, 7), которые долж
ны быть определены из тех или иных предположений. Ниже будут ис

пользованы условия соответствия бозонных секторов геометрофизики и 

хромодинамики. Всего здесь введены 33 константы. 
5. Особо подчеркнем, что ниже будет использовано компактифици

рованное по 4 скрытым размерностям 8-мерное пространственно-вре
менное .м:н,огообразие с топологией 4-mopa. На практике это означает 
использование следующей зависимости величин (полей) от координат 

(9.1.3) 

где ф(хµ)-слагаемая как геометрических, так и вводимых в геомет

рию извне величин, зависящая лишь от классических координат, (3 и 
1-параметры размерности [см-1 ], характеризующие периоды компак
тификации по дополнительным размерностям, Е:5 - безразмерные пара

метры - гармоники зависимостей от дополнительных координат ( здесь 
s = 5, 6, 7). В общем случае (3-=/- 'У· 

6. В согласии с характером дуалистической метафизической пара
дигмы, в рамках которой строится как ОТО, так и теория Калуцы, в 

качестве ключевого (базового) выражения единой геометрической тео

рии выбирается 8-мерная гиперплотность лагранжиана, слагающаяся из 

геометрической части (скалярной кривизны) и внешней к геометрии спи

норной материи 

l= J±G(s) [-
8
R + inc (ФГм\7мФ+(\7мФ)Гмw)], 

2ис 2 
(9.1.4) 

где G(8) - определитель матрицы из компонент 8-мерного метрическо
го тензора Gмн (М, N =О, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7) в одной из двух возможных 
сигнатур ( + - - - \ =r= - - - ) , 8 R - 8-мерная скалярная кривизна; Ф -
многокомпонентный спинор; \7 мФ-8-мерная ковариантная производ
ная от спинора того же вида, что и в ОТО (7.3.9); Гм-квадратные 
многокомпонентные матрицы, обобщающие 4-рядные матрицы Дирака. 
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7. Как уже отмечалось, при общепринятом описании спиноров в рам
ках алгебры Клиффорда над полем вещественных чисел имеется жест

кая связь между размерностью, сигнатурой многообразия и числом ком

понент спиноров. Для размерности 8 следует использовать 16-компо
неnтн:ые спиноръ~: 

Ф= 
( 

Ф(l) ) 
Ф(2) 

Ф(З) 

Ф(4) 

::::? ф = wtг(O) = (Ф(4),Ф(З), Ф(2),Ф(1)), (9.1.5) 

где Ф(s) и Ф(s) = wt(s)1(0)-4-компонентные комплексные спиноры 
(s = 1,2,3,4). Отсюда следует, что матрицы Гм в (9.1.4) являются квад
ратными 16 х 16-матрицами, связанными с 8-мерным метрическим тен
зором соотношением 

(9.1.6) 

8. Как и в предыдущих многомерных геометрических моделях фи
зических взаимодействий, предлагается использовать обобщения монад

ного метода редуцирования на 4-мерие. В данном случае это будет усе

ченный октадный метод, в котором отдельно выделены 4 скрытые раз
мерности, тогда как 4 классические размерности рассматриваются слит
но. По аналогии с ранее использовавшимся в 4-мерии диадным методом 

1+1+2-расщепления данный метод 4+ 1+1+1+1-расщепления будем на
зывать тетрадным методом в 8-мерии. 

9. Окончательное выражение для плотности 4-мерного лагранжиана 
единой геометрической теории получается из 8-мерной гиперплотности 

(9.1.4) посредством усреднения по малым периодам зависимостей от 
дополнителъных координат, т. е. посредством интегрирования по перио

дам циклических зависимостей. После такого интегрирования все экспо

ненциальные слагаемые, содержащие дополнительные координаты, со

кращаются и получается выражение, зависящее лишь от четырех клас

сических координат 1 . 

1 О. Отдельно следует выделить вопрос описания масс покоя бозонных 
и фермионных полей в 8-мерной теории. Здесь, как и в теории Калуцы, 

возникает проблема перенормировки планковских масс. Предложено ре-

1 Следует отметить, что получающаяся в итоге плотность 4-мерной функции Ла
гранжа отличается от общепринятой постоянным размерным коэффициентом (из-за 

интегрирования по периодам скрытых размерностей), однако это несущественно вви

ду известной неоднозначности в определении функции Лагранжа. 
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шение этой задачи посредством использования процедуръt ко'}-1,фор.м:ного 

преобразова'}-1,и.я, исход'}-1,оiJ, 8-.мep'/i,OU .метрики. 

9.2. Геометрический прообраз грави-сильных 
взаимодействий 

Систематически изложим основные положения 8-мерной теории гра

ви-сильных взаимодействий, представляющей собой базис единой гео

метрической теории фундаментальных физических взаимодействий. 

9.2.1. Тетрадный метод в 8-мерной теории 

Опираясь на ранее изложенный материал по монадному и диадному 

методам редукции, приведем самые необходимые сведения о тетрадном 

методе 4+1+1+1+1-расщепления. Будем следовать прежней схеме изло

жения: алгебра, физико-геометрические тензоры, операторы дифферен

цирования ... 

1. Алгебра геометрической 8-мерной теории 
1. Для описания фермионной материи в 8-мерной геометрической 

теории необходимо использовать октадный метод, соответствующий тет

радному методу в ОТО, однако для описания бозонной части теории до

статочно использовать усеченный октадный метод, в котором выделены 

четыре вектора (тетрада), соответствующие дополнительным измерени

ям. В такой теории 8-мерный метрический тензор можно представить в 

следующих видах: 

8смN = Gм(A)GN(A) = 9MN + ЬмN = 9MN + Gм(s)GN(s) = 
= 9MN =F ~м~N - ЛмЛN - 'Г/М'Г/N - wмwN, (9.2.1) 

где введены унифицированные обозначения для векторов октады, в том 

числе для тетрады дополнительных векторов: 

Gм(4) = ~м, Gм(Б) = Лм, Gм(6) = 'Г/м, 

Gм(7) = wм; ЬмN = Gм(s)GN(s). 

Здесь внутренний индекс s пробегает четыре значения: 4, 5, 6, 7. Как и 
ранее, будем полагать, что векторы октады ортонормированы, причем 

вектор Gм(4) может быть как времени-, так и пространственно-подоб

ным, а остальные три вектора - пространственно-подобны. 
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2. Для перехода к физической теории необходимо должным образом 
распорядиться значениями компонент тетрады: 

Gм(s) = 
G4(4) 
G5(4) 
G5(4) 
G1(4) 

G4(5) 
G5(5) 
G5(5) 
G1(5) 

G4(6) G4(7) 
G5(6) G5(7) 
G5(6) G5(7) 
G1(6) G1(7) 

(9.2.2) 

Здесь отделенные чертой верхние компоненты 8-мерных векторов с клас

сическими индексами а = О, 1, 2, 3 будут определять 4-мерные вектор
ные поля переносчиков известных видов физических взаимодействий, 

а нижние компоненты в геометрической теории дуалистической пара

дигмы ОТО будут полагаться постоянными. Они будут участвовать в 

определении зарядов элементарных частиц. 

3. Будем использовать калибровку типа четырежды «хронометриче
ской», когда компоненты векторов тетрады следующим образом связаны 

с компонентами 8-мерного метрического тензора: 

где 

(9.2.3) 

GмN = 8Gмн ± Gм(4)GN(4); GмN = GмN + Gм(7)GN(7); 
GмN = GмN + Gм(6)GN(6). 

В данной калибровке компоненты составляющих метрического тензора 

имеют довольно громоздкий вид и зависят от принятого порядка выде

ления размерностей. 

4. Поскольку компоненты 8-мерной тетрады Ga(s) характеризуют за
ряды частиц, которые будем считать постоянными, то естественно при

нять постулат 

Gаь = const ~ Gа(Ь) = const при а, Ь = 4, 5, 6, 7. (9.2.4) 

Воспользуемся произволом в преобразованиях дополнительных ( скры
тых) координат, имеющимся в данной калибровке, и приведем компонен

ты тетрады с доrюлнительными компонентами Gа(Ь) к диагональному 

виду Gа(Ь) = diag(G4(4), G5(5), G5(6), G1(7)), тогда компоненты тетрады 
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существенно упрощаются и принимают вид: 

(9.2.5) 

Для ковариантных компонент имеем 

где 

(9.2.6) 

Компоненты 4-мерного метрического тензора 9MN в данной калиб

ровке, как и в случае хронометрической калибровки монадного метода 

или хронохориометрической калибровки диадного метода, автоматиче

ски имеют отличные от нуля лишь компоненты с классическими 4-мер
ными индексами 9µv, т. е. 

9MN = Gм(f3)GN(f3) = GмN - Gм(s)GN(s):::} ( g~v \ ~); 
g~ = L G8 (/3)Ga(f3). 

(3 

(9.2.7) 

Для данной теории наиболее существенно то, что остаются допустимые 

преобразования классических 4-мерных координат, присущие ОТО. 

2. Физико-геометрические тензоры 
В усеченном октадном (тетрадном) методе из составляющих метри

ческого тензора и их первых производных в самом общем случае стро

ятся 54 четырехмерных физико-геометрических тензора. Для удобства 
введем объекты неголономности для векторов дополнительной тетрады 

С ( ) = ! (дGр(а) _ дGQ(a)) 
PQ а - 2 дхQ дхР , (9.2.8) 

через которые определяются 4 антисимметричных тензора, соответству
ющие тензорам напряженностей векторных бозонных полей (или тензо-
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ру угловой скорости вращения в монадном методе): 

F (a) - Р QC ( ) 
ми - 9м9и PQ а ' 

313 

(9.2.9) 

16 векторных полей, соответствующих векторам ускорения в монадном 
методе: 

(9.2.10) 

и 24 скаляра: 
(9.2.11) 

Кроме того, имеются четыре 4-мерных симметричных тензора, соответ

ствующие тензору скоростей-деформаций в монадном методе: 

(9.2.12) 

и шесть векторов: 

А(аЬ) = !_ (aQ( )дGР(Ь) - GQ(b)дGP(a)) 
N 29NP а дхQ дхQ . (9.2.13) 

Выпишем несколько соотношений между введенными физико-гео

метрическими тензорами: 

~g~GP(a) ("\lpGQ(Ь) + \!QGp(b)) = ~Ф~а) + А~ь); 

GQ(a)GP(c) (\lpGQ(b) + \!QGp(b)) = n(Ьса) + [l(асЬ); (9.2.14) 

См и( а)= Fj;~ + ~ ( Gи(Ь)Ф~а) - Gм(Ь)Ф~а)) + Gм(Ь)Gи(с)П(Ьса). 

В использованной четырежды «хронометрической» калибровке при 

наличии условий (9.2.4) обращаются в нуль 34 физико-геометрических 
тензора: 

л~Ь) =О; Dr;)N =О; n(аЬс) =о. (9.2.15) 

Из оставшихся 20 физико-геометрических тензоров 4 соответствуют 
нелинейным тензорам напряженности (с неабелевыми «хвостами») бо
зонных полей в калибровочных теориях как сильных, так и электросла

бых взаимодействий: 

F~~ = ~ {[Ga(s),{3 - G13(s),a] + G5(5) [G13(5)Ga(s),5 - Ga(5)G13(s),s] + 

+ G6(6) [G{3(6)Ga(s),6 - Ga(6)G13(s),в] + 
+ G7 (7) [Gf3(7)Ga(s),7 - Ga(7)G13(s),1]}, (9.2.16) 
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а 16 тензоров принимают более простой вид 

(9.2.17) 

Эти физико-геометрические тензоры описывают массовые слагаемые 

векторных полей. 

Заметим, что во всех этих выражениях нет слагаемых с дифферен

цированием по х4 , поскольку ниже будет использоваться условие цилин
дричности векторных полей по этой координате. 

3. Операторы дифференцирования 
В рассматриваемой теории ключевую роль играют пять «тетрадных» 

операторов дифференцирования. В качестве таковых можно взять сле

дующие операторы: 

* м д 4 д д4 = С ( 4) дхМ =? G ( 4) дх4 ; (9.2.18) 

* м д 5 д д5 = G (5) дхМ =? G (5) дх5 ; (9.2.19) 

* м д 6 д 
дв = С (6) дхМ =? G (6) дхб; (9.2.20) 

* м д 7 д д7 =С (7) дхМ =? G (7) дх7 ; (9.2.21) 

а;= g~ а:м = д~µ ± Gµ(4)д4 + Gµ(5)д5 + Gµ(6)д6 + Gµ(7)д7. (9.2.22) 

Действие всех этих операторов не зависит ни от ранга, ни от ковариант

ности дифференцируемых величин. 

9.2.2. Геометрическая часть гиперплотности лаГранжиана 

Чтобы расписать 8-мерную скалярную кривизну 8R, входящую в ги
перплотность лагранжиана (9.1.4), представим 8-мерные символы Кри
стоффеля в самом общем тетрадном виде: 

8Гfi-н= 4Гfi-н+~GP (a)(G м(а),н+G н(а),м )+ 

+(Gм(a)F.~P +Gн(a)F.c;)P)-GP(a)(D~н+Gм(Ь)A~a)+Gн(Ь)A~a))

-~GP( а) ( Gм (Ь )Ф~ь)+G N (Ь )Ф~ь)) +~Ф(аЬ)Р( Gм (а )Gн (Ь) +Gн (а )Gм (Ь)) + 

+n(аЬс)сР (a)(G м(с)Gн(Ь)+G н(с)G м(Ь)), (9.2.23) 

где по индексам а, Ь, с, принимающим значения 4, 5, 6, 7, производится 
суммирование с учетом сигнатуры (+, - - -). Кроме того, использовано 
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обозначение 
gPQ 

4Г~N = -2-(gмQ,N + 9NQ,M - 9MN,Q)· (9.2.24) 

Подставляя (9.2.23) в выражение для 8-мерной скалярной кривизны 
и учитывая обращение в нуль ряда физико-геометрических тензоров, 

согласно (9.2.15), находим 

8R=Rcaиt) +Rcьos) +R(m) = 
= 4_k_ p(a) p(a)MN +2'\7 ф(аа)Q -Ф(аа) ф(ЬЬ)Q _ 1-_ф(аЬ) (Ф(аЬ)Q + ф(Ьа)Q) 

MN Q Q 2 Q ' 

где 
4 -

R(out) = R 

(9.2.25) 

(9.2.26) 

определяет 4-мерный гравитационный лагранжиан. В самом общем слу

чае это выражение строится как тензор кривизны, в котором вместо 

символов Кристоффеля стоит величина 

L Q 4ГQ Q 
MN = MN - gM,N· (9.2.27) 

При использованном ниже условии цикличности компонент 4-мерного 

метрического тензора gµv по дополнительным (скрытым) координатам 

(9.2.26) совпадает с 4-мерной скалярной кривизной ОТО. 
Второе слагаемое во второй строке (9.2.25) 

R __ р(а) р(а)М N 
(bos) - MN (9.2.28) 

определяет динамическую часть гиперплотности лагранжиана вектор

ных бозонов (глюонов). Учитывая вид физико-геометрического тензора 

(9.2.16), отсюда видно, что это достаточно сложная нелинейная комби
нация физических векторных полей, входящих в разложения компонент 

тетрады (9.1.2). В нее входят вторые, третьи и четвертые степени глю
онных полей, соответствующие неабелевым слагаемым в «удлиненных» 

производных калибровочной хромодинамики. 

Далее гиперплотность геометрического лагранжиана (9.2.28) усред
няется по периодам зависимостей от дополнительных координат. После 

этой процедуры остаются только те слагаемые, в которых экспоненци

альные множители гасят друг друга. В частности, остаются лишь квад

ратичные и четвертой степени комбинации из заряженных глюонных по

лей, а также слагаемые второй, третьей и четвертой степеней с участием 

нейтральных и заряженных глюонных полей. Получившиеся в итоге вы

ражения, составляющие 4-мерную геометрическую плотность бозонного 

лагранжиана, выписаны в [36, с. 394]. 



316 Глава 9. В-Мерная геометрическая теория 

Оставшиеся в (9.2.25) выражения, содержащие физико-геометриче

ский тензор Ф~Ь), определяют массовые слагаемые векторных бозонов 
(см. раздел 9.5.1). 

9.2.3. Фермионная часть гиперплотности лагранжиана 

1. В фермионной части гиперплотности лагранжиана 8-мерной тео
рии 

(9.2.29) 

ковариантные производные от спиноров записаны в (8.3.21). Представим 
свертки частных производных с Г-матрицами в тетрадном виде 8-мерной 
теории: 

(9.2.30) 

где введены проекции Г-матриц: 

(9.2.31) 

2. Для 16-рядных матриц Г(М) можно выбрать следующее представ-
ление: 

г о, о, -у(µ)) 

г 
04 о, -у(4)) 

Г(µ) = 04 04 'У(µ) 04 . Г(4) = 04 04 'У(4) 04 . 
04 'У(µ) 04 04 ' 04 'У( 4) 04 04 ' 

'У(µ) 04 04 04 'У( 4) 04 04 04 
: 

с 
04 04 -I,) 

с 
04 ]4 о,) 

Г(5) = 04 04 ]4 04 . Г(6) = i О4 04 04 -J4 . 
04 -J4 04 04 ' ]4 04 04 04 ' 
]4 04 04 04 04 -J4 04 04 

с 
04 04 о,) 

Г(7) = i О4 ]4 04 04 
(9.2.32) 

04 -J4 о ' 04 
_;4 04 04 04 

где J4 - 4-рядная единичная матрица; 'У( 4) = 'Y(O)'Y(l )'У(2)'У(3); 04 -
4-рядная нулевая матрица; 'У(µ)- 4-рядные матрицы Дирака, записан

ные в (7.1.30). 
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3. Используя (9.2.30), фермионную гиперплотность (9.2.29) можно 
представить в виде 

(9.2.33) 

где L(int) - гиперплотность лагранжиана свободных фермионных полей 

и их непосредственного (прямого) взаимодействия с векторными бозо

нами, L(д) - часть гиперплотности лагранжиана, содержащая коэффи

циенты вращения Риччи и описывающая взаимодействие с гравитацией 

и аномальные моменты, L(M) - массовые слагаемые фермионного поля. 

4. Наибольший интерес представляет первое слагаемое справа 

(9.2.34) 

где оператор тетрадной удлиненной производной выписан в (9.2.22). Бу
дем использовать представление матриц fµ через стандартные (в плос
ком пространстве-времени) 4 х 4-матрицы Дирака 'Уµ --t 1(µ) согласно 
(9.2.32). 

5. Учитывая симметрию трех кварков, предлагается использовать 
следующее симметричное по цветовым состояниям представление вве

денных в (9.1.5) 4-компонентных спиноров через кварковые волновые 
функции 

(9.2.35) 

где для трех цветовых состояний кварков, в согласии с (9.1.1), введена 
циклическая зависимость от трех дополнительных координат калуцев

ского типа; q(j) - части волновых функций кварков, зависящие только 

от 4 классических координат; с8 - четыре комплексных коэффициента, 

которые находятся из условий соответствия с хромодинамикой. Отме

тим, что здесь использован тот же принцип разложения четверки 4-ком

понентных спиноров через ·возможные физические состояния, что и в 

формуле (9.1.2) для разложения четверки 4-компонентных тетрад через 
возможные физические промежуточные векторные поля. 

6. Далее необходимо подставить формулы (9.1.2), (9.2.35) в выраже
ние для части фермионной гиперплотности (9.2.34) и произвести усред
нение (интегрирование) по периодам зависимостей от дополнительных 

калуцевских координат. В итоге получается достаточно громоздкое вы

ражение для 4-мерной плотности фермионного лагранжиана, содержа
щее коэффициенты разложения из (9.1.2) и (9.2.35). Эти коэффициенты 
находятся из принципа соответствия геометрической теории с калибро

вочной моделью хромодинамики, причем для коэффициентов разложе-
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ния векторов тетрады в (9.1.2) не должно быть расхождений в услови
ях соответствия, полученных в бозонном и фермионном секторах двух 

теорий. 

Анализ этого вопроса в рамках 7-мерной геометрической модели гра
ви-сильных взаимодействий со скрытыми размерностями исключитель

но калуцевского типа показал, что условия на коэффициенты разло

жения компонент триады в бозонном и фермионном секторах оказыва

ются несовместными. Это заставило перейти к 8-мерной геометрической 

теории, в которой присутствует четвертая дополнительная размерность, 

причем именно клейновского типа. 

9.3. Сведения из калибровочной модели 
сильных взаимодействий 

Общепринятая теория сильных взаимодействий, именуемая хромодина.ми

кой, строится на принципиально иных (негеометрических) принципах. Не вда

ваясь в подробности хромодинамики (см., например, [121, 122, 185]), назовем 
главные ее следствия, сравнив их с положениями 8-мерной геометрической 

теории. 

1. Гmоонные векторные поля. Хромодинамика основана на калибровочном 
подходе к описанию взаимодействий (см. раздел 13.2), в котором наряду с плос
ким 4-мерным пространством-временем определяется внутреннее простран

ство эле.ментарн'Ых -частиц, обладающее SИ(3)-симметрией. Восемь парамет
ров этой группы делаются зависимыми от классических четырех координат. 

Для сохранения инвариантности плотности лагранжиана относительно лока

лизованной группы SU(3) необходимо ввести в частные производные добавоч
ные векторные поля v:, где индекс а, нумерующий поля, пробегает восемь 
значений: 1, 2, ... , 8-по числу параметров группы. Эти поля объявляются 
глюонн'Ыми пол.ями перенос-чикав силън'Ых взаимодействий. 

В геометрической теории глюонные поля предлагается описывать 4-мер

ными компонентами Gµ,(s) дополнительных компонент октады (тетрады). 
2. Кварки. Согласно хромодинамике, сильно взаимодействующие части

цы - адроны (барионы и мезоны) состоят из кварков, которые обладают трем.я 

цветами (цветовыми зарядами). В частности, барионы (протоны, нейтроны, 
гипероны, ... ) образуют цветовой триплет 

%)= 
красны~) 
желтыи . 
зеленый 

(9.3.1) 

3. Лагранжиан хромодивамики в каноническом виде состоит из трех ча
стей - бозонной, фермионной и массовой, обеспечивающей значения масс ча-
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стиц: 

С,= LBos +t,F+Lm = - lcFS~) F(:) + [L(inc)q1'"(µд;qf + (h.c.)] +.Ст, (9.3.2) 
(!) 

где а; - оператор удлиненной производной, определенный ниже, Lm - массо

вые слагаемые. В этом выражении использована матричная запись, где под q 
понимается вектор-столбец из 4-компонентных функций. 

Лагранжиан хромодинамики (9.3.2) соответствует гиперплотности лагран
жиана 8-мерной геометрической теории, где первая (бозонная) часть возникает 

из 8-мерной скалярной кривизны, тогда как вторая (фермионная) часть пред
ставляет собой негеометрическую материю (в данном варианте теории). 

4. Бозовная часть плотности лагранжиана (9.3.2) 

.С _ _ l_p(a) pµv 
Bos - 4С µv (а) (9.3.3) 

записывается через тензоры напряженности восьми калибровочных полей V(:, 
которые имеют вид 

ра = ( avva - av::) - 9о !а vьvc 
µv дхµ дхV ftc ·Ьс µ v ' 

(9.3.4) 

где f.ьс -структурные константы группы SU(3), антисимметр'ичные по всем 
трем индексам, например, 

/12з = -/1з2 = -/21з = /2з1 = fз12 = - fз21 = 1. 

Кроме fi23 отлl-j:чны от нуля следующие константы: 

1 
/147 = -f15в = f24в = /257 = fз45 = -fзв7 = 2; J3 

f 458 = /478 = 2 

(9.3.5) 

(9.3.6) 

и другие константы, получающиеся из них перестановками индексов. Осталь

ные равны нулю. 

Как будет показано ниже, в геометрической теории грави-сильных взаи

модействий восемь нелинейных напряженностей хромодинамики FS~) соответ
ствуют четырем (также нелинейным) антисимметричным физико-геометриче

ским тензорам Fµv(s). 

5. Оператор <(удлиненной» производной в фермионной части лагранжиана 
хромодинамики (9.3.2) имеет вид 

д* д . v.- д . 9о \ va 
µ = µ + i9o µ = µ + i 

2
nc ла µ , (9.3.7) 

где Ла - матрицы Гелл-Манна, 90 - калибровочная константа связи по группе 

SU(3). Здесь везде подразумевается матричная запись, т. е. дµ --> Iздµ, где Iз -
единичная 3 х 3-матрица. 
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Приведем вид матриц Гелл-Манна в наиболее часто встречающемся пред-

ставлении 

о 
1 

о (: -i 

о, Л1 = о ..\2 = о 

о о 

( 1 о о ) о 
о 

о, Лз = о -1 о Л4 = о 

о о о о 
(9.3.8) 

( о о -i ) о 
о 

о ,\5 = о о о Лв = о 

о о 1 

л,~ ( о о 

~i); 'С 
о о ) о о Лв = J3 ~ 1 о 

о о -2 

Легко видеть, что «удлиненная» производная хромодинамики (9.3.7) соот
ветствует оператору пространственно-временного дифференцирования (9.2.22) 
в 8-мерной геометрической модели. 

6. Нейтральные векторные поля. Из восьми матриц Гелл-Манна две (Лз и 
Лв) являются диагональными. Стоящие при них векторные поля называются 
пейтрал:ьн:ы.ми глюоппы.ми пол.я.ми. Для них приняты специальные обозначе-

ния: 

vз -А- . 
µ = µ, (9.3.9) 

Поскольку матрицы .Лз и Лв эрмитовы, можно им сопоставить две характе

ристики цветовых зарядов: Qa - цветовой изотопический заряд и Qь - гипер

цветовой заряд, которые являются источниками нейтральных глюонных полей 

Аµ, и Вµ, соответственно. Значения этих зарядов (в единицах g0 ) для основных 
частиц: кварков и глюонов, рассматриваемых в хромодинамике, приведены в 

таблице 
Частицы Qa Qь 

qщ = qн 1/2 1/(2\1'3) 
Кварки q(2) = qy -1/2 1/(2v'З) 

q(З) = qc о -1/v'З 
Аµ, Вµ о о 

(9.3.10) 

Глюоны х+ -1 о µ 

-v'З/2 у+ -1/2 µ 
z+ 1/2 -v'З/2 /J, 

Используя введенные заряды, оператор (9.3.7) можно переписать еще в одном 
виде 

(9.3.11) 

где индекс n пробегает шесть значений: 1, 2, 4, 5, 6, 7. 
В геометрической теории соответствующие им векторные поля не зависят 

от дополнительных координат, т. е. подчиняются условиям цилиндричности по 

дополнительным размерностям. 
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7. Хроматически заряженные векторные поля описываются шестью вели
чинами v;. Вместо них используются следующие три пары специальных ком
бинаций: 

+ _ 1 (V1 . 2). Хµ - )2 µ + iVµ , 

у+ - 1 (V4 ·v5)· µ-)2 µ+iµ, 

+ _ 1 (V6 . 1). z µ _ J2 µ + i vµ , 

1 
х;; = J2(VJ - iV;); 

1 
уµ-= J2(V:- iV:); (9.3.12) 

z;; = ~(v: - iVz). 

В новых обозначениях фермионная часть плотности лагранжиана хромодина

мики представляется в виде 

L,p = !ic { iq1µдµq - i;c q1µ [(ЛзАµ + ЛsВµ)+ 

+h(т21Х: + тз1Уµ+ + тз2z: + т12Х;; + т1зУ; + т2зZ;_:)] q} + (h.c.), (9.3.13) 

где вместо 6 матриц Гелл-Манна введены новые 3-рядные матрицы (в базисе 
Картана-Вейля): 

о 
1 

о о 
о 

о т12 = ~(Л1 + iЛ2) = о Т21 = ~(Л1 - iЛ2) = о 

о о 

о 
о 1 ); ( о о о ); Т13 = ~(Л4 + i.\5) = о о Т31 = ~(,\4 - i,\5) = о о о 

о о 1 о о 

( о о о ) ( о о ~ ) . (9.3.14) т2з = ~ (Л6 + iЛ1) = о о 1 Т32 = ~(Л6 - iЛ1) = о о 

о о о о 1 

Операторы, соответствующие матрицам таь, действуют как повышающие и по

нижающие операторы в 3-мерном цветовом пространстве. Расположения еди

ниц показывают, какое значение цветового заряда в какое новое место пере

брасывает соответствующий оператор. 

Поскольку определенные так глюонные поля входят в плотность лагранжи

ана (в «удлиненные» производные) в комбинациях с соответствующими мат
рицами таь, легко проинтерпретировать роль этих глюонных полей. Они изме
няют цветовые заряды соответствующих кварков, т. е. генерируют переходы 

кварков между состояниями, поясненными на диаграммах рисунка 9.1. 
В геометрической теории этот факт отражен постулированной в (9.1.2) за

висимостью глюонов от дополнительных координат. 

11-2979 
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9.4. Принцип соответствия сильных взаимодействий 
в геометрофизике и хромодинамике 

Чтобы найти введенные в разложениях (9.1.2) константы, следует со
поставить друг с другом плотности лагранжианов сильных взаимодей

ствий в геометрофизике и в хромодинамике, причем это нужно сделать 

как в бозонном, так и в фермионном секторах. 

9.4.1. Условия соответствия двух теорий 
в бозонном секторе 

Сопоставим друг с другом, с одной стороны, геометрическую часть 

(9.2.28) 8-мерной теории, а с другой стороны, бозонную часть плотности 
лагранжиана стандартной хромодинамики (9.3.3). Из их отождествле
ния следуют 46 условий (уравнений) на 33 коэффициента разложения 
векторов тетрады (смешанных компонент 8-мерной метрики) (9.1.2) по 
физическим векторным полям глюонов и на одну константу 

(9.4.1) 

где g0 - константа связи сильных взаимодействий в хромодинамике. 

Вследствие симметрии хроматических зарядов будем полагать G5 (5) = 

G6 (6) = G7 (7). 
По характеру сопоставляемых величин эти условия разбиваются на 

5 групп: 
1) 6 условий из сравнения квадратичных комбинаций из глюонных 

полей; 

2) 12 условий из сравнения кубичных комбинаций нейтральных и 
заряженных глюонных полей; 

тот же цвет желтый зеленый зеленый 

(1,2,3) L- (2)L сз)L сз>L 
Аµ. 

(1,2,З) t 
Вµ. х+ у+ z+ 

(1) t µ. (1) t µ. (2) t µ. 

любой цвет красный красный желтый 

Рис. 9.1. Кварк-глюонные взаимодействия 



9.4. Принцип соответствия 323 

3) 6 условий из сравнения кубичных комбинаций только заряженных 
глюонных полей; 

4) 12 условий из сравнения комбинаций четвертой степени только 
заряженных глюонных полей; 

5) 10 условий из сравнений смешанных комбинаций четвертой степе
ни заряженных и нейтральных глюонных полей. 

Все эти условия, порой имеющие довольно громоздкий вид, выписа

ны в [36, с. 394-398]. Отметим, что число получившихся условий оказы
вается большим числа неизвестных коэффициентов (34), тем не менее 
система оказывается совместной. 

1. Решение для нейтральных коэффициентов. Явно выпишем 3 усло
вия для коэффициентов при нейтральных полях, следующих из сравне

ния квадратичных комбинаций: 

±а~ + а~ + а~ + а? = 1; 

±ь2 + ь2 + ь2 + ь2 - 1 · 4 5 6 7- , 

(9.4.2) 

(9.4.3) 

(9.4.4) 

и 6 условий для этих же коэффициентов, следующих из сравнения ку
бичных комбинаций: 

1 
С(а7 - а5) = -2; 

vз 
С(Ь1 - Ь5) = -2; 

1 
С(аб - а1) = -2; 

vз 
С(Ь1 - Ь5) = -2. 

(9.4.5) 

(9.4.6) 

Из этой системы уравнений относительно 8 коэффициентов а8 , Ь8 и кон
станты С0 (при условии их вещественности) находим решение: 

1 
а5 = -а5 = ± J2; а1 =О; 

Ь5 = Ь5 = ± ~; Ь1 = '=f-л; 

1 
С=± J2" 

(9.4.7) 

(9.4.8) 

(9.4.9) 

Во всех этих выражениях знаки плюс-минус согласованы друг с дру

гом. Они отражают тот факт, что искомые коэффициенты входят в ряд 

выражений квадратично. 
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Особо обратим внимание на тот факт, что решения дл.я двух троек 

коэффициентов с номерами: 5, б, 7 соответствуют двум (диагональ
ным) матрицам Гелл-Манна Лз и Лв из (9.3.8), если их расположить в 
соответствии с номерами: 5-+ 1; 6-+ 2; 7-+ 3. Действительно, имеем 

о 
о 

~J=±~o о о) 1 
а5 ~1 ~ = ± V2.Лз; 
о 

(9.4.10) 

о 
о 

~,)=±JвО 
о 

~2) 1 
Ь5 1 = ± V2.Лg. 
о о 

(9.4.11) 

2. Решения для коэффициентов при заряженных полях. Подставляя 
найденные решения в оставшиеся уравнения, находим решения для ко

эффициентов при заряженных векторных полях. Отдельно выпишем ко

эффициенты с индексами «4»: 

(9.4.12) 

где k = ±i для сигнатуры(+ - - -1 + - - -) и k = ±1 для случая 
сигнатуры ( + - - - 1 - - - - ) . Оставшиеся коэффициенты с индексами: 

5, 6, 7 удобно представить в 3-мерном векторном виде, например 

::d: ( ± ± ±) Х = Х5 ,хб ,Х7 . 

Для них находятся 8 пар решений. Представим их в виде следующей 
таблицы: 

1-й вариант 2-й вариант 3-й вариант 4-й вариант 

х- (О,± 1,0) (±1,0,0) (О,± 1,0) (±1,0,0) 
х+ (±1,0,0) (О,± 1,0) (±1,0,0) (О,± 1,0) 
у (0,0, ± 1) (±1,0,0) (0,0, =i= 1) (=i=l,0,0) 
у+ (±1,0,0) (0,0, ± 1) ( =i=l ,0,0) (0,0, =i= 1) 
z (0,0, ± 1) (О,± 1,0) (0,0, =i= 1) (О, =i= 1,0) 
z+ (О,± 1,0) (0,0, ± 1) (О, =i= 1,0) (0,0, =i= 1) 

5-й вариант 6-й вариант 7-й вариант 8-й вариант 

х- (О, =i= 1,0) (=i=l,0,0) (О, =i= 1,0) (=i=l,0,0) 
х+ (=i=l,0,0) (О, =i= 1,0) (=i=l,0,0) (О, =i= 1,0) 
у (0,0, ± 1) (±1,0,0) (0,0, =i= 1) (=i=l,0,0) 
у+ (±1,0,0) (0,0, ± 1) (=i=l,0,0) (0,0, =i= 1) 
z (0,0, =i= 1) (О, =i= 1,0) (0,0, ± 1) (О,± 1,0) 
z+ (О, =i= 1,0) (0,0, =i= 1) (О,± 1,0) (0,0, ± 1) 

(9.4.13) 
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Совокупность этих решений удваивается за счет выбора двух знаков у 

коэффициентов с индексами «4» в (9.4.12). 
Ниже будет показано, что условия, вытекающие из согласования 

фермионных секторов двух теорий, выделяют первый вариант решения. 

Обратим внимание на тот факт, что вид этого решения соответству

ет структуре трех пар недиагоналънъtх .матриц Гелл-Манна в бази

се Картана-Вейля (9.3.14), если должным образом построить 3-ряд
ные матрицы из коэффициентов :f=F, iJf", zч=. Действительно, образуем 

шесть 3-рядных матриц из строк: либо из компонент вектора с индек

сом «-» сверху, либо из компонент вектора с индексом «+» сверху и 
двух строк из трех нулей. Одна строка из нулей помещается в место, 

соответствующее номеру индекса, которого нет в соответствующих экс

понентах. Например, для векторов :f=F экспонента определена в (9.1.2), 
т. е. в нее входят координаты с индексами 5 и 6, - значит, нужно доба

вить нулевую третью строку, соответствующую недостающему индексу 

7 ---+ 3. Другую нулевую строку следует писать согласно следующему 
правилу. Если взята строка из компонент вектора с индексом «-», то 
вторая нулевая строка пишется ниже ее; если взята строка из компо

нент вектора с индексом «+», то вторая нулевая строка пишется выше 
ее. В итоге будем иметь 

( ~ )=±(~ 
у+ 1 

, 

(t)~±o ~ = ±тз2-

(9.4.16) 

3. Явный вид векторов тетрады дополнительных размерностей. Вы
пишем явно компоненты тетрады (9.1.2) для первого варианта решения: 

Ga(4) = kC0 (х; exp[-i'Y(x5 
- х6 )] + Х;;_ exp[i'Y(x5 

- х6)]+ 

+уа+ exp[-i'Y(x5 - х7 )] +уа- exp[i'Y(x5 - х7)] + 

+z; exp[-i'Y(x6 
- х7 )] + z;;_ exp[i'Y(x6 

- х7)]) ; (9.4.17) 
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Ga(5) =Со ( ~ + ~ + х: exp[-i'Y(x5 
- х6 )] +уа+ exp[-i'Y(x5 

- x7)J); 
(9.4.18) 

Ga(6) =Со (- ~· + ~ + Х;; exp[i'Y(x5 
- х6 )] + z: exp[-i'Y(x6 

- x7)J); 
(9.4.19) 

Ga(7) =Со (-
25; +уа- exp[i-y(x5 

- х7 )] + z;; exp[i')'(x6 
- х7)]). 

(9.4.20) 

Таким образом, имеется 8 пар вариантов решений для коэффици
ентов разложения компонент векторов тетрады дополнительных раз

мерностей (смешанных компонент многомерного метрического тензора), 

при которых совпадают бозонные секторы хромодинамики и геометри

ческой теории. Вид полученного решения соответствует набору из вось

ми матриц Гелл-Манна. 

9.4;2. Условия на коэффициенты из фермионного сектора 

Подставляя (9.1.2) и (9.2.35) в (9.2.34) и производя усреднение по 
периодам дополнительных координат, получаем 4-мерный вид ферми

онной части плотности лагранжиана. Отождествляя его с фермионным 

сектором стандартной хромодинамики, получаем систему из 9 незави
симых алгебраических соотношений между коэффициентами с8 и коэф
фициентами бозонного сектора а8 , Ь8 , х;=, .... Полагая коэффициенты 
с8 одинаковыми, приходим к решениям для «нейтральных» коэффици
ентов (9.4.7)-(9.4.9) и к условию на коэффициенты перед заряженными 
полями: 

(9.4.21) 

Кроме того, получается еще одно условие на коэффициенты с8 

(9.4.22) 

Для первого варианта решения для коэффициентов х;=, ... из таб
лицы (9.4.13) соотношения (9.4.21) выполняются тождественно. Условие 
(9.4.22) удовлетворяется, если положить · 

(9.4.23) 
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Следует отметить, что из приведенных в таблице (9.4.13) вариан
тов решений еще три варианта (третий, пятый и седьмой) удовлетворя

ют выписанным условиям, если не полагать коэффициенты с~ одинако

выми. 

Таким образом, можно утверждать, что в рамках рассмотренной 

8-мерной геометрической объединенной модели гравитационных и силь

ных взаимодействий (типа теории Калуцы-Клейна) можно добиться 

полного соответствия как с бозонным, так и с фермионным секторами 

стандартной хромодинамики. 

9.4.3. Заряды взаимодействий с нейтральными полями 

Как уже отмечалось, оператор пространственно-временного диффе

ренцирования (9.2.22) в геометрической теории соответствует удлинен
ной производной (9.3.7) в хромодинамике. Полагая, что данный опера
тор действует на произвольную функцию \[! с зависимостью от дополни

тельных координат, определенной в (9.1.3), и используя решения (9.4.7)
(9.4.9) для коэффициентов при нейтральных векторных полях, получаем 
для удлиненной производной (9.2.22) выражение 

a;w = (а~µ+ J2i,:YCc5; С6 Аµ+ J2i,:YCC5 + ;Fз 2с7 Вµ+ ... ) Ф. 
(9.4.24) 

Здесь выбраны верхние знаки в (9.4.7)-(9.4.9); i = 1G5(5). 
Сравнивая «удлиненную» производную (9.3.11) в стандартной хро

модинамике с (9.4.25) в 8-мерной геометрической модели, приходим к 
следующим отождествлениям: 

1 
Qь = ;;;-(с5 + с5 - 2с7). 

2v3 

Формально введем еще один заряд 

(9.4.25) 

(9.4.26) 

Наконец, укажем физический смысл тетраднЬlх операторов диффе

ренцирования (9.2.19)-(9.2.21). Собствен:н,ъ~е зна"iен:и.я трех комбина

tt,ий из них с то"iностъю до коэффиtt,иента представляют собой вве-
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денные выше зншчения зарядов: 

~(д5 - д(5)Ф = i')tQaФ; 2~(д5 + дf, - 2д7)Ф = i')tQьФ; 
~(д5 + дf, + д7)Ф = i1QcФ. 

(9.4.27) 

(9.4.28) 

Оставшийся оператор дифференцирования (9.2.18) будем интерпретиро
вать как массовый. 

9. 5. Массовый сектор 
8-мерной геометрической теории 

Перейдем к рассмотрению значений масс векторных бозонов в 8-мер

ной теории грави-сильных взаимодействий [81]. 

9.5.1. Проблема планковских масс 
заряжешrых бозонных полей 

1. Часть скалярной кривизны, описывающая массовые вклады век
торных полей, имеет вид 

R = 2V ф(аа)Q _ ф(аа) ф(ЬЬ)Q _ ];_ф(аЬ) (Ф(аЬ)Q + ф(Ьа)Q) 
(m) Q Q 2 Q . (9.5.1) 

Подставляя сюда вид физико-геометрического тензора Ф~Ь), согласно 
(9.2.10), а также полагая, что из-за симметрии цветовых зарядов три 
дополнительные диагональные компоненты 8-мерного метрического тен

зора равны друг другу: 

Gss = Gвв = G11 ---+ G5 (5) = G6 (6) = G7 (7) =а, (9.5.2) 

(9.5.1) можно представить в виде 

(9.5.3) 

из которого явно видно, что все дифференцирования производятся по 

дополнительным координатам, что, ввиду экспоненциальной зависимо

сти от них в (9.1.2), приводит к возникновению массовых слагаемых от 
векторных полей. 

2. Выразим в (9.5.3) компоненты тетрады через физические вектор
ные поля и произведем усреднение (интегрирование) по дополнитель

ным координатам. В итоге останутся лишь квадратичные слагаемые, в 
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которых экспоненциальные множители сократятся друг с другом, т. е. 

имеем 

R 2 20 2 < (m) >='У cr о Х 

х { х~+) x(-)µ[(xt-xt)(xб -x5)-2(xtx5 +хtхб +xix7) +2xf x4)] + 

+ YJ+)y(-)µ[(yi-xt)(y7 -x5)-2(yty5 +УсiУб +yiy7) +2y,iy4)] + 

+z~+) z(-)µ[(zi-zt)(z7 -zб)-2(zt z5 +ztzб +ziz7) +2z,iz4)]}. 

(9.5.4) 

3. После учета значений коэффициентов (9.4.7)-(9.4.9) приходим к 
выражению 

(9.5.5) 

Сравнивая (9.5.5) с динамической частью геометрической плотности ла
гранжиана, приходим к одинаковым значениям масс трех пар заряжен-

ных глюонов 

(9.5.6) 

имеющих порядок планкощжой массы. Аналогичный результат полу

чался в 5-мерной теории Калуцы для негеометрических электрически 

заряженных полей, - по.явление планковских масс 'Частиц тиnи'Чно дл.я 

.много.мерных гео.метри'Ч.еских теорий. 

9.5.2. Конформное преобразование 

1. Предлагается геометрический способ перенормировки планков
ских масс векторных (и иных) полей на основе процедуры конформного 

преобразования 8-мерного метрического тензора 

8 - 2 А 
GмN = ~ (х )GмN, (9.5.7) 

где ~(хА)-скалярный конформный фактор, в общем случае зависящий 
от всех 8 координат, а См N - исходные для разmшаемой 8-мерной тео
рии (для геометрофизики) компоненты метрического тензора. Будем по

лагать, что все изложенное в этой главе выше относилось к метрике 

GмN, получившейся в результате конформного преобразования (9.5.7). 
Согласно общей теории конформных преобразований, рассмотренной в 

главе 4, к итоговой скалярной кривизне, из которой выделялись вектор
ные поля, окажутся добавленными слагаемые, содержащие производные 
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от конформного (скалярного) фактора, так что для гиперплотности гео

метрического лагранжиана имеем 

- _ V=F8Gs - #Q ( 2 14 MN ) _ 
L(geom) = - 2хс R = - 2хс Х R- 3xG "Vм"Vнх = Lc9 )+L(x)' 

(9.5.8) 
где произведено переобозначение конформного фактора 

х=е. (9.5.9) 

Основная идея этого подхода состоит в том, что дополнительное 

слагаемое L(x) в (9.5.8) содержит квадратичные члены, описывающие 
взаимодействие скалярного поля х с векторными физическими поля

ми, которые в общем случае также дают массовые вклады в итоговую 

4-мерную плотность лагранжиана. Должным подбором коэффициентов 

в определении х(хА) можно добиться перенормировки планковских масс 
векторных полей. 

2. Чтобы реализовать эту программу, запишем скалярное слагаемое 
L(x) в тетрадном виде в используемой здесь четырежды хронометриче
ской калибровке. При этом учтем, что в самом общем случае для сверт

ки ковариантной производной от произвольного 8-мерного вектора Вн 

имеет место формула 

aмNv мВн = gµv{j µBv + B(a)D(a) + 2В(а)n(ЬаЬ) + д~В(а) - ВµФ(аа)µ, 
(9.5.10) 

где В(а) = BнGN(a). В данном конкретном случае следует положить 
Вн = '\1 NX и учесть условия, обращающие в нуль ряд физико-геомет
рических тензоров (9.2.15). 

3. Излагаемая здесь процедура представляет собой геометрический 
аналог общеизвестного механизма Хиггса введения масс в калибровоч

ной модели электрослабых взаимодействий (см. раздел 10.8.2). Кон
формный фактор х играет роль хиггсовского скалярного поля, экспе

риментальные поиски которого ведутся в ряде лабораторий мира. 

В многомерной геометрической теории имеется возможность снять 

с повестки дня проблему обнаружения хиггсовского скалярного поля, 

зависящего от классических 4-мерных координат. Дело в том, что в 

8-мерной теории имеются два (в каком-то смысле симметричных) набо
ра координат: 4 классические координаты хµ и 4 скрытые координаты 
ха. Постулировалось, что ряд величин, например компоненты 4-мерной 

метрики 9µv или нейтральные векторные поля, зависит лишь от четы
рех классических координат. При некоторой симметрии двух наборов 
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координат можно предположить, что могут быть величины, которые за

висят лишь от дополнительных (скрытых) координат. Исходя из этого, 
постулируем, что конформный фактор х зависит лишь от скрытых раз-

мерностей: 

(9.5.11) 

т. е. принимаем условие цилиндричности конформного фактора по клас

сическим координатам, альтернативное использованному в 5-мерной 

теории Калуцы условию цилиндричности компонент метрического тен

зора по дополнительной, пятой координате. Это означает присутствие 

скалярного поля эквивалентно во всех точках классического простран

ства-времени. При данном постулате имеем 

(9.5.12) 

4. Оставляя в силе ранее использованный постулат о циклическом 
характере зависимости величин от скрытых размерностей, определим 

конформный фактор в следующем виде 

Х = 1 + Фt ехр(i,Вх4 ) + Ф4 ехр(-i,Вх4 ) + Ф+ exp[i1(x5 + х6 + х7)] + 
+ Ф- exp[-i1(x5 + х6 + х7 )], (9.5.13) 

где ф~ и Ф± - постоянные коэффициенты разложения конформного 
фактора в ряд по гармоникам скрытых размерностей, позволяющие пе

ренормировать планковские значения масс векторных полей. 

5. Данный выбор гармоник обосновывается следующими обстоятель
ствами: 

1) В (9.5.13) сохраняется типичная для 8-мерной теории симметрия 
трех координат калуцевского типа. 

2) Для общности рассмотрения в (9.5.13) введена возможная цик
лическая зависимость конформного фактора от клейновской координа

ты х4 . 
3) При данном показателе экспоненты конформного фактора не ком

пенсируют экспоненты глюонных полей, содержащиеся в 8-мерной ска

лярной кривизне, т. е. два типа вкладов в массовые слагаемые могут 

рассматриваться независимо друг от друга. 

4) При данном сочетании гармоник в 8-мерной теории явно прояв
ляется физический смысл третьего вида зарядов Qc, определенного в 
(9.4.26), -он характеризует взаимодействие с конформным фактором. 
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5) Как будет показано в следующей главе, именно такая зависимость 
конформного фактора от дополнительных координат потом, при перехо

де к 7-мерной теории, позволит описать массовые слагаемые массивных 

нейтральных Z-бозонов, переносящих электрослабые взаимодействия. 

6. Подставляя (9.5.13) в (9.5.12) и производя усреднение по допол
нительным координатам, находим следующие коэффициенты при мас

совых слагаемых векторных полей: 

- - 28 2 { 2 2 2 + 2 } АµАµ---+ 30" '"У Ф+Ф-(а5 + а5 + а1) + {3 ф4 ф4а4 ; (9.5.14) 

ВµВµ---+ 2
3
8 

0"
2 { 12Ф+Ф-(Ь5 + Ь5 + Ь7 )2 + f32Фt Ф4ЪП; (9.5.15) 

- - 56 2 { 2 2 + } АµВµ---+ 3() --у Ф+Ф-(а5 + а5 + а1)(Ь5 + Ь5 + Ь1) + {3 ф4 ф4а4Ь4 ; 

(9.5.16) 

хС+) хС-)µ-+ 56 О" 2 {12Ф ф (х+ +х+ +х+)(х- +х- +х-)+{32ф+ф-х+х-}· µ 3 +-5 6 7 5 6 7 4444, 

(9.5.17) 

Yj+)y(-)µ-+ 
5
3

6 
0"

2 
{ 12Ф+Ф-(Уt +yt +yi)(y5 +Уб +у7) +f32ФtФ4YtY4}; 

(9.5.18) 

z~+) zC-)µ-+ 
5
3
6 

0"
2 

{ 12Ф+Ф-(zt +zt +zi)(z5 +zб +z7) + f32 Фt Ф4ztz4}. 
(9.5.19) 

Учитывая значения ранее найденных коэффициентов а8 , Ь8 , х;, УЙ' их;, 
приходим к выводу, что в итоговом выражении отсутствуют вклады 

в массы неuтралъных глюонов. 

7. Конформное преобразование (9.5.7) скажется и на значении пер
вого слагаемого в (9.5.8). После усреднения по дополнительным коор
динатам перед всеми слагаемыми появится множитель 1 + 2(ф2 + ф~). 
Собирая вместе массовые вклады от двух типов слагаемых, получаем 

одинаковые зна'Чени.я масс для зар.яженнъ~х глюонов 

( Мсс)2 - 2 - 56(--у2ф2 + {32ф~) 
п - 31 3[1 + 2(ф2 + ф~)]. (9.5.20) 

8. В стандартной квантовой хромодинамике глюоны имеют нулевые 
значения масс покоя. В рамках данной 8-мерной теории можно достичь 

согласия со значениями масс глюонов в калибровочной модели, причем 

тремя способами: 
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1) используя лишь калуцевские координаты в (9.5.13), наложением 
'условий: 

ф2 - ф+ф- - О· 4= 4 4-' 
2 _ - 9. 

Ф = Ф+Ф- - 38' (9.5.21) 

2) используя лишь клейновскую координату х4 в (9.5.13), постулиро-
вав условия: 

912 
ф~ = 2(28/32 - 912 ); 

ф2 =О; (9.5.22) 

3) совместным вариантом, когда используются и калуцевские, и 

клейновские координаты, т. е. при 

(9.5.23) 

9. Отметим, что формально можно обсуждать вариант теории, в ко
торой массы заряженных глюонов отличны от нуля. Для этого нужно 

лишь нарушить условия (9.5.21)-(9.5.23). 



rnaвa 10 -----

Геометризация электрослабых - ... 
взаимодеиствии 

т 

В теории электрослабых взаимодействий есть четыре промежуточ

ных векторных поля. Для объединения гравитационных, сильных и 

электрослабых взаимодействий необходим геометрический образ 12 век
торных полей: 8 глюонных и 4 электрослабых. Если следовать принципу 
5-мерной теории Калуцы: одна дополнительная размерность -одно но

вое векторное поле, -то для описания 12 векторных полей и 4 класси
ческих размерностей потребовалось бы 16 измерений. Однако, как уже 
отмечалось в предьщущей главе, заряженные векторные поля вводятся 

иным образом - как коэффициенты разложения геометрических векто

ров по гармоникам зависимостей от дополнительных координат, что су

щественно понижает необходимое число измерений. Так, для описания 

грави-сильных взаимодействий потребовалось 4+4=8 измерений. Иссле
дования проблемы построения геометрической теории грави-электросла

бых взаимодействий по образу и подобию теории грави-сильных взаимо

действий показывают, что для этой цели необходимы 2 (упрощенный ва
риант) или 3 дополнительных измерения, т. е. такая теория должна быть 
6 или 4+3=7 измерений. Простой подсчет показывает, что для механи
ческого объединения теорий гравитационных, сильных и электрослабых 

взаимодействий необходимо 4+4+3=11 измерений (или для упрощенно
го варианта 4+4+2=10 измеренirй). Именно эти цифры (11или10) чаще 
всего называются в исследованиях суперсимметричных теорий в рамках 

многомерных многообразий. 

Не столь прямолинейный путь объединения теорий фундаменталь

ных взаимодействий был предложен в наших работах [40, 41] и получил 
название <'принципа матрешки». Согласно этому подходу, сильные и 

электрослабые взаимодействия возникают как две ступени конкретиза

ции из единой 8-мерной геометрической теории (см. предыдущую главу). 
От 8-мерной теории грави-сильных взаимодействий можно перейти к 

7-мерной теории грави-электрослабых взаимодействий «склейкой» двух 

калуцевских координат. Проявляемое при этом удивительное соответ

ствие векторных полей и зарядов (в случаях сильных и электрослабых 
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взаимодействий) создает впечатление вложения одной теории в другую, 
что и дало повод для названия «принцип матрешки». 

В данной главе реализуется сформулированная здесь программа пе

рехода от 8-мерной геометрии к теории электрослабых взаимодействий. 

При этом фактически даны три варианта теории электрослабых вза

имодействий: 1) вариант, получающийся редуцированием (понижением 
размерности от 8 до 7) из теории грави-сильных взаимодействий, 2) са
мостоятельный вариант 7-мерной геометрической теории, интерпрети

руемый в терминах физической теории грави-электрослабых взаимодей

ствий, и 3) стандартная калибровочная модель электрослабых взаимо
действий Вайнберга-Салама-Глэшоу. Отождествление этих трех вари

антов позволяет конкретизировать коэффициенты при гармониках раз

ложения геометрических величин по физическим полям. 

10.1. Основания 7-мерной теории 
грави-электрослабых взаимодействий 

Приступая к реализации сформулированной выше программы, об

рисуем в самых общих чертах истоки специфических понятий и зако

номерностей теории электрослабых взаимодействий, берущие начало в 

недрах 8-мерной теории. 

1. С позиций геометрии возникновение в теории электрослабых взаи
модействий трех поколений кварков обусловлено тремя способами реду

цирования 8-мерной геометрии на 7-мерные гиперповерхности, характе

ризуемые отождествлением, т. е. слиянием в одну, двух дополнительных 

размерностей. Данная процедура относится лишь к трем пространствен

но-подобным (калуцевским) размерностям. Три варианта редуцирова

ния трех калуцевских размерностей к двум интерпретируются как 

переходы к трем поколениям элементарнъ~х -ч.астиц. Назовем варианты 

х6 = х7 -переходом к первому поколению, 
х7 = х5 -переходом ко второму поколению, 
х5 = х6 - переходом к третьему поколению элементарных частиц. 
2. Известно, что кварки каждого поколения делятся на верхние и 

нижние, так что говорят о шести ароматах кварков: 

(10.1.1) 

Все они обладают спином 1/2, т. е. являются фермионами, которые 

в дуалистической парадигме вводятся в геометрию извне. Изображен

ные здесь три столбца составляют три поколения, соответственно, пер

вое, второе, третье. Верхние элементы в столбцах называются верхними 

кварками, а нижние - нижними кварками. 
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В геометрической теории объяснение этого факта тесно связано с 

редуцированием к 7-мерию: отождествление пары из тройки калуцев

ских дополнительных размерностей в (9.1.1) приводит к двум возмож
ным экспоненциальным зависимостям волновых функций от дополни

тельных координат, в частности, для первого поколения 

q(l) --t q(и) 1'..; exp(i1x5
); q(2) --t q(d) 1'..; exp(i1x6

), (10.1.2) 

что физически интерпретируется как наличие верхних и нижних квар

ков. 

3. Наряду с кварками в теории электрослабых взаимодействиях опи
сываются лептоны - частицы, не участвующие в сильных взаимодей

ствиях. Известно, что лептоны, как и кварки, образуют систему из шести 

ароматов: 

(10.1.3) 

Первое поколение называется электронным, второе-мюонным и тре

тье - тау-лептонным. Все лептоны также обладают спином 1/2. 
Анализ показывает, что лептон,ьt возн,икают из тех же кварков 

8-мерн,оu теории как второй вариан,т их про.явлен,и.я в рамках 7-мерн,ой 

теории. 

4. Каждая из названных частиц (шести ароматов) обладает левой и 
правой компонентами, что также отсутствовало в теории сильных взаи

модействий. В геометрической теории появление правых компонент фер

мионов обусловлено возможностью втори'Чн,ого редуv,ирован,и.я, т. е. еще 

одного отождествления двух калуцевских дополнительных координат. 

5. В электрослабых взаимодействиях каждого поколения частиц име
ется значительно меньше заряженных векторных полей: вместо 6 заря
женных глюонов проявляется лишь одна пара заряженных векторных 

Wi-бозонов. Это легко объяснить, взглянув на разложение компонент 
тетрады в (9.1.2) по возможным разностям пар координат калуцевского 
типа. После отождествления двух координат из трех остается лишь одна 

возможность, в частности, для первого поколения имеем 

(10.1.4) 

что соответствует одной паре заряженных векторных бозонов. 

6. Числа нейтральных векторных бозонов (два) в теориях сильных 
и электрослабых взаимодействий совпадают, однако переход от одних к 

другим нетривиален. 

7. Поскольку в каждом поколении имеется лишь пара координат ка
луцевского типа, то в общем случае (для первого поколения) волновые 

функции заряженных частиц (как геометрической, так и физической 

природы) характеризуются следующей циклической зависимостью от 
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дополнительных координат 

Ф = 'Ф(хµ) exp[i,8x'4 + ia(esx'5 + е6х'6 )], (10.1.5) 

где а и fз - константы, трактуемые как новые периоды компактифика
ции дополнительных координат х18 ; с: 8 -гармоники, через которые на
ходятся два типа зарядов частиц. 

8. В калибровочной модели электрослабых взаимодействий Вайнбер
га-Салама-Глэшоу также имеются два типа зарядов: гиперзар.яд У и 

проекция изотопического спина Тз; из них находятся значения электри

ческих зарядов частиц Q (в единицах электрического заряда электро
на е) посредством формулы Гелл-Манна 

1 Q = 2у +Тз. (10.1.6) 

В теории сильных взаимодействий аналогами этих зарядов являются за

ряды Qi и Q2, которые в геометрофизике вводятся через три гармоники 
с:8 циклических зависимостей волновых функций от дополнительных ко
ординат х8, согласно формулам (9.4.25). 

При переходе к 7-мерной теории гиперзаряд и проекция изотопиче

ского спина похожим образом определяются двумя гармониками, соглас

но формулам: 
€5 

Тз=-; 
2 

(10.1.7) 

так что формула Гелл-Манна принимает симметричный вид, соответ

ствующий определению обобщенного заряда Qc = (1/З)(с:s + Еб + €7) в 
8-мерной теории грави-сильных взаимодействий (см. (9.4.26)), или более 
простой формуле Q = €5 в 5-мерной теории гравитации и электромагне

тизма Калуцы. 

При переходе от 8-мерия к 7-мерной теории удается описать необы

чайный факт дробности электрического заряда кварков: Q = -1/3 и 
Q = 2/3. 

9. Наряду с указанными факторами принципиального характера в 
рамках 7-мерной теории используются методы, изложенные в разделе 

9.1, в частности, из геометрических понятий получаются выражения, 
соответствующие общеизвестному лагранжиану калибровочной модели 

электрослабых взаимодействий Вайнберга-Салама-Глэшоу, в частно

сти, эффективно возникают «удлиненнъtе» производные, неабелевъtе сла

гае.мъtе в плотности лагранжиана и другие выражения стандартной 

теории. 

10. В 7-мерной геометрической теории грави-электрослабых взаимо
действий имеет место точно такая же ситуация с описанием масс проме

жуточных векторных бозонов и фермионов, что и в изложенной выше 



338 Глава 10. Геометризация электрослабых взаимодействий 

8-мерной теории грави-сильных взаимодействий. Конформн:ые преобра

зования въtnолняют не толъко ролъ механизма Х иггса в калиброво'Ч.ной 

модели электрослабых взаимодействий, но и осуществляют геометри

'Ч.ескую перенормировку планковских масс заря:нсенных 'Ч.астиц. 

В последующих разделах этой главы продемонстрировано, как кон

кретно осуществляются сделанные здесь утверждения. 

10.2. Переход от 8-мерия к 7-мерной теории 
rрави-электрослабых взаимодействий 

Ограничимся рассмотрением лишь одного первого поколения, при

чем отдельно обсудим бозонный и фермионный секторы. 

10.2.1. Бозонный сектор 

1. При выходе на гиперповерхность х6 = х7 все компоненты кварков 
и векторов тетрады становятся зависимыми не от трех пространствен

но-подобных, а только от двух координат х5 и х6 калуцевского типа. 
Выпишем для данного случая компоненты тетрады (9.4.17)-(9.4.20): 

Ga(4) =Со (х; exp[-i1(x5 
- х6 )] + х;; exp[i1(x5 

- х6 )]+ 

+уа+ exp[-i1(x5 
- х6 )] +уа- exp[i1(x5 

- х6 )] + z; + z;;); (10.2.1) 

Ga(5) =Со ( ~ + ~ + х; exp[-i1(x5 
- х6 )] +уа+ exp[-i1(x5 

- х6 )]) ; 

Ga(6) =Со (-~ + ~ + х;; exp[i1(x5 
- х6 )] + z;) ; 

Ga(7) =Со (-
2Jв +уа- exp[i1(x5 

- х6 )] + z;;) , 

(10.2.2) 

(10.2.3) 

(10.2.4) 

где Со - некоторая константа. Отсюда видно, что дублет заряженных 

векторных глюонов z,;= становится нейтральным. Более того, теперь те
ряются основания для разделения этих компонент на два индекса ±. 
Отождествим выражение 

z; + z;; = л~1) (10.2.5) 

с некой комбинацией нейтральных промежуточных векторных полей ка

либровочной модели электрослабых взаимодействий. 

Два других дублета заряженных глюонов теперь выступают с оди

наковыми экспонентами, что позволяет их объединить в комбинацию, 
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отождествляемую с одним дублетом заряженных векторных полей 

W~-бозонов калибровочной модели электрослабых взаимодействий: 

(10.2.6) 

2. Рассмотрим оператор калибровочно-инвариантной 4-мерной про
изводной (9.2.22), который на данной гиперповерхности приобретает вид 

д~ = g~ а:м = д~°' ±Gа(4)д4 +Gа(5)д5 + (Ga(6) + Ga(7)) д~. (10.2.7) 

Это выражение позволяет перейти к новому вектору уже триады 

Gа(б) = Ga(6) + Ga(7) = 

= Со (-~ - ~ + Х-;;_ exp[i1(x5 
- х6 )] +уа- exp[i1(x5 

- х6 )] + A~1J) . 
(10.2.8) 

.з. Произведем линейное преобразование дополнительных координат 

4 
14 х 

х =-; 
С4 

х'5 = _l_(x5 + хб); 
2СхСу 

-t х5 = Сх(еух'5 + х'6 ); 

х'б = _l_(x5 - хб); -t 

2сх 

х6 = сх(сух'5 - х'6 ), 

(10.2.9) 

где Сх, Су и с4-три константы, значения которых выяснятся ниже. Эти 

преобразования выводят за пределы обобщенной «системы отсчета» (в 

четырежды «хронометрической» калибровке тетрады), использованной 

при формулировке 8-мерной теории грави-сильных взаимодействий. 

4. Запишем выражения для геометрических величин в новой коорди
натной системе. Поскольку в 8-мерии полагалось, что G55 = Gбб = G77, 
то, согласно (9.2.6) и (9.2.7), в новой координатной системе имеем 

G' 2G G' 2 2 2 G · G' 2 2 G · G' О 44 = С4 44 j 55 = Сх Су 55 1 66 = Сх 55' 56 = j 

G'5 (5) = 1 ' = с; ; 
~ J2cxcy 

G'6 (6) = ;
2 

; G'4(4) = ]._G4(4); G~(4) = Ga(4); 
у L-Cx С4 

G~(5) = ~ = ~ (Ga(5) + Ga(6) + Ga(7)); 

G~(6) = ~ (Ga(5) - Ga(6) - Ga(7)). 

(10.2.10) 

5. С помощью этих формул 4-мерную производную (10.2.7) можно 
представить в новой обобщенной «системе отсчета» через величины в 
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прежней «системе отсчета» в следующем виде 

д',* ~м д д G4(4) д 
а = 9а д 1М = д а ± --Са( 4) д 14 + 

Х Х С4 Х 

() а () а +-
2 

- (Ga(5) + Ga(6) + Ga(7)) а 15 +-
2 

(Ga(5) - Ga(6) - Ga(7)) а 16 , 
~~ х ~ х 

(10.2.11) 

что позволяет перейти к новой триаде векторов 

G~(4) =Со (w: exp(-i12cxx16
] + w; exp(i12cxx16

] +А~)); (10.2.12) 

G~(5) = ~ (Ga(5) + Ga(6) + Ga(7)) = ~Ga(4) = 

= ~ ( w: exp[-i12cxx16
] + w; exp[i12cxx16

] + А~1)); (10.2.13) 

G~(6) = ~ (Ga(5) - Ga(6) - Ga(7)) = 

= - ~ ( А~1) + А~2) + w; exp[i12cxx16
] - w: exp[-i12cxx16J), 

(10.2.14) 

где введена вторая комбинация нейтральных векторных полей, выража

ющаяся через нейтральные поля теории сильных взаимодействий: 

А(2) = 2 (А°' + Ва). 
а J2 J6 (10.2.15) 

6. Обратим внимание на то, что контравариантные компоненты триа
ды G18 

( s) теперь различны для всех трех дополнительных размерностей 

16( ) () ()6 = G 6 = --. 
J2cx 

(10.2.16) 
7. Таким образом, в получившемся варианте геометрической теории 

присутствуют четыре векторных поля - два нейтральных и два заря

женных, - как и должно быть в модели электрослабых взаимодействий. 

Кроме того, в теории возник ряд коэффициентов, которые позволят 

определить значения констант и зарядов частиц, участвующих в элек

трослабых взаимодействиях. 
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10.2.2. Кварки в 7-мерной теории 

При переходе от сильно взаимодействующих кварков в 8-мерной 

теории к электрослабовзаимодействующим кваркам в 7-мерной теории 
опять ключевую роль играет процедура склейки двух дополнительных 

пространственно-подобных размерностей. Опять ограничимся рассмот

рением одного первого поколения. Как уже отмечалось, в 8-мерной 

теории фермионные частицы описываются 16-компонентной спинорной 

функцией, которая представляется в виде столбца из четырех 4-компо

нентных спиноров стандартной теории. Если в теории сильных взаимо

действий каждая из этих функций представлялась в виде симметрич

ной комбинации из трех цветовых кварков с различной зависимостью 

от дополнительных координат (9.2.35), то теперь следует допустить, что 
четыре функции представляются в виде суммы четырех величин с раз

личной зависимостью от дополнительных координат. Эти четыре вели

чины можно отождествить с двумя левыми компонентами кварка (верх
него UL-кварка и нижнего dL-кварка) и двумя правыми компонентами 

(верхнего ин-кварка и нижнего dн-кварка). Рассмотрим отдельно эти 

два случая. 

1. Левые компоненты кварков. Перепишем формулу (9.2.35) для 
кварковых волновых функций в 8-мерной теории с произвольными зна
чениями коэффициентов перед гармониками: 

Ф(хµ ,х5 ,х6 ,х7 ) = aiq1 exp(i-yx5 ) + a2q2 ехр( i-yx6
) + a3q3 ехр( i-yx7

). 

(10.2.17) 
После редуцирования на 7-мерие (х6 = х7) в волновой функции остают
ся только две дополнительные координаты. После замены переменных 

(10.2.9) приходим к следующим выражениям: 

qi exp(i-yx5) = q1 exp[i-ycx(eyx'5 + х'6 )] =?- UL exp[ia(eyx5 + х6 )]; (10.2.18) 

q2 exp(i-yx6 ) = q2 exp[i-ycx(cyx'5 
- х'6 )] =?- dL exp[ia(cyx5 

- х6 )], (10.2.19) 

где, во-первых, произведено отождествление двух возможностей с левы

ми компонентами верхнего и нижнего кварков, во-вторых, произведен 

переход к новому периоду компактификации трех дополнительных ко-

ординат путем замены 

'"'(Сх =а, (10.2.20) 

и, в-третьих, в выражениях справа убраны штрихи у новых координат. 

Далее штрихи писаться не будут. Для третьего цвета кварка qз формула 

выглядит так же. 
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Из выражений (10.2.18) и (10.2.19), согласно определениям (10.1.7), 
следует, что получившиеся волновые функции должны интерпретиро

ваться как описывающие частицы с двумя проекциями изоспина 

(10.2.21) 

т. е. дублет левых кварков в согласии с произведенным отождествлени

ем. 

Для того чтобы у этих компонент кварков было соответствие со стан

дартной теорией и по значениям гиперзаряда У, следует положить 

1 
еу=----+ 

3 
(10.2.22) 

Таким образом, установлен физический смысл двух констант в преоб

разованиях координат (10.2.9): константа Сх характеризует переход 
от константъt силънъ~х взаимодействий, определяемой 'У, к констан

те электрослабъ~х взаимодействий, выражающейся 'Через а, а втора.я 

константа су характеризует гиперзар.яд кварков. 

Применяя формулу Гелл-Манна (10.1.7), приходим к известным зна
чениям электрических зарядов кварков: 

(10.2.23) 

Легко убедиться, что в фермионном лагранжиане в выражении 

ФГМ g'Jлдµ Ф в гиперплотности лагранжиана вида (9.2.29) содержатся 
кварковые токи из левых компонент, взаимодействующие с W;7'-бозо
нами, так как для таких комбинаций сокращаются экспоненциальные 

слагаемые от фермионных частиц и векторного бозонного поля. Таким 

образом, в теории остаются лишь наблюдаемые на опыте взаимодей

ствия, описываемые выражением 

(- -d ). µ(а . таwа . УLв) (иL) 
UL, L '/,"( µ-ig22 µ -ig12 µ dL . (10.2.24) 

11. Правые компоненты кварков. Перейдем к обсуждению правых 
компонент кварков ин и dн. Как известно, это синглетные состояния, 

которым соответствует изоспин Тз = О. В данной теории это означает, 
что волновые функции кварков не зависят от координаты х16 . Разви
вая предложенную выше идеологию, предположим, что кварк, находив

шийся до этого на гиперповерхности х6 = х 7 , выходит теперь еще и на 
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гиперповерхность х'5 = х'6 (с учетом сделанной замены переменных). 
Тогда остается всего одна дополнительная координата х'5 , и формулы 
(10.2.18) - (10.2.19) принимают вид: 

иLехр [ia (~х'5 +х'6)]-. инехр [ia (~х'5 +х'5 )] =инехр (ia~x'5); 
(10.2.25) 

dL ехр [ia (~х'5 - х'6)] -> dн ехр [ia (~х'5 
- х'5)] =ин ехр (-ia~x'5). 

(10.2.26) 
Из этих формул получаем известные значения квантовых чисел для пра

вых компонент кварков: 

4 
У(ин) = Е5 = 3, Тз(ин) =О, 

2 
У(dн) = с:5 = - 3, Тз(dн) =О. 

(10.2.27) 
Из них получаются известные значения электрических зарядов 

2 
Q(ин) = +3, 1 

Q(dн) = --. 
3 

(10.2.28) 

Очевидно, что ин и dн не взаимодействуют с Wff, так как в них 
нет зависимости от х6 , но они дадут вклад в нейтральные токи, про
порциональные ТiнJ'µин и dн!'µdн. Эти слагаемые входят в лагранжиан 
Вайнберга-Салама-Глэшоу. 

10.3. Бозонный сектор самостоятельного варианта 
7-мерной теории 

Установив, что электрослабые взаимодействия элементарных частиц 

описываются в рамках 7-мерной геометрической теории, систематиче

ски разовьем ее, опираясь на найденные выше закономерности. В каче

стве гиперплотности лагранжиана бозонного сектора данной геометри

ческой теории следует взять 7-мерную гиперплотность скалярной кри

визны и далее действовать по рецептам предыдущей главы. Опять будем 

использовать две возможные сигнатуры по дополнительным координа-

там ( + - - - 1 =f - - ) . 

10.3.1. Триадный метод в 7-мерной теории 

1. Алгебра 7-мерной теории 
1. В самом общем случае для описания спинорной материи необходи

мо использовать септадный метод, однако при рассмотрении бозонного 
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сектора можно ограничиться триадным методом, когда 7-мерная метри

ка GмN представляется в 4+1+1+1-расщепленном виде 

G мN=G м(A)GN(A) = 9MN~G м(4)GN(4)-Gм(5)GN(5)-Gм(6)GN(6), 
(10.3.1) 

где индекс А пробегает 7 значений, и суммирование по этому индексу 
осуществляется с учетом используемой сигнатуры. 

2. Выберем калибровку типа трижды «хронометрической» в 4-мер
ной ОТО. Пусть вектор GA(4) направлен вдоль х4 при осуществлении 
первого 6+1-расщепления, вектор GA(5) выделен вторым 5+1+1-рас
щеплением, а вектор GA(6) выделен третьим расщеплением, т. е. пусть 

(10.3.2) 

где положено 

После соответствующих выкладок компоненты 4-мерной метрики нахо
дятся в виде 

9µv = Gµv±Gµ(4)Gv(4)+Gµ(5)Gv(5)+Gµ(6)Gv(6); gµv = Gµv, (10.3.3) 

где 

Gµ(4) = Gµ4 ; 
y'~G44 

Gµ(6)= 

(10.3.4) 

( G55G45-G55G45)G4µ + ( G45G45-G44G55)G5µ +( G44G55-G~5)Gбµ 
J ( G44G55-G~5 )( G44G55G55-G55G~5 -G55G~6 -G44Gg6 +2G55G45G45) 

(10.3.5) 

3. В данной 7-мерной теории имеется произвол в преобразованиях 
дополнительных координат. Исходя из использованной калибровки типа 

трижды «хронометрической» и фиксированного вида зависимостей от 

шестой координаты, допустимы следующие преобразования: 

х'4 = cjx4 + cgx5 + с~х6 + f4(xµ); 

х'5 = с~х5 + с~х6 + fБ(хµ); 
х'6 = х6 + f5(xµ), 

(10.3.6) 

где с:-некоторые вещественные параметры, f4(xµ), f5(xµ) и f5(хµ)
произвольные функции от четырех классических координат. 



10.3. Бозонный сектор 7-мерной теории 345 

Воспользуемся этим произволом и обратим в нуль недиагональные 

компоненты 7-мерного метрического тензора с дополнительными индек

сами, что означает 

G4 (6) = G5 (6) =О. (10.3.7) 

При этих условиях формулы (10.3.3)-(10.3.5) существенно упрощаются. 
4. Будем полагать, что диагональные компоненты метрики с допол

нительными индексами постоянны, что означает постоянство трех зна

чений компонент триады с дополнительными индексами, для которых 

введем специальные обозначения: 

(10.3.8) 

В общем случае эти величины не равны друг другу. 

5. Легко видеть, что 4-мерные ковариантные компоненты триады в 
общем случае имеют отличные от нуля составляющие, которые выража

ются через векторные поля калибровочной модели электрослабых взаи

модействий. Исходя из найденных выше \ВЫражений (10.2.12)-(10.2.14), 
компоненты триады в самом общем случае должны иметь вид: 

G°'(s) = Ь8 В°' + а8 А(3)°' + w;w: exp(2iax6
) + w;W~ exp(-2iax6

), 

(10.3.9) 
где введены 12 коэффициентов Ь8 , а8 , w;, при которых индекс s про
бегает три значения: s = 4, 5, 6. Предстоит задача найти значения этих 
коэффициентов. 

П. Физико-геометрические тензоры 

В 7-мерной геометрической теории имеют место формулы (9.2.8)
(9.2.14) для триадных физико-геометрических величин, только теперь 
их компонент меньше - только 27: три вида антисимметричных тензо
ров Ft~, три вида симметричных тензоров второго ранга D(s), девять 
видов векторов Ф <;;), три вида векторов Л <;;), и девять скаляров f2 ( srp). 

При выбранной калибровке и наложенных выше условиях постоянства 

дополнительных компонент метрического тензора 15 видов величин об
ращаются в нуль, согласно (9.2.15). Остаются лишь 12 физико-геомет
рических тензоров вида (9.2.16) и (9.2.17). Ввиду особой важности анти
симметричных тензоров для описания векторных бозонов, выпишем их 

явно 
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где справа учтено дифференцирование лишь по координате х6 ввиду 
зависимости векторов триады только от этой дополнительной коорди

наты, согласно (10.3.9). Обратим особое внимание на нелинейные сла
гаемые справа в (10.3.10), соответствующие неабелевому характеру ка
либровочных полей A(s)µ в модели Вайнберга-Салама-Глэшоу. 

III. Триадные операторы дифференцирования 
Согласно общей для монадного, диадного и т. д. методике триадные 

операторы дифференцирования записываются в виде, соответствующем 

(9.2.18)-(9.2.22): 

(*) - N д - д . 
д 4 - G ( 4) дхN - ст 4 дх4 ' (10.3.11) 

(*) - N д - д . 
85 - G ( 5) дхN - ст5 дх5 ' (10.3.12) 

(*) - N д - д . 
дб - G (6) дхN - ст5 дхб' (10.3.13) 

(*) N д д ( )д(*) С ( )д(*) С ( )д(*) да = 9а дхN = дха =f Са 4 4 + а 5 5 + а 6 6 , (10.3.14) 

где во избежание возможных недоразумений введены небольшие изме

нения в обозначениях операторов, по сравнению с формулами (9.2.18)
(9.2.22). 

Оператор (10.3.14) соответствует «удлиненной» производной в ка
либровочной модели Вайнберга-Салама-Глэшоу. Очевидно, что допол

нительные к частной производной слагаемые возникают лишь для функ

ций, зависящих от дополнительных координат. В модели Вайнберга

Салама-Глэшоу это поля, обладающие гиперзарядом У или изотопи

ческим спином, следовательно, в 7-мерной геометрической теории за

висимостъ волновъ~х функций -ч,астиц от дополнителънъ~х координат 

соответствует нали-ч,ию у них изотопи-ч,еского спина или гиперзар.яда. 

Операторы (10.3.12) и (10.3.13) дают значения гиперзаряда и проекции 
изотопического спина. 

Оператор дифференцирования (10.3.11), как и в предыдущей главе, 
следует интерпретировать как массовый, т. е. 

(10.3.15) 

Зависимость от х4 ниже будет вводиться в конформный фактор. 

10.3.2. Геометрическая часть плотности лагранжиана 

В качестве гиперплотности лагранжиана бозонного сектора выбира

ется гиперплотность 7-мерной скалярной кривизны. Скалярная кривиз-
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на после процедуры 4+ 1+1+1-расщепления приобретает вид 

7R = 4R ± р(4) р(4)щз + р(5) p(5)af3 + р(б) р(б)а/3 + 7 R 
а/3 а/3 а/3 ( m) · (10.3.16) 

Здесь символом 7 R(m) обозначены слагаемые, содержащие физико-гео

метрический тензор Ф~ь>, определяющий массовые вклады (см. (9.2.25)). 
Расписывая компоненты геометрических тензоров напряженностей 

через векторы триады (10.3.9) и производя усреднение по периодам ком
пактификации дополнительных размерностей, находим вклады вектор

ных полей в геометрическую часть плотности лагранжиана 7-мерной 

теории: 

4 ( ±F~~ р(4)а/3 + F~~ р(5)а/3 + F~~ р(б)а/3) :::::> F(B)arзF(B)afЗ(±b~ + Ь~) + 

+ [F(1)a(ЗF(1)a/3 + F(2)arзF(2)af3] (±w_tw4 + wtw5 + wtwб) + 
+ F(3)arзF(3)щ3 (±a~ +а~+ а~)+ F(B)af3F(3)af32(±b4a4 + bsas) + 

+ F(В)а/ЗА(1)а А(2)f38аав [±b4(w_tw5 + w4wt) + Ьs(wtwб + w5wt)] + 
+ [F(1)arзA(2)a А(3)/3 + F(2)arзA(3)a A(1)f3] х 

х 8aaвaв(±w_tw4 + wtw5 + wtwб) -
- F(3)arзA(1)a А(2)/З х 

х8аа5 [±a4(w_tw5 + w4wt) + as(wtwб + w5wt) + 2a5wtwб]+ 
+ [A(l)aA(l)a А(З)/ЗА(3)/З + А(2)аА(2)а А(З)/ЗА(3)/З -

- (A(l)aA(3)a)2 
- (A(2)aA(3)a) 2]8a2a~a~(±w_tw4 + wtw5 + wciwб) + 

+ (A(l)µA(1)µ А(2)/ЗА(2)f3 - (A(l)aA(2)a)2] х 

(10.3.17) 

Здесь использованы введенные выше обозначения для физических полей 

из калибровочной модели электрослабых взаимодействий. Кроме того, 

использовано дополнительное условие 

Ь5 =О, (10.3.18) 

приводящее к исчезновению произведений из перекрестных слагаемых 

вида BaA(s)a, которых нет в стандартной калибровочной модели. 
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10.4. Сведения из калибровочной модели 
электрослабых взаимодействий 

Изложим самые необходимые сведения из стандартной калибровочной мо

дели Вайнберга-Салама-Глэшоу (см. [120, 121, 151, 185], а также раздел 13.2). 
Она строится на основе плотности лагранжиана, имеющего структуру, анало

гичную теории сильных взаимодействий (9.3.2): 

(10.4.1) 

где Lo - плотность лагранжиана свободного фермионного поля; 

LF - описывает взаимодействие фермионных полей с векторными калиб

ровочными полями ( фермионный сектор); 
Lвos - описывает плотность лагранжиана векторных калибровочных по

лей ( бозонный сектор); 
Lm - часть плотности лагранжиана, описывающая вклады в массы частиц 

(массовый сектор). Сюда входит плотность лагранжиана хиггсовских скаляр
ных полей и члены, описывающие их взаимодействие с другими полями. 

Все эти составные части тесно связаны друг с другом. Из идеологии из

лагаемой здесь геометрической теории очевидно, что бозонный сектор теории 

описывается слагаемыми из плотности многомерной скалярной кривизны, а 

фермионные поля вводятся в теорию извне. 

10.4.1. Бозонный сектор калибровочной модели 

1. В общепринятой модели Вайнберга-Салама-Глэшоу электрослабые 
взаимодействия между фермионами переносятся четырьмя промежуточными 

векторными полями, вводимыми калибровочным образом путем локализации 

группы И(l) х SИ(2). Одно поле Вµ возникает из локализации 1-параметри
ческой группы U(l), а три векторных поля A(s)µ -из локализации 3-пара
метрической группы SU(2). Два из названных полей (А(1)µ и А(2)µ) являют
ся электрически заряженными, а остальные два (Вµ и А(3)µ)-электрически 
нейтральны. 

2. Бозонная часть плотности лагранжиана записывается следующим обра-
зом 

1 1 - -
Lвos = --16 F(B)µvF(B)µv - -8 SpFµvFµv, 

7ГС 7ГС 
(10.4.2) 

где F(B)µv -тензор напряженности калибровочного поля Вµ имеет вид 

F(B) = дВv _ дВµ 
µv дхµ дхv' 

(10.4.3) 

а тензоры напрюкенностей трех полей, соответствующих калибровочной груп

пе SU(2), записываются в форме 

F = дАv - дАµ - ig2 (А А - А А ) 
µv дхµ дхv 11,с µ v v µ ' (10.4.4) 
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где 92 - константа, характеризующая взаимодействия с калибровочными по

лями группы SU(2), тогда как константа 91 характеризует взаимодействие с 
калибровочным полем Во: группы U(l). Здесь векторные потенциалы полей 
представляются в матричном виде Аµ = (1/2)A(s)µa(s), где a(s) - 2-рядные 
матрицы Паули, записанные в (7.1.11). Дополнительные слагаемые ( «неабеле
вы хвосты») связаны с неабелевостью группы SU(2). 

Можно показать, что 

- -
1
-SpFµvFJLll = --

1
- {[F(l)µ11F(l)IL11 + F(2)µ11F(2)1L 11 + F(3)µ11F(З)IL11 ]+ 

s~c 16~с 

+ 4:: [F(l)µvA(2)1L А(3) 11 + F(2)µvA(3)1L A(l) 11 + F(З)µvA(l)IL А(2) 11 ] + 

2 2 
+ (n~)2 [A(l)µA(l)IL А(2) 11 А(2) 11 +A(l)µA(l)IL А(З) 11 А(З) 11 +А(2)µА(2)µ A(3) 11A(ЗY-

-(A(l)µA(2)1L)2 - (A(l)µA(3)1L) 2 - (A(2)µA(З)IL)2 ]}. (10.4.5) 

3. Из первичных калибровочных полей Вµ и А(З)µ строятся в виде линей
ных комбинаций векторные потенциалы электромагнитного поля Аµ и проме
жуточного Z-бозона Zµ: 

Аµ= Вµ cosBw + А(З)µ sinBw; 

Zµ =-Вµ sinBw + А(З)µ cosBw, (10.4.6) 

где Bw -угол Вайнберга, выражаемый через константы 91 и 92 следующим 
образом: 

. (} 91 (} 
Slll W = ' COS W = 

V9~ + 9~' 
92 91 J 2 ; tan Bw = - . 

91 + 9~ 92 
(10.4. 7) 

Экспериментальным образом найдено, что Bw ~ 28,4°. 
4. Вместо другой пары первичных векторных полей A(l)µ и А(2)µ вводятся 

потенциалы заряженных W-бозонов: 

1 . 1 w: = J2[A(l)µ + iA(2)µ]; w; = J2[A(l)µ - iA(2)µ]· (10.4.8) 

10.4.2. Фермионный сектор калибровочной модели 

1. Фермионная часть плотности лагранжиана обычно расписывается, во
первых, для частиц лишь одного поколения частиц и, во-вторых, как правило, 

подразумевается дублет именно лептонных частиц. Плотность лагранжиана 

для лептонов представляется в виде: 

(10.4.9) 

где L и L - 2-компонентные столбец и строка, характеризующие левъ~е ко.л-tnо
нентu нейтрино и электрона, eR - права.я, компонента электрона, VR - пра-
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ва.я компонента нейтрино (если она имеется), а оператор д~*) имеет вид 

(10.4.10) 

Здесь 91 - константа, характеризующая взаимодействие с калибровочным по

лем группы И ( 1), У - гиперзаряд, Т ( s) - матричная величина, выражаемая 

через матрицы Паули, I2 - единичные 2 х 2-матрицы. 
Для других двух поколений лептонов записываются еще два комплекта 

аналогичных выражений. 

2. В модели Вайнберга-Салама-Глэшоу вводится ряд постулатов, уточ
няющих характер взаимодействия нейтрино, левых и правых компонент элек

трона с калибровочными векторными полями: 

а) Взаимодействие с полем В,,, характеризуется значением гиперзаряда У. 

Постулируется, что для левых компонент нейтрино и электрона гиперзаряд 

У= -1, а для правой компоненты электрона У= -2. 
б) Взаимодействие с полями A(s)µ, характеризуется проекцией изотопи

ческого спина Тз. Постулируется, что левые компоненты нейтрино и массив

ного лептона (электрона) образуют изотопический дублет в изотопическом 

пространстве: для нейтрино Тз = +1/2, для левой компоненты электрона 
Тз = -1/2. Правая компонента электрона полагается изотопическим сингле
том, для нее Тз = О. 

В геометрической теории данному оператору дифференцирования соответ

ствует многомерный оператор типа (10.3.14). 
3. Отдельно запишем через введенные величины часть «удлиненной» про

изводной (10.4.10), характеризующую взаимодействие фермионов с нейтраль
ными векторными полями, 

(10.4.11) 

где введены заряды, характеризующие взаимодействия частиц с электромаг

нитным (Q в единицах электрического заряда е) и Z-бозонным (9(АВ) в едини
цах g) полями: 

е = 9192 . 

J9r + 9~' 
(10.4.12) 

9(АВ) =Тз - Q sin2 Bw; (10.4.13) 

Здесь у заряда слабых Z-взаимодействий 9(АВ) первый индекс означает вид 

частицы (электрон ( е), нейтрино ( v) или вид кварка), а второй - компоненту 

рассматриваемой частицы: левую (L) или правую (R). 
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2) (е, v); 

Рис. 10.1. Взаимодействия фермионов через промежуточные нейтральные век
торные бозоны. 

Выпишем в виде таблицы введенные здесь заряды частиц. 

Частицы Ароматы у Тз Q 9(АВ) 

Левые UL, CL, tL +1/3 +1/2 +2/3 + 1/2 - (2/3) sin2 Bw 
кварки dL, SL, ЬL +1/3 -1/2 -1/3 -1/2 + (1/3) sin2 Bw 

Правые ин, сн, tн +4/3 о +2/3 -(2/3) sin2 Bw 
кварки dн, sн, Ьн -2/3 о -1/3 +(1/3) sin2 Bw 

Левые lleL, llµL, llтL -1 1/2 о 1/2 
лептоны eL, µL, TL -1 -1/2 -1 -1/2 + sin2 Bw 

Правые lleR, llµR, l!т R о о о о 

лептоны ен, µн, тн -2 о -1 sin2 Bw 

Векторные A"',Z"' о о о о 

бозоны w± 
"' 

о ±1 ±1 о 

(10.4.14) 

4. Взаимодействия фермионов через промежуточные нейтральные вектор
ные бозоны Аµ и Z µ проиллюстрированы диаграммами типа Фейнмана на 
рисунке 10.1, а взаимодействие фермионов через промежуточные векторные 
бозоны проиллюстрировано на диаграмме рисунка 10.2. 

Рис. 10.2. Взаимодействие нейтрино и массивного лептона через промежуточ
ные W-бозоны. 



352 Глава 10. Геометризацня электрослабых взаимодействий 

5. Подставляя выписанные формулы в (10.4.9), находим для лагранжиана 
взаимодействия лептонов с векторными бозонами: 

LF = -е [(ёL1µeL) + (ён1µен)] Аµ+ 
392 - 92 

+ ./ 2 
2 

2 [(ёLrµeL) + (ен1µен)] Zµ-
4 91 + 92 

- J9i/ 9~ [(ёLrµeL) - (ён1µен) - 2(vL1µvL)] Zµ+ 

+ 92 (- µ )w- + 92 (- µ )w+ J2 VL! eL µ J2 eLr VL µ. (10.4.15) 

10.5. Принцип соответствия бозонных секторов 
в трех вариантах теории 

Приступим к нахождению коэффициентов, содержащихся в записи 

компонент триады (10.3.9) через физические векторные поля. Это бу
дем делать в два этапа: сначала сопоставим 7-мерную теорию, развитую 

в разделе 10.3, с калибровочной моделью Вайнберга-Салама-Глэшоу 
(из раздела 10.4), а затем устраним остающийся после первого этапа 
произвол отождествлением с 7-мерием (из раздела 10.2), полученным из 
8-мерной геометрической теории грави-сильных взаимодействий. 

10.5.1. Соответствие с калибровочной моделью 

1. "Условия соответствия с калибровочной моделью. Отождествим 

слагаемые из 7-мерной скалярной кривизны (10.3.17) геометрической 
теории с бозонным сектором стандартной модели Вайнберга-Салама

Глэшоу (10.4.5). Эти выражения совпадают, если выполняются следую
щие условия на введенные коэффициенты: 

±Ь~ + ь~ = Cf; ьб =О; 
±а~+ ag +а~= Cf; 

±Ь4а4 + Ь5а5 = О; 

±Ь4х + Ьsу =О; 
±wtw4 + wtwr; + wciwб = Cf; 

a5(±wtw4 + wtw5 + wciwб) = -С[С2; 

a~(±wtw4 + wtwr; + wciwб) = CfC~; 

±а4х + asy + a5z = CfC2; 

±х2 + у2 + z2 = crcg, 

(10.5.1) 

(10.5.2) 

(10.5.3) 

(10.5.4) 

(10.5.5) 

(10.5.6) 

(10.5.7) 

(10.5.8) 

(10.5.9) 
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(10.5.10) 

+ - - + + - + - + 2 + - (10 5 11) х = w4 w6 + w4 w6 ; у= w5 w6 w5 w6 ; z = w6 w6 • . . 

2. Решения для коэффициентов при нейтральных полях. Из условий 
(10.5.6) и (10.5.7) сразу же находится коэффициент 

-g2 
а6 = -С2 = 2сюб(nс) · (10.5.12) 

Выражения (10.5.1)-(10.5.3) представляют собой три условия на остав
шиеся пока неопределенными 4 константы а4, а5, Ь4 и Ь5. Выразим их 
через одну константу Ь4: 

2 (Cf - С~) (С2 _ Ь2)· 
а4 = с2 1 4 ' 

1 

Ь4 - произвольно; Ь~ = Cf =F Ь~; Ь6 =О, (10.5.14) 

где верхний знак соответствует сигнатуре ( + - - - \ - - - ) , а нижний -
сигнатуре ( + - - - \ + - - ) · 

3. Решения для коэффициентов при векторных полях. Из трех урав
нений (10.5.4), (10.5.8) и (10.5.9) легко находятся три комбинации х, у 
и z. Так, выражая х и у через z, для последнего получаем квадратное 
уравнение 

(10.5.15) 

откуда находим 

х = ± ~~ J(cf - СЮ(Сf - Ь1) = wiwfi + w4wt; (10.5.16) 

- ± С2Ь4 . /±(С2 с2) - + - - + у - Ci У 1 - 2 - W5 w6 + W5 w6 . (10.5.17) 

10.5.2. Соответствие с 8-мерной теорией 

1. Из проведенного сопоставления с калибровочной моделью видно, 
что достаточно полная информация получена для вида лишь одной ком

поненты триады Gµ(6). Это обусловлено тем, что заряженные вектор
ные бозоны зависят лишь от одной дополнительной координаты х6 . Ко
эффициенты перед физическими полями двух других векторов триады 

12-2979 
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известны с большим произволом. Его устранить помогает информация 

о 7-мерной теории, полученная переходом от 8-мерия. В частности, из 

сравнения (10.2.14) и (10.3.9) находим 

_ + С2 
W5 = -W6 =: W5 = ± J2. (10.5.18) 

"Учитывая (10.2.14), из (10.5.18) получаем 

Со С2 
W5 = -- = ±- ---+ С2 = :::i=C0 • 

J2 J2 
(10.5.19) 

2. Две пары соотношений (10.2.12), (10.3.9) и (10.3.9), (10.2.13) соот
ветствуют друг другу лишь при условии совпадения констант 

2 
2 2 - 2 с 

С1 = С2 =с ___, а5 = 4aVG(nc) 92, (10.5.20) 

что позволяет из (10.5.16) и (10.5.17) найти 

(10.5.21) 

Аналогично, из (10.5.13) находим значения коэффициентов при ней
тральных векторных полях 

а4 = О; as = О; а5 = -С. (10.5.22) 

3. Из сравнения компонент триады в самостоятельном варианте 
7-мерной теории и теории, полученной из 8-мерия, находим физическую 

интерпретацию двух нейтральных полей в формулах (10.2.12)-(10.2.15): 

A(l) + л<2) = -СА(3) 
а а °'' (10.5.23) 

где и - пока неизвестный коэффициент. 

4. Из (10.5.23) и (10.2.12)-(10.2.13) для коэффициентов имеем 

Си 
bs = J2" 

Подставляя эти выражения в условия (10.5.14), находим 

ь2 2 _ 0 2 _ ff_ ь - с ff_. 
s ± Ь4 - ---+ и - у 3 ---+ 4 - V 3' 

с 
bs=-. 

J3 
Отсюда следует, что нужно выбирать знак плюс. 

(10.5.24) 

(10.5.25) 
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Легко убедиться, что при значениях 

W4=C; 
с 

W5=-
J2 

(10.5.26) 

условие (10.5.5) выполняется тождественно. 
5. Собирая все полученные данные о коэффициентах, векторы триа

ды можно представить в следующем виде: 

Ga(4) =С [ Jiвa + (w: exp(2iax6
) + w; exp(-2iax6

))] ; (10.5.27) 

Ga(5) =С [ )зва + ~ (w: exp(2iax6
) + w; exp(-2iax6

))] ; 

(10.5.28) 

Gа(б) = С [ ±А(З)а ± ~ (w: exp(2iax6
) - w; exp(-2iax6

))] . 

(10.5.29) 

10.6. Заряды взаимодействий с нейтральными бозонами 

Чтобы определить векторные физические поля и ввести заряды ча

стиц, необходимо проанализировать определение оператора триадного 

4-мерного дифференцирования (10.3.14). После непосредственной под
становки в него векторов триады, записанных через физические поля, и 

дифференцируемых функций получаются выражения, содержащие до

полнительные координаты, т. е. пока не совпадающие с калибровочно 

инвариантной удлиненной производной в модели Вайнберга-Салама

Глэшоу. Аналог последней получается после процедуры усреднения по 

скрытым размерностям, что должно осуществляться не для отдельно 

взятых производных, а для квадратичных выражений, их содержащих. 

Именно такие квадратичные комбинации входят в физическую часть ги

перплотности многомерного лагранжиана типа (9.1.4). При их усредне
нии экспоненциальные слагаемые дифференцируемых функций гасятся 

экспонентами сопряженных им функций (для нейтральной части удли

ненной производной) или совместно с экспоненциальными слагаемыми 

векторных заряженных бозонов. 

10.6.1. Нейтральные векторные поля и заряды кварков 

1. Сосредоточим внимание на нейтральных частях «удлиненных» 
производных от кварков, которые нетрудно записать на основе сделан-
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ных замечаний. Данная в разделе 10.2.2 интерпретация верхних и ниж
них кварков (левых и правых) справедлива лишь при постулате, что 

контравариантнъtе ко.мпонентъt триады G18 
( s) в электрослабых взаи

модействиях остаются одинаковы.ми, как и в случае сильных взаимо

действий, т. е. что G'8 (s) = G8 (s) =а, вопреки формулам (10.2.16). Гео
метрически это означает, что 7-мерные векторы триады перестают быть 
нормированными на единицу. 

Запишем нейтральную часть «удлиненной» производной для левых 

верхней и нижней компонент кварков UL и dL, определенных в (10.2.18) 
и (10.2.19): 

д1*)иL - д1*)иL = [ д~µ - iaa (bsCyBµ + а6А(3)µ)] uL; (10.6.1) 

д1*)dL - д1*)dL = [а~µ - iaa (b5CyBµ - абА(3)µ)] dL, (10.6.2) 

где коэффициенты bs и аб определены в (10.5.24) и (10.5.22), а Су= с5 = 
1/3. 

2. Чтобы ввести принятые в калибровочной модели заряды, следует 
перейти от векторов Вµ и А(3)µ к электромагнитному и Z-бозонному 

векторным потенциалам. Формально определим векторный потенциал 

Zµ, в согласии с калибровочной моделью, из условия, что для частицы 
с с6 ::::: -Е5 = 1, т. е. нейтральной, согласно (10.1.7), в «удлиненной» про
изводной вида (10.6.1) отсутствует электромагнитный потенциал. Это 
значит, что вектор Z µ имеет вид 

(10.6.3) 

где Сз - некоторая постоянная. 

Электромагнитный векторный потенциал Аµ будет представляться 

через те же два поля, однако с некоторыми другими коэффициентами 

(10.6.4) 

3. Три неизвестных коэффициента (сь, Са, Сз) находятся из отож
дествления части соотношения (10.3.17), содержащей только нейтраль
ные векторные поля, с выражением 

[,'воs = - 16~c[F(A)a/3F(A)af3 + F(Z)af3F(Z)af3]. (10.6.5) 

Здесь использованы обозначения: 

дА/3 дАа 
F(A)a/3 = дха - дх/3 ; 
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Потребовав, чтобы в (10.6.5) слева и справа совпадали коэффициенты 
при комбинациях F(B)arзF(B)°'fЗ, F(3)arзF(3)°'f3 и F(B)arзF(3)°'f3, прихо
дим к трем уравнениям для неизвестных коэффициентов. 

4. Решая получившуюся систему уравнений, находим 

(10.6.6) 

(10.6.7) 

с2 ь2 2 
з = 5 + а5, (10.6.8) 

где угол Ow соответствует углу Вайнберга в (10.4.6) - (10.4.7). В данном 
случае имеем 

1 а5 J3 
cosew = = -, 

у'ьg +а~ 2 
(10.6.9) -· 2' 

что находится в хорошем соответствии с экспериментально найденным 

значением угла Вайнберга Ow ,....., 28,4°. Выражения (10.6.6) и (10.6.7) в 
точности совпадают с формулами (10.4.6) калибровочной модели элек
трослабых взаимодействий. 

Обратные соотношения имеют вид 

Вµ= AµcosOw - ZµsinOw; А(З)µ = AµsinOw + ZµcosOw. (10.6.10) 

5. После подстановки выражений (10.6.10) в «удлиненную» производ
ную вида (10.6.1) для произвольной частицы с электрическим зарядом 
Q = (Е5 + Е6 )/2 и проекцией изотопического спина Тз= Е5/2 получаем 

дµ+ = дд - 2iaa (AµQ а6 Ь5 + Zµ · /а~ + Ьg(Тз - Q sin2 Ow )) , 
хµ у'а~ + ь~ у 

(10.6.11) 
что совпадает с общеизвестным выражением из модели Вайнберга-Са

лама-Глэшоу (10.4.11). Отсюда, учитывая ранее найденные значения 
коэффициентов Ь5 и а5, а также константу С в (10.5.20), имеем выраже
ния для электрического заряда электрона 

2ааа6Ь5 (i: ) 4VG -(i: ) . 11 • 11 
е = пс = -2-аа пс Slll и = 92 Slll иw. 

у'а~ + Ьg с 
(10.6.12) 
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10.6.2. Заряды лептонов 

В многомерных геометрических теориях типа теории Калуцы, как 

правило, встает проблема обоснования физически значимых гармоник 

циклических зависимостей от дополнительных координат. В самом об

щем случае возникает иллюзия разложения величин (как геометриче

ских, так и физических) в ряды Фурье по циклическим зависимостям 

от скрытых размерностей. Коэффициенты этих разложений объявляют

ся физически интерпретируемыми полями. С этих позиций формально 

можно смотреть на то, что делалось в предыдущей и в этой главе. Но 

тогда сразу же возникает ряд вопросов. Почему в геометрофизике ис

пользуется лишь несколько минимальных значений циклических гармо

ник, тогда как данный подход позволяет говорить об их бесконечном 

числе, а следовательно, и о бесконечном числе возможных физических 

полей? Почему неучтенные поля не проявляются в физическом мире? 

Существуют ли критерии, позволяющие ограничить число полей? 

Заметим, что в 8-мерной теории эти вопросы не стояли так остро: од

нотипные циклические зависимости волновых функций кварков от трех 

скрытых размерностей выглядят естественно. Три пары циклических за

висимостей промежуточных векторных полей от скрытых размерностей 

также воспринимаются естественно, если иметь в виду назначение та

ких векторных полей-перемешивать цветовые состояния кварков. При 

данных исходных положениях можно не говорить о разложениях вели

чин в ряды Фурье. 

Поскольку 7-мерная теория получается посредством редукции из 

8-мерной теории, то такой вопрос пока не возникал и в этой главе. Но он 

неизбежно встает, как только наряду с кварками в теории электрослабых 

взаимодействий начинают рассматривать и лептоны, которые характе

ризуются значениями гармоник и зарядов, отличающихся от кварковых. 

Более того, введенная выше универсальная формула (10.1.7) для значе
ний электрических зарядов (в единицах заряда электрона е) подразу

мевает возможность существования каких угодно гармоник. Возникает 

вопрос о возможных видах и состояниях лептонов даже в рамках одного 

поколения. 

1. Левые компоненты лептонов 
Чтобы ответить на поставленные вопросы, запишем нейтральную 

часть удлиненной производной для левых компонент кварков, опре

деленных в (10.2.18) и (10.2.19), в согласии со строги.ми фор.мула.ми, 

исnолъзу.я '/-lор.мирова'/-l'/-l'Ьtе век:тор'Ы триадъt, когда контравариантные 

компоненты триады заданы выражениями (10.2.16). Тогда для кварка 
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(10.6.13) 

где коэффициенты Ьs и а5 имеют прежние значения. При получении это

го выражения сократились слагаемые СхСу = сх/3 и Сх, возникающие из 
дифференцирования показателя экспоненты ( 1О.2 .18), соответственно с 
коэффициентами при G'5 (5) = а5 = а/схсу и G'6 (6) = 0'5 = а/сх. Таким 
образом, в итоге пропала, во-первых, информация о значении гиперза

ряда У = 1/3 кварка и, во-вторых, исчезло переопределение констан
ты сильных взаимодействий 'У на константу электрослабых взаимодей

ствий о:. 

Аналогичная формула получается для удлиненной производной от 

левого нижнего кварка с экспоненциальной зависимостью (10.2.19) 

(10.6.14) 

Отличие состоит лишь в знаке перед а5А(3)µ· 

Анализ показывает, что частицы, для которых удлиненные производ

ные имеют такой вид, следует трактовать как лептоны одного (первого) 

поколения. Поскольку коэффициенты при дополнительных координа

тах сократились и при дифференцировании получаются одинаковые по 

модулю значения, то будем считать, что частицы данного сорта (леп

тоны) характеризуются одинаковыми единичными гармониками f5 = 1 
и одинаковыми по модулю единица, но разными по знаку гармониками 

\с:5\ = 1. Учитывая формулу (10.1.7) для значений электрического заря
да через гармоники, приходим к следующей интерпретации частиц (леп

тонов), получающихся из названных в разделе 10.2.2 компонент кварков: 
левый верхний кварк UL соответствует левому (нижнему) позитрону eL 

(антиэлектрону), тогда как левый нижний кварк dL соответствует левой 
(верхней) компоненте антинейтрино v, т. е. имеем: 

(10.6.15) 

Очевидно, что для левых компонент лептонов (электрона eL и элек

тронного нейтрино vL) необходимо выбрать противоположные значения 
гармоник, т. е. они должны получаться из соответствующих левых ком

понент трех цветовых состояний антикварков. Для левой компоненты 



360 Глава 10. Геометризация электрослабых взаимодействий 

электрона следует полагать 

eL ---+ Е5 = -1; Е5 = -1, ---+ Qe = -1. (10.6.16) 

Аналогично, для левой компоненты нейтрино имеем 

llL ---+ Е5 = -1; Е5 = +1, ---+ Qe = 0. (10.6.17) 

Легко видеть, что для так определенных левых компонент лептонов 

формально остаются справедливыми общие формулы, записанные для 

компонент кварков, если позаботиться о том, чтобы выполнялось соот

ношение для коэффициентов из формул (10.6.1) и (10.6.13): 

/IJ = о:а. (10.6.18) 

Таким образом, дл.я левъtх компонент лептонов не нужнъt какие-ли

бо новъtе зна-ч.ени.я гармоник в дополне'/i,Uе к тем, которъ~е полу-ч.аютс.я, 

из уже введеннъtх в рамках 8-мерноu теории. 

11. Правые компоненты лептонов 
При записи удлиненных производных от правых компонент частиц 

следует учесть, что правые компоненты кварков определяются на иной 

6-мерной гиперповерхности, нежели правые компоненты лептонов. Так, 

записанные в (10.2.25) и (10.2.26) формулы для правъtх компоне'/i,т квар
ков соответствовали выходу на гиперповерхность, определяемую в штри

хованных х18 (после преобразований (10.2.9)) и первоначальных х8 ко

ординатах уравнениями: 

х'5 = х'б х5 = -2х6 . (10.6.19) 

В этом случае получаются формулы такого же типа, что и для левых 

кварков, рассмотренные в предыдущем разделе. 

Правъtе компоне'/i,тъt лептонов определяются выходом на иную ги

перповерхность, которая в штрихованных и первоначальных координа

тах задается уравнениями: 

х'6 =О х5 = хб. (10.6.20) 

На данной гиперповерхности формулы для удлиненных производных, 

аналогичные (10.6.13) и (10.6.14), принимают вид: 

ai*)иR---+ ai*)uR = [ д~µ, - 2i11Jb5Bµ,] UR; (10.6.21) 

дµ,(*)J,R---+ дµ,(*)J,R = [~+о] J,R, (10.6.22) 
дхµ, 

т. е. частица, обозначенная как dR, не зависит от дополнительных коор

динат. 
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Интерпретируем получившиеся частицы таким же образом, как это 

делалось для левых компонент лептонов. Будем понимать, что йн опи

сывает правую компоненту позитрона, а dн соответствует правой ком

поненте антинейтрино: 

(10.6.23) 

Тогда для правой компоненты электрона следует писать 

ел ---t Е5 = -2; Е6 = О; ---t Q = -1 (10.6.24) 

в полном согласии с калибровочной моделью Вайнберга-Салама-Глэ

шоу. 

Для гипотетической правой компоненты нейтрино все гармоники и 

заряды равны нулю, как и в общепринятой модели. 

Таким образом, для правых компонент лептонов также нет необ

ходимости волевым образом вводитъ гармоники зависимостей от до

полнителъных координат, - они полу'Ч,аются двумя ступенями реду'Ци

рования из В-мерной теории. 

На практике можно забыть различное происхождение компонент 

кварков и лептонов (использование разных значений компонент G'8 (s) и 
специфику вводимых гиперповерхностей) и писать общие стандартные 

формулы для «удлиненных» производных всех введенных выше частиц. 

При этом следует помнить, что эти формулы определены лишь для упо

мянутых выше случаев, а не для всех мыслимых гармоник. 

10.7. Фермионный сектор 7-мерной теории 

Для описания фермионных частиц (кварков и лептонов) в 7-мерной 
геометрической теории используется традиционное обобщение 2-компо
нентных спиноров на основе алгебры Клиффорда над полем веществен

ных чисел [84]. В данном случае 7 измерений с сигнатурой ( +---l=r--) 
фермионы описываются 8-компонентнымu комплексными спинорами. 

Для их описания в искривленном многообразии, прежде всего, необхо

димо осветить ряд ключевых моментов. 

10.7.1. Септадный метод и обобщенные матрицы Дирака 

1. В 7-мерной модели для описания фермионов следует использовать 
естественное обобщение тетрадного метода на случай семи измерений -
септадныu метод, в котором 7-мерный метрический тензор представ-
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ляется в виде 

GмN = 9MN + I.: Gм(r)GN(r) = Gм(P)GN(P), (10.7.1) 
r 

где Р = О, 1, 2, 3, 4, 5, 6; r = 4, 5, 6; G м(Р) - компоненты септады. Оче

видно, использованный выше триадный метод можно трактовать как 

промежуточный между общековариантиым метрическим и септадиым 

методами. Для векторов септады имеют место условия ортонормировки 

{ 

+1 при 

Gм(P)Gм(S)= =t=l при 
-1 при 

О при 

Р = S= 4· 
р = s = 0,4; } 

Р = S = 1:2,3,5,6; 
P-j;S. 

(10.7.2) 

Септадный метод, как и моиадиый, диадиый и т. д., можно предста

вить в виде четырех составных частей. В алгебру септадиого метода 

входит, в частности, проектирование всех тензорных величии посред

ством компонент септады, например, для произвольного вектора имеем 

В(Р) = ВмGм (Р), где В(Р) скаляр. Индекс в скобках означает номер 
вектора септады, с которым свернут 7-мериый вектор Вм. 

2. В 7-мериой модели роль матриц Дирака играют 8-рядиые квад
ратные матрицы Гм, связанные с метрическим тензором соотношением 

(10.7.3) 

где Is-8-рядиая единичная матрица. Поскольку эти матрицы являют

ся функциями координат, то непосредственным обобщением постоянных 

матриц Дирака являются проекции матриц Гм на локальную систему 

из семи ортогональных векторов септады 

Г(Р) = ГмGм (Р), (10.7.4) 

где зависимость от координат берут на себя компоненты септады, а мат

рицы Г(Р) являются постоянными образующими алгебры Клиффорда 

С(2,5) или C(l,6). 
3. Выберем следующее представление Г-матриц для образующих ал

гебры С(2,5): 

Г(а) = ГNgN (а) = ( О 'У(а) ) · 
'У(а) О ' 

(10.7.5) 

Г(4) = ( ~ О ) ; Г(5) = ( О 'У5 ) ; Г(6) = ( О 
-!4 'У5 о [4 

-[4) 
о ' 

(10.7.6) 
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где 14 -4-рядная единичная матрица, 1(а)-постоянные 4-рядные мат
рицы Дирака, напомним 

. ( о 12 ) 
/5 = '/, 12 о . (10. 7. 7) 

Это представление характерно одинаковой блочной структурой всех 

матриц, удобной для дальнейшего расщепления 8-рядных величин на 

4-рядные. Для случая алгебры C(l,5) перед матрицей Г(4) следует по
ставить мнимую единицу. 

4. В согласии с выбранным представлением Г-матриц, 8-компонент
ные Ф-функции естественным образом расщепляются на две 4-компо

нентные функции: 

( 
Ф(l) ) - t - -

Ф = Ф(2) -t Ф = Ф Г(О) = (Ф(2),Ф(1)), (10.7.8) 

где 

Ф(r) = wt(r)1(0); r = 1,2. 

5. Разложим компоненты 4-рядных функций на левые и правые со
ставляющие согласно стандартным формулам: 

1 - 1-
WL(r) = 

2
(1 + i/5)Ф(r) -t WL(r) = 2Ф(r)(1 - i/5); (10.7.9) 

1 - 1-
\]! н(r) = 2 с1 - i15)Ф(r) -t Фн(r) = 2w(r)(l + i/5), (10.7.10) 

тогда имеем для (10.7.8) 

w-( ФL(l)+Фн(l)). 
- ФL(2)+Фн(2) ' 

\]! = (ФL(2) + Фн(2); ФL(l) + Фн(l)). (10.7.11) 

6. В согласии с формулами (10.1.7), введем зависимость лептонных 
спинорных функций от х5 и х6 и произведем физическое отождествление 
входящих в (10.7.9) и (10.7.10) величин 

(10.7.12) 

(10.7.13) 

где r = 1,2. Здесь aLr, анr, ЬLr, Ьнr - постоянные коэффициенты, опреде

ляемые из условий нормировки и соображений соответствия получаемых 

формул со стандартными в модели Вайнберга-Салама-Глэшоу. 
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7. Для правых компонент можно положить 

(10.7.14) 

т. е. исключить правую компоненту нейтрино (оно не обладает мас

сой покоя), а правую компоненту электрона будем рассматривать как 

изоскаляр, положив, в частности, 

Ью = 1; ЬR2 = О. (10.7.15) 

Тогда отличные от нуля коэффициенты левых компонент лептонов в 

двух строках (10.7.9) имеют характер 2-компонентного спинора из VL и 

eL в изотопическом пространстве. 

10. 7.2. Лагранжиан взаимодействия фермионов 
с векторными бозонами 

1. Для записи удлиненной производной от фермионов обратимся к 
выражению для ковариантной производной от спинора (9.2.29) с заме
ной 8-мерных величин на 7-мерные. Так же, как и в случае 8-мерия, 

слагаемые с коэффициентом вращения Риччи соответствуют гравита

ционному взаимодействию, взаимодействию с векторными полями через 

аномальные моменты и частично массовым слагаемым. 

Чтобы получить непосредственное (прямое) взаимодействие с век

торными бозонами, перейдем к 4-мерной записи соответствующего сла

гаемого из (9.2.29), т. е. произведем процедуру 4+1+1+1-расщепления: 

где f'a = гм 9м. Здесь первое слагаемое справа соответствует свобод
ным полям, второе, третье и четвертое слагаемые описывают взаимодей

ствие с векторными полями, а остальные дают вклад в массовые члены. 

Ограничимся слагаемыми, описывающими лишь прямое взаимодействие 

с векторными бозонами, и пренебрежем зависимостью от х4 , т. е. отбро
сим второе слагаемое справа, тогда сигнатура клейновской координаты 

практически не играет роли. 
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2. Выпишем гиперплотность лагранжиана для таких слагаемых 

- i·/=F-G<7)(hc) { (-- дФ дФ - ) Lw = ФГ°'- - -Г°'Ф + 
2Ct дх°' дх°' 

(
-- дФ дФ - ) (-- дФ дФ - ) } + O"sGa(S) ФГ°' дх5 - дх5 Г°'Ф +(16Ga(6) ФГ°' дхб - дх6 Г°'Ф , 

(10. 7.17) 
где Ct - некоторый размерный коэффициент, введенный для учета по

следующей процедуры усреднения по периодам дополнительных коорди

нат. Характерным общим свойством всех слагаемых в (10.7.17) является 
то, что в них Г-матрицы входят квадратично (с учетом матрицы Г(О) в 

определении Ф). Это означает, что в выбранном представлении матриц 

не будет перекрестных членов из компонент Ф(l) и Ф(2). 

Кроме того, все парные комбинации из Ф-функций будут состоять 

либо только из левых, либо только из правых компонент спиноров: 

(10.7.18) 

Здесь и в дальнейшем будем обозначать постоянные матрицы Дирака в 

стандартном представлении обычным образом, т. е. 'У(µ)~ 'Уµ· 

3. Подставим в (10.7.17) выражения для Ф из (10.7.12)- (10.7.13) с 
произвольными значениями коэффициентов а и Ь, учтя лишь условия 

(10.7.14)-(10.7.15). В общем случае находим 

lw = lw(free) + lw(int) = 

= 2~1 v'=F-G(7)(hc){ (а[,1аы + a_i2aL2) (vL'Y°'~:~ - :~"f°'VL) + 

(ь* Ь Ь* Ь ) ( а де L де L а ) + L1 L1 + L2 L2 е L 'У дх°' - дх°' 'У е L + 

(ь* Ь Ь* Ь ) ( а де R де R а ) + Rl Rl + R2 R2 е R'Y дх°' - дх°' 'У е R -

- 2io:(bjп Ью + Ь:R2 bR2)as(Ga(5) + G~(5))(ён"(°'ен)-

- iа(а[,1 аы + a'[,2aи)[O"s(Ga(5) + G~(S)) - аб(G0 (6) + G~(6))](VL"(aVL)-

- iа(Ь'Ь Ьы + Ь[дЬL2)[О"s(Gа(5) + G~(5)) + аб(Gа(6) + G~(6))](eL1°'eL)-

- iа(а'[,1 Ьы + a'[,2bи)[O"s(Ga(5) + G~(5)) + a5(Ga(6) - G~(6))](IIL"(aeL)-

- ia(aыbl,1 + aиbl,2 )[0"s(Ga(5) + G~(5)) - О"б(Gа(6) - G~(6))](eL"(°'vL) }· 
(10.7.19) 
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Здесь везде подразумевается, что соответствующие экспоненциальные 

слагаемые включены в выражения для v и е. В этой формуле первые 
три строки соответствуют стандартным членам плотности лагранжиа

на Lw(free) свободных фермионных полей v и е. В них экспоненциальные 
слагаемые погашают друг друга. Для полного совпадения со стандарт

ной теорией следует положить 

ь·ь Ьы + Ь[дЬL2 = Ь'iп Ью + Ь'R2ЬR2 = 1. 
(10.7.20) 

Остальные пять строк описывают взаимодействия лептонов через про

межуточные векторные бозоны. 

4. Подставим в последние четыре строки (10.7.19) выражения для 
компонент Ga:(5) и Ga:(6), а также учтем экспоненциальные слагаемые 
фермионов. Произведем усреднение (интегрирование по периодам зави
симостей) по дополнительным координатам. Это означает, что в (10.7.19) 
останутся лишь те слагаемые, в которых экспоненты бозонных слагае

мых гасят экспоненты фермионных слагаемых. Очевидно, что в чет

вертой, пятой и шестой строках остаются лишь нейтральные векторные 

поля, т. е. этими строками описываются взаимодействия через нейтраль

ные векторные бозоны. В последних двух строках выживают только 

заряженные векторные поля, т. е. этими строками описываются взаи

модействия лептонов через заряженные векторные w±-бозоны. В итоге 
плотность лагранжиана взаимодействия фермионов принимает вид 

t:,1/J(int) = ~ J :r=G(7) (nc)a{ +4b5a5Ba(eR1°'eR) + 

+ 2b5a5Ba:[(Z7L/°'VL) + (eL1°'eL)] -

- 2абабА(З)а:[(vL1°'11L) - (eL1°'eL)] + 
+ (al,i Ьы + а[дЬL2) [a5(wt + w;-) + aб(wl - w~-)] w:(vL1°'eL) + 

+ (аыЬl,1 + aL2b[,2) [a5(w5 + w;+) - аб(wб - w~+)] w;(eL/°'vL)· 
(10.7.21) 

Подчеркнем, здесь пока не конкретизированы значения коэффициентов 
± ± w5 И Wб. 

5. Отдельно проанализируем слагаемые из (10.7.21), описывающие 
взаимодействие лишь через нейтралъные векторные бозоны. Используя 

определения Аа: и Za: через компоненты триады Ga:(5) и Ga(6) согласно 
(10.5.28) и (10.5.29), эту часть плотности лагранжиана взаимодействия 
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можно записать в виде 

Здесь опущен множитель J :i=G(7). Это выражение совпадает с соответ
ствующими слагаемыми в калибровочной модели и лишний раз подтвер

ждает произведенные ранее отождествления геометрических величин с 

физическими. 

6. Расписывая оставшиеся слагаемые из (10.7.21), несложно убедить
ся, что при наложении дополнительных условий на пока не определен

ные коэффициенты в фермионном секторе они совпадают с выраже

ниями в калибровочной модели, описывающими взаимодействия через 

заряженные векторные бозоны. Таким образом, при должном выборе 

констант, имеет место соответствие 7-мерной геометрической теории с 
калибровочной моделью электрослабых взаимодействий как в бозонном, 

так и в фермионном секторах. 

10.8. Массовый сектор 7-мерной теории 

Рассмотрим вопрос о значении масс промежуточных векторных бозо

нов в 7-мерной геометрической теории, сравнив со способом их введения 

в калибровочной модели электрослабых взаимодействий. 

10.8.1. Массы векторных бозонов 

В рамках 7-мерной геометрической теории массовые слагаемые бо

зонных полей возникают из трех источников: 1) для заряженных w±-бо
зонов появляются планковские массы непосредственно из 7-мерной ска
лярной кривизны, 2) из слагаемых конформного фактора и 3) допол
нительные массовые слагаемые, обусловленные переходом к 7-мерной 

теории из 8-мерия. 
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1. Массовые слагаемые из 7-мерной кривизны 
В 7-мерной теории массовая часть тензора кривизны представляется 

в виде 

7R -(m)-

= -gµv L [аааь (2Gµ(b)Gv(a),ь,a +Gµ(a),aGv(Ь),ь+ ~Gµ(Ь),aGv(a),ь) + 
а,Ь=4,5,6 

+~a~Gµ(b),aGv(b),a] , (10.8.1) 

соответствующем (9.5.3), с учетом разных значений диагональных до
полнительных компонент метрики. 

После подстановки компонент триады и усреднений по периодам до

полнительных размерностей, приходим к следующим массовым вкладам 

ДЛЯ ЗаряжеННЫХ w±-бОЗОНОВ: 

(10.8.2) 

Это типичные планковские вклады в массы, возникавшие во всех гео

метрических моделях физических взаимодействий при рассмотрении за

ряженных частиц. Их следует тем либо иным способом перенормировать 

до наблюдаемых значений масс. 

11. Массовые слагаемые из конформного фактора 
1. Предлагается геометрическая перенормировка планковских масс, 

как и в случае 8-мерной теории, посредством конформного фактора. Со

гласно сформулированным выше принципам построения объединенной 

геометрической теории физических взаимодействий, экспоненциальная 

зависимость конформного фактора в 7-мерной теории должна опреде
ляться переходом от 8-мерия, т. е. следовать из 8-мерной комбинации 

х5 +х6+х7 в экспоненте (9.5.13), в которой необходимо, во-первых, отож
дествить координаты х6 и х 7 и, во вторых, произвести преобразования 
координат (10.2.7). В итоге имеем 

х5 + хб + х7 = х5 + 2х6 = сх(х'5 - х'в). (10.8.3) 

Тогда конформный фактор (9.5.13) переходит в выражение 

Х = Ь + Ф! exp(i~x'4 ) + Ф4 exp(-i~x'4 ) + 
+ Ф+ exp[ia(x'5 

- х'6 )] + Ф- exp[-ia(x'5 
- х'6 )]. (10.8.4) 

В дальнейшем штрихи у координат и компонент писать не будем. 
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2. Подставляя это выражение и найденные компоненты триады в 
общую формулу для конформного вклада вида (9.5.8), после усреднения 
по периодам дополнительных размерностей приходим к выражению 

< 1:,(conf) >= ~8 с2 {,в2 ф~О"~ (ь~ВµВµ + 2wS+)w(-)µ) + 

+ "t2Ф2 ((Ь50"5Вµ - а50"5Аµ(3))(Ь50"5Вµ - а50"5Аµ(3))+ 

+2ws+)w(-)µ(wt0"6 - wt0"5)(wfi0"5 - w50"5))}' (10.8.5) 

где, как и в главе 8, использованы обозначения: ф~ = Ф! Ф4, ф2 = Ф+Ф-· 
В это выражение следует подставить ранее найденные значения коэф

фициентов в триаде (10.5.27)-(10.5.29). 
3. Анализ полученного выражения показывает: 
1) Если ограничиться лишь выписанными в (10.8.2) и (10.8.5) сла

гаемыми, то перенормировка планковских масс заряженных W(±)_бозо
нов может быть осуществлена лишь вкладами в конформный фактор от 

клейновской размерности х4 из-за обращения в нуль коэффициентов в 
3-й строке. Отсюда следует, что ф~ rv 1. 

2) Для нейтральных векторных Z-бозонов из конформного вкла
да получается значение массы, обусловленное вкладом в конформный 

фактор от дополнительных координат калуцевского вида, т. е. с коэф

фициентом ф2 при планковском значении массы. Имеется произвол в 
его выборе, достаточный для получения наблюдаемого значения массы 

Z-бозона. Для этого необходимо положить ф2 < < 1. 
3) Среди слагаемых конформного происхождения в первой строке 

(10.8.5) имеется лишний член rv ФаВµВµ, соответствующий отдельно 
планковской массе В-бозона, который необходимо чем-то скомпенсиро

вать. 

111. Восстановление массовых вкладов, утерянных при переходе от 
8-мерия 

Общий принцип получения 7-мерной теории из 8-мерия, где план

ковские массы глюонов перенормируемы, гарантирует, что в 7-мерной 

теории массы промежуточных бозонов также должны быть перенорми

руемыми. Возникающие трудности со значениями масс в (как бы са

мостоятельной) 7-мерной теории обусловлены тем, что, с одной сторо

ны, в ней учтены некоторые закономерности 8-мерия, но одновремен

но, с другой стороны, утеряна часть слагаемых при переходе к 7-мер

ной теории. Здесь имеются в виду те слагаемые, которые в 8-мерной 

теории описывали Z-глюоны и имели экспоненциальную зависимость 
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,....., exp[±i')'(x6 - х7 )]. Они, согласно (10.2.5) и (10.5.23), обусловили по
явление вклада в массивный нейтральный Z-бозон. В 8-мерной теории 

для данного вида глюонов имелись планковские массовые вклады, обу

словленные дифференцированием по дополнительным координатам х6 

и х 7 , которые исчезли в 7-мерин из-за отождествления координат. Эти 
слагаемые должны быть восстановлены, что приводит к компенсации 

лишних планковских вкладов в массу якобы отдельного В-бозона. 

10.8.2. Хиггсовские скалярные бозоны в калибровочной модели 

1. Для получения масс покоя промежуточных векторных бозонов и фер
мионов в модели Вайнберга-Салама-Глэшоу используется так называемый 

механизм Хиггса, оставляющий теорию локально калибровочно инвариант

ной (см., например, [120]). Постулируется существование скалярного поля, на
зываемого хиггсовским полем, которое является дублетом в изотопическом 

SИ(2)-пространстве и переносит ненулевой гиперзаряд 

(10.8.6) 

Массы частиц возникают в результате взаимодействия с хиггсовскими скаляр

ными бозонами. 

2. Четвертая (массовая) составная часть плотности лагранжиана модели 
Вайнберга-Салама-Глэшоу (10.4.1) имеет вид 

(10.8. 7) 
где Л, ry, fe, f "е -некоторые константы, 'Ре - 2-компонентный столбец, зарядо

во-сопряженный изоспинору tp. Первое слагаемое справа является изотопиче-

ским скаляром 

(10.8.8) 

Оно описывает как плотноеrь лагранжиана самого скалярного поля, так и его 

взаимодействия с промежуточными векторными бозонами через определенную 

в (10.4.10) «удлиненную» производную 

(10.8.9) 

3. Второе (нелинейное) слагаемое в (10.8.7) справа позволяет описать меха
низм спонтанного нарушения симметрии и ввести постоянную константу (ва
куумное среднее) скалярного поля для последующего определения через нее 

масс элементарных частиц. Третье слагаемое справа в (10.8.7) позволяет вве
сти через хиггсовское скалярное поле массу покоя электрона. Здесь содержится 
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неопределяемая теорией константа fe· Именно она в конечном счете характе
ризует массу покоя электрона. Последнее слагаемое справа в (10.8.7) позво
ляет ввести массу покоя нейтрино, если когда-либо понадобится это сделать. 

Его масса характеризуется произвольной постоянной f "'•, которую в настоящее 
время принято полагать равной нулю. 

4. После спонтанного нарушения симметрии в так называемой унитарной 
калибровке хиггсовское скалярное поле представляется в виде 

(10.8.10) 

где 'Г/ - постоянная, ф- вещественное скалярное поле. 

Плотность лагранжиана хиггсовского скалярного поля (первые два слага
емые в (10.8.7)) в этой калибровке имеет вид 

l дHrnl2 _ l>.2 (1гпl2 _ lr12)2 = gµv (дсро + ig z rп*) (дсро - ig z ер)+ 
µ .,., 2 .,., 2'' дхµ 2fic µro дх"' 2nc "' 0 

g2 >,2 >.2ry2 >.2ry4 
+ 4(~)2 cp0 cpo[A(l)µA(l),,, + А(2)µА(2),,,] - 2(ср0 сро)2 + -2-(ср0 сро) - -

8
-, 

(10.8.11) 
где использовано обозначение g = J 9I + g~. 

5. Из правой части первой строки этого выражения с учетом (10.8.9) появ
ляются массовые члены для векторных полей: 

Отсюда можно сделать следующие выводы: 

1) массовые вклады для электромагнитного поля не возникают; 
2) нейтральное векторное поле z,.,, приобретает массу покоя 

grync 
mzc2 = -

2
-; 

(10.8.12) 

(10.8.13) 

3) заряженные векторные поля A(l)µ и А(2),,, (или w: и W;) приобретают 
одинаковые массы покоя 

(10.8.14) 

6. Масса покоя хиггсовского скалярного бозона ф также может быть най
дена из (10.8.11) с учетом (10.8.10) 

тнс2 = >.ry(nc). (10.8.15) 

Эта масса зависит от дополнительной константы >., которая теорией не фик
сируется. 



372 Глава 10. Геометризация электрослабых взаимодействий 

7. Аналогичным образом описывается возникновение масс фермионов из 
последних двух слагаемых в (10.8. 7), которые описывают взаимодействие фер
мионов со скалярными полями. В итоге находим 

(10.8.16) 

Если, как ожидается, масса нейтрино равна нулю, нужно положить fv, = О. 
(Экспериментальный предел: mv, ::; 30 эВ.) 

Таким образом, можно констатировать, что имеется много общего в 

описании масс векторных бозонов в 7-мерной геометрической теории и 

калибровочной модели электрослабых взаимодействий. Действительно, 

в обеих теориях массы вводятся посредством взаимодействия рассматри

ваемых полей с нейтральными скалярными бозонами. Разница состоит 

в природе происхождения этих полей: в калибровочной модели они вво

дятся из соображений принципиальной возможности включения дублета 

хиггсовских скалярных полей, не нарушающих SU(2) х И(l)-инвариант
ность теории, тогда как в геометрофизике скалярные поля связываются 

с принципиальной возможностью конформных преобразований метрики 

используемой геометрии. 

В калибровочной модели механизм Хиггса ответственен за появление 

масс покоя рассматриваемых полей, тогда как в 7-мерной геометриче

ской теории конформный фактор осуществляет перенормировку план

ковских масс векторных полей, которые возникают автоматически при 

рассмотрении заряженных векторных полей. 
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Геометрофизика скрытых ... 
размерностеи 

т 

Перейдем от анализа геометрофизики четырех явных классических 

размерностей пространства-времени и проявлений четырех скрытых 

размерностей в явном мире через векторные поля, описываемые сме

шанными компонентами 8-мерного метрического тензора G µs, к геомет

рофизике исключительно скрытых (дополнительных) размерностей. А 

поскольку последние компактифицированы, далее речь будет идти о 

гармониках и компонентах импульсного пространства - зарядах элемен

тарных частиц (кварков и лептонов). Эта глава призвана геометриче
ски проиллюстрировать дискретные симметрии скрытых размерностей 

в теории сильных и электрослабых взаимодействий. Оказалось, что гео

метрофизика скрытых размерностей ( калуцевского типа) опирается на 
симметрии правильных многогранников в абстрактном 3-мерном про

странстве. 

11.1. Геометрофизика скрытых размерностей сильных 
взаимодействий 

Поскольку электрослабые взаимодействия можно трактовать как 

«усеченные» сильные, начнем с геометрической иллюстрации законо

мерностей сильных взаимодействий. 

11.1.1. Кварковый куб 

1. Используя формулы для зарядов (9.4.25)-(9.4.26) и приведенные 
ранее в (9.1.1) и (9.1.2) зависимости от дополнительных координат для 
кварков, глюонов и компонент конформного фактора, запишем для них 

гармоники и заряды в виде таблицы (11.1.1), соответствующей таблице 
(9.3.10). 
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Частицы Е5 Еб Е7 Qa Qь Qc 

q(l) := qR 1 о о 1/2 1/2../3 1/3 
Кварки q(2) = qy о 1 о -1/2 l/2J3 1/3 

q(З) := qa о о 1 о -1/VЗ 1/3 
q(l) -1 о о -1/2 -1/2 3 -1/3 

Антикв арки q(2) о -1 о 1/2 -1;2VЗ -1/3 
q(3) о о -1 о 1/v'з -1/3 

Аµ, Вµ о о о о о о 

Глюоны х+ µ -1 1 о -1 о о 
х- 1 -1 о 1 о о µ, 
у+ -1 о 1 -1/2 -JЗ/2 о µ, 
у- 1 о -1 1/2 J3/2 о µ 
z+ о -1 1 1/2 -VЗ/2 о µ, 
z- о 1 -1 -1/2 VЗ/2 о µ, 

Конформный Ф+ 1 1 1 о о 1 
фактор Ф- -1 -1 -1 о о -1 

(11.1.1) 
Здесь все заряды даны в единицах g0 • 

2. Проиллюстрируем значения трех гармоник Е5, Еб, Е7 для кварков и 
полей (3-й, 4-й и 5-й столбцы таблицы) с помощью 3-мерного графика с 

осями 1---+ Е5, 2---+ с6 и 3---+ Е7 на рисунке 11.1. Из рисунка видно, что все 

Рис. 11.1. Кварковый куб 

у
µ 

е7 Qc 

х+ µ 

6 заряженных глюонов оказались в одной плоскости, перпендикулярной 
оси Qc, проходящей через точки, соответствующие двум компонентам 
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скалярного конформного фактора. Естественно назвать эту плоскость 

плоскостъю глюонов. Если соединить отрезками положения глюонов, то 

в плоскости глюонов получится правильный шестиугольник. Очевидно, 

что нейтральные глюоны следует понимать расположенными в начале 

координат О. 

3. Теперь рассмотрим значения зарядов Qa и Qь кварков и 6 заря
женных глюонных полей, характеризующих взаимодействия через ней

тральные глюонные поля Аµ и Вµ. Они приведены в последних двух 
столбцах таблицы 11.1.1. С помощью рисунка легко убедиться, что эти 
заряды с точностью до постоянного коэффициента v'2 определяются 
проекциями векторов, проведенных из начала координат О в положе

ния кварков и полей, на две оси, лежащие в глюонной плоскости. Ось 

зарядов Qa проходит через положения зарядов глюонных полей X"j; и 
Хµ и направлена справа налево, а ось зарядов Qь проходит через сере

дины отрезков, соединяющих глюоны z:' уµ+ и уµ-' zµ' и направлена 
сверху вниз. В обоих случаях направления определяются от положи

тельных зарядов к отрицательным. Проекции на третью ось Qc, перпен
дикулярную плоскости глюонов, определяют значения третьего заряда, 

помещенного в последнюю колонку таблицы 11.1.1. Заряды кварков, ан
тикварков и глюонов (проекции векторов) графически проиллюстриро

ваны на отдельном рисунке 11.2, где по горизонтальной оси отложены 
значения зарядов Qa, а по вертикальной оси - заряды Qь. Из рисунка 

видно, что все кварки и антикварки в зарядовой плоскости находятся 

на одной окружности с центром в начале координат. 

IV Qь 
I 

1/2 Qa 

if.(2) 

III п 

Рис. 11.2. Заряды кварков в нейтральных каналах 
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Соединив отрезками положения нейтральных зарядов трех кварков, 

получаем равносторонний треугольник с верхней стороной, параллель

ной горизонтальной оси Q а. Аналогичным образом соединив положения 
антикварков, обозначенных тильдой сверху, получаем второй равносто

ронний треугольник (равновеликий первому) с горизонтальной нижней 

стороной. 

11.1.2. Кварковый октаэдр 

1. Выделим в кварковом кубе (на рисунке 11.1) шесть точек, соответ
ствующих кваркам и антикваркам, и соединим их друг с другом отрезка

ми. Поскольку эти точки расположены в центрах граней куба, то в итоге 

из соединяющих отрезков вырисовываются контуры кваркового октаэд

ра с вершинами в положениях кварков и антикварков (см. рис. 11.3). 

Рис. 11.3. Кварковый октаэдр 

2. В целях единства рассмотрения геометрофизики сильных взаимодей
ствий со случаем электрослабых взаимодействий обсудим симметрии кварко

вого октаэдра. Имеется три вида симметрий относительно трех осей: 1) оси, 
проходящей через центры двух противоположных граней, 2) оси, проходящей 
через две противоположные вершины октаэдра и 3) оси, проведенной через 
середины двух противоположных ребер. 

1) Случай оси, проходящей через центры двух противоположных граней, 
проиллюстрирован в виде двух проекций, изображенных на рисунках 11.4 а и 
Ь. Первая проекция на рисунке 11.4.а соответствует взгляду на кварковый ок

таэдр со стороны конца вектора на рисунке 11.1, проходящего через положения 
скалярных конформньrх факторов. На рисунке 11.4.Ь эта проекция изображе-
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а) 
Q{з) 

Ь) 

Q(з) 

Q(2) Q{l) 

00 Qc 
Qc о 

Q(1) Q(2) Q(l) 

Q(з) Q(з) 

Рис. 11.4. Две проекции октаэдра 

на под прямым углом, откуда видно, что 6 состояний кварков разбиваются на 
две группы по 3 состояния (3+3=6). В одной плоскости, перпендикулярной 
оси симметрии, расположены кварки, а в другой, параллельной первой, - ан

тикварки. Можно сказать, что эта ось симметрии определяет разделение на 

частицы и античастицы. 

2) Второй вариант выбора оси симметрии соответствует расщеплению 6 
состояний на три подгруппы: 1+4+1=6, где единицами выделяются состояния 
кварка, соответствующие одному из хроматических зарядов (цветов). 

3) Третий вариант выбора оси симметрии (через середины противополож
ных ребер) разделяет состояния кварка на три группы: 2 + 2 + 2 = 6 так, что в 
каждой из них присутствуют представители двух цветовых состояний: основ

ного или сопряженного. Можно утверждать, что этой осью симметрии так

же осуществляется разделение по трем цветовым состояниям. Каждую группу 

можно охарактеризовать по отсутствующему в ней цветовому состоянию. 

11.2. Заряды электрослабо взаимодействующих частиц 
одного поколения 

1. Поскольку электрослабые взаимодействия здесь рассматриваются 
как особым образом «усеченные» сильные взаимодействия, то естествен

но ожидать возможность иллюстрации этого усечения в виде перехода 

от кварковых куба и октаэдра к неким иным геометрическим конструк

циям, соответствующим электрослабым взаимодействиям. Начнем с об

суждения частиц одного (первого) поколения. Для этого выпишем веди

ную таблицу (11.2.1) установленные в главе 10 данные о гармониках f5, 

Е6 и зарядах введенных частиц и полей. 
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Ароматы Частицы С:5 ев у Тз Q z-заряды 

Левые 1 +1 1 +1 +~ 1 2 . 2 е UL 3 3 - - -sш w 
2 3 2 3 

кварки 
1 1 1 1 1 1 . 2 е dL 3 -1 3 -2 -3 -- + -sш w 2 3 

Правые ин 
4 о 4 о +~ 2 . 2 е 
3 3 --sш w 

3 3 
кварки 

2 2 1 +! sin2 ew dн -3 о -з о -з 

Левые IJL -1 +1 -1 +1 о 1 
2 2 

лептоны 
1 1 . 2 е eL -1 -1 -1 -2 -1 - 2 +sш w 

Правые IJR о о о о о о 

лептоны ен -2 о -2 о -1 +sin2 8w 

Векторные Вµ о о о о о о 
бозоны w+ о +2 о +1 +1 а 

w-µ о -2 о -1 -1 
А(З)µ о о о о о о 

(11.2.1) 

2. Гармоники фермионов и бозонов из этой таблицы графически про
иллюстрированы на рисунке 11.5. На этом графике по вертикальной оси 

ев 

+2 w+ µ 

-2 w; 

2 €5 

Рис. 11.5. Гармоники фермионов и бозонов в 7-мерной геометрической теории. 

отложены гармоники <:5, а по горизонтальной оси-гармоники <:5. Как 

видно из рисунка, положения кварков и лептонов, соединенные отрезка-
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ми, образуют два одинаковых квадрата, сдвинутых друг относительно 

друга вдоль горизонтальной оси. 

3. Заряды лептонов и кварков графически проиллюстрированы на 
рисунке 11.6, где по горизонтальной оси отложены значения электриче
ского заряда Q, а по вертикальной оси-значения слабого заряда 9rs· 

Здесь первый индекс (r) означает вид частицы (лептон е, v, верхний и 
или нижний d кварк), а второй индекс (s) характеризует левую (L) или 
правую (R) компоненту. Легко видеть, что суммы пар векторов, прове
денных из начала координат в положения левых компонент частиц, сов

падают с суммами пар соответствующих векторов (лептона или кварка) 

правых компонент: 

v[, + е[, = eR_; 

и[, + d-;, = ин + d~ 

(11.2.2) 

(11.2.3) 

и наклонены под углом Вайнберга е к горизонтальной оси. Линию, про

ходящую через начало координат и эти векторы, назовем линией Вайн

берга. 

На рисунке 11.6 начало координат соответствует фиктивной правой 
компоненте нейтрино vн с нулевыми зарядами: QvR =О, 9vR =О. Отрез

ки, соединяющие положения четырех характерных точек (компонент) 
лептона, образуют лептонный ромб. Точно так же отрезки, соединяю

щие положения четырех компонент кварка, образуют равный по вели

чине кварковый ромб, сдвинутый относительно лептонного ромба впра

во вниз вдоль линии Вайнберга. Легко видеть, что большие диагонали 

ромбов наклонены к вертикальной оси под углом Вайнберга, а малые 

диагонали лежат на линии Вайнберга. 

4. Для античастиц, характеризуемых противоположными по знакам 
значениями зарядов, можно построить аналогичную пару ромбов, от

личающуюся от изображенных на рис. 11.6 сдвигом вдоль линии Вайн
берга. На таком едином графике все 16 компонент частиц (учитывая 
фиктивные правые компоненты нейтрино и антинейтрино) расположат

ся на трех параллельных прямых: на линии Вайнберга будут находиться 

все правые компоненты частиц, тогда как все левые компоненты распо

ложатся симметрично на двух параллельных линии Вайнберга линиях, 

отстоящих от нее на расстояние, определяющее константу слабого вза

имодействия через W-бозоны. 

5. Отметим, что для барионов также можно ввести значения элек
трического и 9r8-зарядов. При этом заряды барионов (протона р и ней
трона п) будут соответствовать зарядам антилептонов и, наоборот, за

ряды лептонов - зарядам антибарионов. Полный набор кварков, анти-
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Рис. 11.6. Соотношение кваркового и лептонного ромбов 

кварков, барионов и антибарионов изображен на графике рисунка 11.7, 
соответствующем упомянутому графику для 16 компонент кварков и 
лептонов, только, в отличие от лептонов, в начале координат зарядовых 

осей будут располагаться нейтрон и антинейтрон. 

6. Заметим, что охарактеризованные здесь зарядовые ромбы электро
слабо взаимодействующих частиц одного поколения можно получить в 

9sr 

Рис. 11.7. Графическая классификация компонент барионов, антибарионов, 
кварков и антикварков на плоскости электрического и Z-зарядов 
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виде проекций кваркового октаэдра (из сильных взаимодействий) на со

ответствующим образом определенные зарядовые плоскости. При этом 

нужно только должным образом определить соответствие компонент 

сильно взаимодействующих кварков и антикварков с верхними или ниж

ними компонентами электрослабо взаимодействующих частиц. 

11.3. Кварковый икосаэдр 

Изложим геометрическую интерпретацию электрослабых зарядов 

компонент кварков сразу всех трех поколений. Она опирается на геомет

рические свойства еще одного правильного многогранника - икосаэдра. 

Оказывается, ароматы кварков и значения зарядов можно связать с дис

кретными симметриями икосаэдра, построенного в пространстве тех же 

самых трех измерений, что и кварковые куб и октаэдр, иллюстрирую

щие закономерности сильных взаимодействий. 

11.3.1. Определение кваркового икосаэдра 

Напомним, икосаэдр представляет собой один из пяти правильных 

многогранников в 3-мерном (плоском) пространстве (см., например, 

[46]). Он образован 20 равносторонними треугольниками (гранями), схо
дящимися в 12 вершинах. (Отметим, что не упоминавшийся пока тетра
эдр тесно связан с кубом, а пятый вид правильных многогранников -
додекаэдр - составлен из правильных пятиугольников и находится в об

ратном соответствии с икосаэдром в том смысле, что обладает, наоборот, 

20 вершинами и 12 гранями.) 
Перечислим основные принципы описания трех поколений кварков с 

помощью икосаэдра. 

1. Поскольку каждый из 6 ароматов кварков обладает правой и левой 
компонентами, то всего имеется 12 компонент кварков, которые сопо
ставим с 12 вершина.ми икосаэдра, изображенного на рисунке 11.8.а. 

2. Известно, что икосаэдр можно образовать из трех взаимно пер
пендикулярных прямоугольников, у которых отношения сторон опре

деляются золотым сечением 1 . На рисунке 11.8.Ь изображены три таких 
прямоугольника, два из которых представлены в виде отрезков - проек-

1 Напомним, золотым сечением называют особый случай деления отрезка на две 
неравные части, при котором целое (отрезок) относится к большей своей части так 
же, как большая часть к меньшей. Обозначая отношение символом х, для него имеем 

уравнение х2 
- х - 1 =О, решением которого являются .~золотые числа» (сечения): 

х1 = 1+/5 = 1,6180 ... =а; х2 = 1
- 2v'5 = -0,6180 ... =-а'. 
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ций на плоскость одного из этих прямоугольников. Соединив отрезками, 

равными малой стороне прямоугольников, 12 углов, получаем икосаэдр 
11.8.а (напомним, икосаэдр имеет 30 ребер). 

а) Ьн Ь) 

tL 4 t Ьн 
ин UL 

sн 
а 

CL 
а - - а - -SL CR 

dн 

dL dн 

tн о ЬL 

tн 

Рис. 11.8. Система из 12 компонент кварков, помещенных в вершины икосаэд
ра, образованного тремя взаимно перпендикулярными прямоугольниками 

В каждой вершине икосаэдра сходятся пять правильных треуголь

ников. Противоположные к вершине стороны треугольников образуют 

правильный пятиугольник. Легко видеть, что каждый из трех назван

ных прямоугольников в качестве малой стороны имеет ребро икосаэдра 

а, а в качестве бодьшой стороны выступает диагональ пятиугольника Ь. 

Поскольку каждый из углов пятиугольника равен 108°, то диагональ 
пятиугольника выражается через длину ребра посредством формулы 

Ь = 2asin54° = 2а · 0,8090 (см. рисунок 11.9.а), откуда следует утвер
ждение, что отношение сторон прямоугольников, образующих икосаэдр, 

Ь/а = CJ = 1,6180 ... равно золотому се'Чению. 
Сопоставим с 3 поколения.ми кварков три взаимно перпендикуляр

нъtх пря.моуголы-~ика, образующих икосаэдр. Две пары компонент верх

него и нижнего кварков одного поколения поместим в вершины одного 

прямоугольника (см. рисунок 11.8.Ь). 

3. Анализ показывает, что для каждого покодения кварков долж
но выполняться следующее правило: левая и правая компоненты одно

го ара.мата соединяются бо.лъшой стороной пр.я.моуголъника, а верхние 

и 'Ниж'Ние ко.мпоне'Нmъt кварков противоположной орие'l-tmшции (левой 

или правой) - малой стороной пр.я.моуголъника. При этом компоненты 

кварков одинаковой ориентации окажутся на противоположных концах 

диагоналей прямоугольника. 
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а) А Ь) 

с 

в 36° 

а а 

Рис. 11.9. Пятиугольное сечение и соответствующая ему вершина икосаэдра 

4. Имеется еще неоднозначность во взаимной ориентации прямо
угольников с указанными правилами расположения компонент кварков. 

Фиксируем расположение компонент кварков так, как показано на ри

сунке 11.10.а, т. е. на приведенной проекции рисунка правые компоненты 

расположены снаружи по внешнему периметру изображения икосаэдра, 

а левые компоненты - внутри изображения. При этом верхние и нижние 

компоненты кварков чередуются друг с другом по периметру. 

Если ввести цилиндрические координаты с осью z1, проходящей, на

пример, через середины ребер [sRcL] и [sLcR] (на рисунке 11.10.а на нас), 
то все компоненты кварков окажутся на пяти параллельных сечени

ях, образуя комбинацию 12 = 2 + 2 + 4 + 2 + 2, где средняя четверка 
компонент принадлежит одному поколению (первому в данном случае), 

первая и последняя двойки компонент составляют второе поколение, а 

две промежуточные пары компонент образуют третье поколение. В этом 

смысле можно утверждать, что выбор оси z, проход.ящеu -ч,ерез середи
ны противоположных ребер икосаэдра, соответствует распределению 

компонент кварков по трем поколениям. 

5. Сравнение проекций икосаэдра, изображенных на рисунках 11.10.а 
и 11.10.Ь, и проекций кваркового октаэдра, изображенных на рисунках 

11.4.а и 11.4.Ь, позволяет наглядно проиллюстрировать суть перехода 

от сильных взаимодействий к электрослабым. Из рисунков видно, что 

в кварковый икосаэдр можно вложить два октаэдра, деформированных 

вдоль оси, соединяющей середины противоположных граней: один рас

тянутый, в вершины которого помещены левые компоненты кварков, 

и другой сплюснутый, в вершинах которого расположены правые ком-
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поненты кварков всех 6 ароматов. При этом левые компоненты двух 
кварков одного поколения оказываются соответствующими кварку q(s) 

и антикварку ii(s) одного и того же цвета (в сильных взаимодействиях). 

Аналогичное можно сказать и про правые компоненты кварков, причем 

на деформированных октаэдрах кварки левых и правых компонент ~в 

электрослабых взаимодействиях) соответствуют разным цветовым со

стояниям кварка (в сильных взаимодействиях). 

11.3.2. Геометрическое описание зарядов кварков 
трех поколений 

Используемые в калибровочной модели Вайнберга-Салама заря

ды кварков, характеризующие слабое Z-взаимодействие (через проме

жуточные нейтральные Z-бозоны), электромагнитное взаимодействие и 

слабое W-взаимодействие (через промежуточные заряженные W±-бозо
ны), можно геометрически интерпретировать (иллюстрировать), выбрав 

другие оси симметрии. 

1. Z-заряды 
Возьмем ось симметрии z2, проходящую через центры противо

положных граней икосаэдра - так, как это изображенно на рисунках 

11.10.а и 11.10.Ь, где икосаэдр представлен в двух взаимно перпендику

лярных проекциях. При этом выборе оси z2 все 12 компонент кварков 
оказываются расположенными на четырех параллельных сечениях, об

разуя комбинацию 12 = 3 + 3 + 3 + 3. Покажем, что 'Четъ~ре извест
нъ~х зна'Чения зарядов Z-взаи.модействий кварков {'Через нейтралънъ~е 

Z-бозонъ~} определяются 'Четъ~ръ.мя проекция.ми компонент кварков на 

въtбранную осъ си.м.метрии z2. Это наглядно видно на проекции икоса

эдра, изображенной на рисунке 11.10.Ь. 

Выразим заряды слабых Z-взаимодействий, определяемые формула

ми из правой колонки таблицы (11.2.1), через геометрические характе
ристики икосаэдра. Для этого положим, что ось z2 на рисунке 11.10.Ь 

проходит через центр О икосаэдра. Выберем начало координат на оси 

z2 в точке О', отстоящей от проекции ЬR (или dR) на ось z2 вправо на 
некоторое расстояние zo. 

Из рисунка 11.10.Ь видно, что координаты всех левых верхних ком

понент кварков CL, иL, tL вдоль оси z2 определяются выражением: 

(11.3.1) 
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Рис. 11.10. Ракурсы икосаэдра для определения кварковых зарядов 

где концы отрезков, заключенные в квадратные скобки, обозначены сим

волами соответствующих проекций компонент кварков, а угол f3 опре
деляет наклон использованных отрезков к оси z2. Аналогично находим 

координаты другой тройки левых (нижних) компонент кварков: 

(11.3.2) 

а также двух троек правых компонент кварков (соответственно, верхних 

и нижних): 

{ UR, CR, tR}z = -([uLUR] - [cLdR]) cos f3 + zo; 

{dR,sR,bR}z = zo. 

(11.3.3) 

(11.3.4) 

Приравняв друг другу стандартные выражения из таблицы (11.2.1) 
и геометрические (11.3.1)-(11.3.2) 

в(.!.-~· 20 )- 2[ ] rз(.!._([uLUR]-[cLdR])cosfЗ-zo)· 
О 2 3 SШ W - UL UR COS 2 [ j {3 , 

2 ULUR COS 

Во(-~+ ~sin2 Bw) = 2[uLuR]cosf3 (-~ + 2[uLu~]cosf3), 
находим соответствия: 

(11.3.5) 

13-2979 
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Соответствия значений для правых компонент выполняются автомати

чески. 

Из правильного 5-угольника (uн,sL,cн,uL,tL), изображенного на ри

сунке 11.11.а, находим проекции на вертикальную ось 

[иLин] = [АВ] = acos 18°; 

[cLdн] =[Вен]= asin36° --> [иLин] - [cLdн] = acos 18°(1 - 2sin 18°); 

. 2 е 1 - 2 sin 18° 
SШ W = 

2 
С::: 0,19--> ew с::: 26°. (11.3.6) 

Это значение меньше обычно приводимых экспериментальных оценок 

угла Вайнберга. 

П. Электрические заряды 

Угловой координатой .можно охарактеризоватъ общеприн.ятъtе зна

'Чени.я электри'Ческих зар.ядов кварков. Задав на рисунке 11.10.а начало 

отсчета угловой координаты r.p (по часовой стрелке) от направления (из 
центра) на нижние кварки Ьн и SL, находим, что все верхние кварки, 
обладающие электрическим зарядом Q = +2/3, характеризуются значе-
ниями угла 

(11.3.7) 

где п =О, 1, 2, а все нижние кварки, обладающие электрическим заря
дом Q = -1/3, характеризуются значениями угла 

(11.3.8) 

где п опять принимает те же значения: О, 1, 2. 

III. Заряд W-взаимодействий 
Оставшейся радиалъной координатой .можно охарактеризоватъ 

свойства компонент кварков у'Частвоватъ во взаи.модействи.ях 'Через 

про.межуто'Чнъtе зар.яженные W-бозонъt. Из рисунка 11.10.а видно, что 

все 12 компонент кварков можно охарактеризовать лишь двумя значени
ями радиальной координаты - расстояниями соответствующих вершин 

икосаэдра от центра (начала координат) в данной проекции икосаэдра 

на плоскость. Все левые компоненты кварков характеризуются ради

усом аvГз/3, тогда как правые компоненты - радиусом а cos 36° / sin 60° 
описанной окружности вокруг проекции икосаэдра. Отсюда следует, что 

W-заряд gw компоненты кварка, а следовательно, и то, левая она или 
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правая, можно охарактеризовать величиной 

( 
2аvГз ) gw =С r - -

3
-cos36° , (11.3.9) 

где С - некий коэффициент. Для правых компонент кварков эта вели

чина равна нулю, а для левых компонент gw #О. 

IV. Квазиэлектрические заряды 
Третий вариант выбора оси симметрии z3 - через противоположные вер

шины икосаэдра. Пусть в этих вершинах находятся компоненты кварков Ь н и 

tн (см. рисунок 11.11), тогда остальные десять компонент кварков располага
ются в двух параллельных плоскостях по пять компонент в каждой. Согласно 

рисунку, в верхней плоскости находятся компоненты кварков UL, ин, SL, сн 

и tL, а в нижней плоскости-компоненты dL, dн, CL, sн и ЬL. Таким образом 
получается комбинация 12 = 1+5 + 5 + 1. 

Рис. 11.11. Ракурс икосаэдра для определения кварковых квазизарядов 

С этим вариантом естественно связать определение неких других свойств 

кварков. Прежде всего, по аналогии с предыдущим случаем, можно определить 

некий заряд, который назовем квазиэлектри'Чески.м. Сдвинув начало коорди

нат вдоль оси z3 от центра икосаэдра вниз на одну шестую расстояния между 

плоскостями пятиугольников дz = Q е, приходим к следующим значениям ква
зиэлектрических зарядов компонент кварков: 

- - - - - 2-
QuL = QuR = QsL = QcR = QtL = +зQе; (11.3.10) 

- - - - - 1-
QdL = QdR = QcL = QsR = QьL = -3Qe; (11.3.11) 

- 2- - 1-
Qьн = 3Qe + h; QtR = -3Qe - h, (11.3.12) 
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где h - расстояние между вершиной икосаэдра и плоскостью прилегающего 

пятиугольника. 

Обратим внимание на следующие особенности данного определения квази
электрических зарядов: 

1) Левые и правые компоненты одного и того же аромата кварков имеют 
одинаковый квазиэлектрический заряд только для первого поколения кварков, 

где CJиL = CJиR1 QdL = QdR· 
2) Для второго поколения кварков имеет местq перекрестное совпадение 

зарядов: 

(11.3.13) 

Но в целом значения квазиэлектрических зарядов не отличаются от двух элек

трических зарядов, приписываемых кваркам (в соответствующих единицах). 

3) Для третьего поколения кварков квазиэлектрические заряды соответ
ствуют общепринятым значениям электрических зарядов (в соответствующих 

единицах) лишь для левой компоненты t-кварка (QtL = +(2/3)Qe) и для левой 
компоненты нижнего Ь-кварка (QЬL = -(1/3)Qe)· Для других двух компонент 
квазиэлектрические заряды существенно отличаются от электрических, как 

это видно из (11.3.12). 

V. Квазистравность 
Названные свойства квазиэлектрических зарядов позволяют ввести гео

метрический аналог физической характеристики кварков второго поколения -
странности или шарма (очарования). Определим новое понятие (заряд)- ква
зистранностъ - через разности квазиэлектрических зарядов левых и правых 

компонент одного аромата кварков, тогда для кварков первого поколения ква

зистранность равна нулю: 

(11.3.14) 

Для кварков второго поколения квазистранность отлична от нуля и имеет зна
чения: 

(11.3.15) 

Для кварков третьего поколения квазистранность также отлична от нуля и 

имеет значения: 

St = CJtL - QtR = Qe + h; Sь = QЬL - Qьн = -Qe - h. (11.3.16) 

Из треугольников, изображенных на рисунке 11.9.Ь, находим геометриче

ские значения введенных здесь величин - квазиэлектрического заряда Q е и 
h: 

- аv'з 
Qe = -

2
- соs{З ~ 0,8504 ·а; h = av'1 - 2sin18° ~ 0_525 . а. 

2 sin 36° 
(11.3.17) 
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Непосредственным вычислением убеждаемся, что отношение этих величин 

(11.3.18) 

совпадает с золотым сечением. Таким образом, для кварков третьего поколе

ния (11.3.16) можно переписать в виде 

Bt = Qe(1+0"1
); Вь = -Qe(1+0"1

), (11.3.19) 

где 0"1 = О"- 1 = 0,6180 - второе значение золотого сечения. 

VI. Заряды, характеризующие поколения 
Выше были использованы оси симметрии z2 и zз и вводились заряды через 

значения расстояний между характерными сечениями икосаэдра. Для едино

образия можно ввести аналогичные заряды, характеризующие поколения, и 

для оси симметрии z1 • Выберем начало координат оси z1 в центре икосаэдра, 

в плоскости компонент кварков первого поколения. Тогда, учитывая, что до 

плоскостей, где располагаются компоненты кварков второго поколения, рас

стояние аО" /2, а до плоскостей с компонентами третьего поколения расстояние 
а/2, то, деля эти расстояния на длину ребра икосаэдра а, получаем заряды 

соответственно для первого, второго и третьего поколений: 

(} 

G2 = ±-· 2' 
(11.3.20) 

Очевидно, что все три поколения кварков равноправны. Различия в зна

чениях зарядов имеют относительный характер, обусловленный выделением 

одного из поколений. 
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Возьмем плоскость с двумя осями х;, z; и будем откладывать вдоль 
оси х; значения электрических зарядов Q, а вдоль оси z~ - значения 
Z-зарядов кварков. Изобразим на этой плоскости положения четырех 

компонент кварков одного поколения согласно общепринятым форму

лам из таблицы (11.2.1). На рисунке 11.12.а выбраны кварки первого 
поколения. Легко показать, что, соединив отрезками изображения четы

рех компонент кварков, получим ромб с длиной сторон Во/2. Из рисунка 

следует, что заряд электрона Qe = Qu - Qd соответствует расстоянию 
между двумя вертикальными отрезками [dнdL] и [иLин]: 

Qe = BosinBwcosOw. (11.4.1) 

Заметим, что свойство быть ромбом четырехугольника (dн,иL,ин,dL), 
построенного на основе формул из таблицы (11.2.1), не зависит от зна
чения угла Вайнберга Bw. 
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Ь) 

Рис. 11.12. Кварковый ромб первого поколения 

1. Выделение ромба в проекции 
Обратим внимание, что на проекции икосаэдра, изображенной на ри

сунке 11.10.Ь и более подробно на рисунке 11.12.а, для компонент квар

ков первого поколения также получился ромб. Характерно, что на дан

ной проекции оказались совмещенными закономерности, обсужденные в 

предьщущих двух разделах, т. е. имеют место разбиения 12 компонент 
кварков по параллельным плоскостям, с одной стороны, на комбинацию 

12 = 3 + 3 + 3 + 3, а с другой стороны, на комбинацию 12 = 1+5+5 + 1. 
Очевидно, что проекция икосаэдра, изображенная на рисунке 11.11, по
лучится из проекции 11.10.Ь поворотом сначала по часовой стрелке на 

угол /3 вокруг оси У2, а затем на угол 90° вокруг оси х2. 
Проанализируем возможность отождествления кваркового ромба, 

изображенного на рисунке 11.12.Ъ, с ромбом на проекции икосаэдра ри

сунка 11.12.а (или на рисунке 11.10.Ъ). Для достижения полного соот

ветствия изображений двух ромбов, проведем на рисунке 11.12.а пер

пендикуляр из проекции кварка dR (или sR) на плоскость положений 
кварков UL и UR, а также перпендикуляр из проекции кварка UR (или 
cR) на плоскость, где находятся кварки dR и dL. Кроме того, проведем 
новую ось х;, проходящую через точку О', делящую отрезок [dRuR] в 
пропорции один к двум, и параллельную проведенным перпендикуля

рам. Определим также новую ось z; с началом в точке О' перпендику
лярно оси х~. Из рисунка 11.12.а легко находится значение угла /3 между 
парами соответствующих осей. Так, опуская перпендикуляр из проекции 

uL на отрезок [sLdL], получаем прямоугольный треугольник (uL,sL,K), 
из которого находим 

Sl·n ;э = [ 
8 LK] V3 О 187 /3 10 7° 

[ ] [ ] = 6( 8 . 36 ) ~ ' --+ ~ , . ULUR + ULSL cos 1 о +sш о 
(11.4.2) 
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Легко видеть, что для данного поколения электрические заряды ком

понент кварков совпадают с квазиэлектрическими, введенными выше: 

(11.4.3) 

Это послужило одной из причин для названия в предыдущем разделе 

зарядов Q квазиэлектрическими. 
Определим по-новому значения Z-зарядов компонент кварков - че

рез проекции на новую ось z;. Из рисунка 11.12.а видно, что для 8 ком
понент кварков опять можно определить четыре сечения, перпендику

лярные уже новой оси z;. Вычислим новые геометрические значения 
Z-зарядов 91 выделенных компонент кварков: 

9~L=9~L= [иLиR]- ~[Мин]=асоs 18°-
23а (cos 18°-sin 36°+ v; sin,8) ; 

9~L = 9~L = -[dнdL] +~[Мин]= -а cos 18° + ~ ( cos 18° -sin 36° + v; sin ,В) ; 

9~R =9~R =-~[Мин]=- 2
; ( cos 18°-sin36°+ V: sin/3) ; (11.4.4) 

9~R =9~R =+~[Мин]=~ ( cos 18° -sin36°+ V: sin,8) . 

Приравнивая эти значения Z-зарядов стандартным выражениям из таб

лицы (11.2.1), находим новые значения констант 

ВЬ = 2[иLин] = 2acos 18°; (11.4.5) 

. 2 е' 2 cos 18° - 2 sin 36° + J3 sin .в о 29 
~ w= ~ ' -4cos 18° 

Bw ~ 32,5°. (11.4.6) 

Это значение оказывается больше общепринятой величины угла Вайн

берга. 

Введение кваркового ромба позволяет дать геометрическую ин

терпретацию заряда W-взаимодействий кварков. Согласно общепри

нятой калибровочной модели электрослабых взаимодействий, W
взаимодействия характеризуются константой 92, через которую (и вто

рую константу 91 ) можно записать значения как электрического заряда 

электрона, так и угла Вайнберга: 

откуда следует 

е = 9192 . 

V9i + 9i' 
sinBw = 91 

V9i + g~' 
е 

92 = -.--. 
smew 

(11.4.7) 

(11.4.8) 
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Обратимся к рисунку 11.12.а и рассмотрим треугольник (uL,dL,P), обра
зованный большой диагональю ромба, перпендикуляром из проекции UL 
на проекцию нижнего пятиугольника и частью проекции последнего. По

скольку [uLP] равно [М dR], соответствующему как электрическому, так 
и квазиэлектрическому зарядам электрона, то из названного треуголь

ника находим, что заряд W-взаимодействий g2 в принятьtх единицах 

определяете.я длиной болъшоu диагонали кваркового ромба. 

Заметим, что при данном здесь определении зарядов нейтральных 

взаимодействий нарушается универсальность формул в таблице (11.2.1) 
для четырех компонент кварков второго и третьего поколений (cL, sL, 
tн и ЬR), т. е. для этих компонент, ответственных за появление понятия 

странности, электрические заряды отличаются от значений квазиэлек

трических зарядов. 

Легко видеть, что поворотом икосаэдра на рисунке 11.12.а вокруг 

оси z2 (направленной на нас) на 120° и 240° достигается замена ромба 
компонент кварков первого поколения (на соответствующей проекции 

икосаэдра 11.10.Ь) на аналогичные ромбы второго и третьего поколений. 

11. Выделенная ориентация первого поколения 
Имеется такая ориентация кваркового икосаэдра, в которой, во-пер

вых, сохраняется универсальность формул Z-зарядов для всех 12 компо
нент кварков трех поколений, и, во-вторых, в 2-мерной проекции возни

кает стандартный кварковый ромб для кварков выделенного (в данном 

случае первого) поколения. Для получения такой ориентации вернемся 

к рисункам 11.10.а и 11.10.Ь. На рисунке 11.10.а повернем оси х2 и У2 

вокруг оси z2 по часовой стрелке до новой ориентации осей х; и у; так, 
чтобы отрезок URUL (или dнdL, что равносильно) оказался ориентиро
ванным вдоль направления оси у;. У гол а: такого поворота находится из 

условия равенства проекций точек UR и UL на ось х;: 

аJЗ . а cos 36° 
-

3
- sш(30° +а:) = . 

60 
cos(60° +а:) --+ 

Slll о 

--+ tga = )зсоs 3бо - l ::::: 0,165--+ а:::::: 9,5°. (11.4.9) 
3(1+2sin36°) 

Очевидно, при таком повороте вокруг оси z2 на рисунке 11.10.Ь поло

жения четырех выделенных плоскостей с компонентами кварков не из

менятся, однако проекции на ось х2 (или ось х;) станут иными. Поло
жение 'UL приподнимется, а положение UR опустится. В итоге на изме
ненной проекции икосаэдра 11.10.Ь четыре проекции компонент кварков 
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первого поколения (uL, ин, dL, dя) опять образуют ромб. Развернув 
ромб так, чтобы ось z~ стала вертикальной, и сдвинув начало координат 
вдоль проекции диагонали ромба dяия так, чтобы оно делило диагональ 

в пропорции один к двум, опять приходим к рисунку 11.12.Ь, однако с 

другим значением угла Вайнберга, равным ранее полученной величине 

Bw ~ 26°. 
Легко видеть, что в данной проекции кваркового ромба W-заряд по

прежнему определяется длиной большой диагонали ромба. 

Подводя итог изложенному в этой главе, выскажем некоторые сооб

ражения. 

1. В геометрофизике трех скрытых размерностей проявилась важная 
роль правильных многогранников: куба, октаэдра и икосаэдра, с кото

рыми тесно связаны тетраэдр (с кубом) и додекаэдр (с икосаэдром). Эти 

фигуры, известные с древности, часто называют платоновскими телами, 

поскольку попытка обоснования их взаимосвязи с основными элемен

тами мироздания была предпринята Платоном. Действительно, данные 

фигуры позволяют геометрически проинтерпретировать основные «кир

пичики» мироздания: кварки, лептоны и барионы, но не в явном 3-мер

ном пространстве, а в импульсном пространстве трех скрытых размер

ностей калуцевского типа. 

2. В геометрофизике через кварковый икосаэдр проявилась золотая 
пропорция (золотое сечение) -понятие, также хорошо известное с древ

ности и характеризующее свойства многих объектов и явлений класси

ческого макромира, однако пока еще не нашедшее своего физического 

обоснования и места в общепринятой теоретической физике. 
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6-Мерная теория Калуцы-Клейна 
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В этой главе представлен следующий этап построения единой гео

метрической теории физических взаимодействий на основе 8-мерной гео

метрии-осуществляется переход от 7-мерия к 6-мерной геометрической 

теории грави-электромагнитных взаимодействий массивных частиц. От 

получившейся теории, далее понижая размерности, можно перейти к 

рассмотренным в главе 8 пятимерным теориям Калуцы и Клейна, а за
тем спуститься к общепринятой 4-мерной эйнштейновской ОТО. После
довательность этих шагов представлена на блок-схеме рисунка 12.1. 

Исходное 8-мерие 

Теория грави-сильных взаимодействий 

7-Мерная теория грави-электрослабых 

взаимодействий 

6-Мерная теория 

Калуцы-Клейна 

5-Мерная теория Калуцы 

ия Клейна 

4-Мерная ОТО 
1 

Rµv - 2.gµ"R = 
Физические бозонные поля 

_ у(Ьоs) 
-Х µv 

Рис. 12.1. Принципиальная блок-схема единой геометрической теории физиче
ских взаимодействий (бозонный сектор) 
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Необходимость построения 6-мерной геометрической теории, занима

ющей в блок-схеме центральное положение, становится очевидной и при 

последовательном переходе от теорий низших размерностей вверх - к 

теориям больших размерностей. Как уже указывалось, теория Калуцы 

нацелена на геометризацию электромагнитных взаимодействий, тогда 

как теория Клейна, точнее теория Клейна-Фока-Румера, предназна

чена для геометрического описания масс и закономерностей квантовой 

механики. Совместное решение этих задач возможно в рамках 6-мерной 

геометрической теории, которую следует называть теорией Калуцы

Клейна. 

Другим аргументом перехода к 6-мерию (снизу) является возмож

ность представить 5-мерную теорию Калуцы, в которой рассматрива

ются массивные заряженные частицы, как 6-оптику, построенную таким 

же образом, как 5-оптика из 4-мерной ОТО (см. главу 8). 
Еще один довод в пользу перехода к 6-мерию заключается в свой

ствах симметрий в 6-мерной плоской геометрии с сигнатурой ( + - - -
(+-),которые напоминают симметрии 4-мерной геометрии, способство

вавшие в свое время переходу от 3-мерного пространства (и отдельного 
времени) к 4-мерному пространству-времени. 

В этой главе показано, что скрытые размерности имеют самое прямое 

отношение к закономерностям квантовой механики. 

12.1. Переход от 7-мерия к 6-мерной теории 
грави-электромагнитных взаимодействий 

Перейдем от 7-мерия к 6-мерной теории аналогичным образом, как в 

главе 10 был осуществлен переход от 8-мерия к 7-мерной теории грави
электрослабых взаимодействий. 

12.1.1. Бозонный сектор 

1. Переход к 6-мерию можно произвести либо в штрихованных ко
ординатах 7-мерной теории (после преобразований координат (10.2.9)), 
либо в координатах 8-мерной теории. В первом случае это соответству

ет выходу на гиперповерхность х'6 = О, а во втором случае-выходу 
на гиперповерхность х5 = х6 . Выпишем компоненты триады (10.5.27)
(10.5.29) на данной гиперповерхности в двух видах-7-мерном и 8-мер-
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ном: 

G~(4) =С [ л(Аµ cosBw-ZµsinBw)+ (W: + w;)] = 

=С [(z: +z;)+(x: +х;)+(Уµ+ +Уµ-)]; 

G~(5)= ~ [yfI(AµcosBw-ZµsinBw)+(w:+w;)] = 

с 
= J2 [(z: +z;)+(x: +х;)+(Уµ+ +Уµ-)]; 

G~(6)= ~ [J2(AµsinBw+ZµcosBw)+(w:-w;)] = 

(12.1.1) 

(12.1.2) 

- с [ Гn( + - + - ( + - (- Ёµ)] - J2 -v2 Zµ +zµ )+(Хµ -Хµ )+ Уµ -Уµ )-2 Аµ+ V3 ' 
(12.1.3) 

где использованы формулы (10.2.5), (10.2.15), (10.5.23) и, в частности, 

(z: + z;) = А~1) = у!Iвµ = л(AµcosBw - ZµsinBw). (12.1.4) 

Напомним, что нейтральные поля сильных взаимодействий обозначены 

ТИЛЬДОЙ сверху. . 
2. На первый взгляд, может показаться, что при переходе к 6-мерию 

возникает новое нейтральное векторное поле 

(12.1.5) 

соответствующее тому, как в (10.2.5) из заряженных z;-глюонов полу

чалось нейтральное векторное поле А~1) _....., Вµ. Однако следует учесть, 
что аналогичные процедуры можно провести в трех вариантах редукции 

8-мерия к 7-мерной теории, соответствующих трем поколениям элемен

тарных частиц. В каждом из них имеют место эквивалентные теории 

электрослабых взаимодействий соответствующих поколений частиц. Бо

лее того, элементарные частицы разных поколений электрослабым об

разом взаимодействуют друг с другом. Это заставляет положить 

(х: + х;) = (Уµ++ уµ-) = (z: + z;) = л(Аµ cos Bw - Zµ sin Bw ), 

(12.1.6) 
откуда следует, что в триаду (12.1.1)-(12.1.3) нужно подставить выра-
жения: 

(W: + w;) = 2y!I (AµcosBw - ZµsinBw). (12.1.7) 
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3. Оператор калибровочно-инвариантной 4-мерной производной 

(10.3.14) на данной гиперповерхности х'6 =О существенно упрощается, 
поскольку пропадает зависимость от координаты х'6 : 

(12.1.8) 

т. е. третий вектор триады теряет смысл, а значимыми становятся лишь 

два вектора, совпадающие с соответствующими векторами 7-мерной тео

рии и образующие диаду в 6-мерии: 

G~(4) = J6C(Aµcos0w- ZµsinOw) = J6CBµ 

G~(5) = 2J3C(Aµcos0w -ZµsinOw) = 2J3CBµ. 

(12.1.9) 

(12.1.10) 

Легко убедиться, что при непосредственном выходе на гиперповерх

ность х5 = х6 = х7 в 8-мерной теории аналогичный калибровочно-инва
риантный оператор (9.2.22) принимает вид 

а; ---+ а;*= д~µ + Gµ(4)д4 + (Gµ(5) + Gµ(6) + Gµ(7))д~, (12.1.11) 

откуда, учитывая (9.4.18)-(9.4.20), опять приходим к диаде (12.1.9)
(12.1.10). 

12.1.2. Фермионный сектор 

1. В главе 10 уже рассматривался вопрос о гармониках кварков в 
7- и в 6-мерных вариантах геометрической теории. Было показано, что 

левые компоненты кварков, по своему определению, присущи именно 

7-мерной теории. При переходе к 6-мерию различия по гармоникам ле

вых и правых компонент кварков исчезают. Эти гармоники имеют вид 

(10.2.25)-(10.2.26), что соответствует зарядам электрослабых взаимодей
ствий (10.2.27) и (10.2.28). При этом нужно иметь в виду, что кварки 
определяются на специфической гиперповерхности х'5 х'6 , соответ
ствующей первичным координатам 8-мерной теории: 

(12.1.12) 

2. Лептоны определены на гиперповерхности х5 = х6 . Преобразо
ванип координат (10.2.9) никак не сказываются на реальных значениях 
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гармоник, поскольку при последовательном пересчете всех величин ока-

зывается, что 

х5 = хб ___, х'5 = х'б. (12.1.13) 

Для левых компонент лептонов нужно просто заменить координату х6 

на х5 . В итоге получаются следующие эффективные гармоники, совпа
дающие для левых и правых компонент: 

для электрона имеем eL "'ея,...., ехр(-21х5 ) ___, Q = -1; 

для нейтрино имеем VL "' vя ,...., ехр(О) ___, Q = О. 

(12.1.14) 

(12.1.15) 

Это упрощение ествественно объясняется тем, что в 6-мерной теории 

отсутствуют заряженные векторные бозоны, которые описывают взаи

модействия именно между левыми компонентами частиц. Потеря воз

можности описания заряженных векторных бозонов в 6-мерной теории 

влечет за собой отсутствие различий в гармониках левых и правых ком

понент частиц. 

12.2. 6-Мерная геометрическая теория 
Следуя традиции предыдущих глав, изложим самостоятельный вариант 

6-мерной теории, от которого диадным методом 4+1+1-расщепления произве

дем редукцию к 4-мерной теории, а затем на основе принципа соответствия, 

с одной стороны, с общеизвестной теорией электромагнитных взаимодействий 

и, с дl?угой стороны, с 6-мерной теорией, полученной из 7-мерия (из 8-мерия), 
установим окончательный вид физически интерпретируемой 6-мерной геомет

рической теории. 

12.2.1. Самостоятельный вариант 6-мерной теории 

Приведем ключевые положения самостоятельного варианта 6-мерной тео

рии в уже сложившейся последовательности. 

1. Ашебра диадного метода. 6-Мерный метрический тензор G м N предста

вим в двух видах: 

GмN = gмN ± Gм(4)GN(4) - Gм(5)GN(5) = gмN ± f,мf.N - ЛмЛN, (12.2.1) 

где для двух векторов диады введены свои буквенные обозначения G м ( 4) := f,м 
и Gм(5) = Лм по аналогии с монадным и диадным методами в 4-мерии или с 
монадным методом при изложении 5-мерных теорий Калуцы или Клейна. Эти 

векторы удовлетворяют условиям ортонормированности: 

f,мf,м = ±1; ЛмЛм = -1; 

Лмf,м =О; f.мgмN =О 

gмNgMN = 4; 

ЛмgмN =О. (12.2.2) 

Здесь и далее в этой главе индексы М, N пробегают 6 значений: О, 1, 2, 3, 4, 5. 
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Будем использовать калибровку типа дважды хронометрической в ОТО, 

первым выделив вектор ~м, т. е. направим вектор ~м вдоль направления коор
динатных линий х4 , и аналогичным образом зададим вектор лм после первого 
5+1-расщепления. Это означает следующую связь компонент диады с компо

нентами 6-мерной метрики: 

м G~ Gм4 
~ = V:E"G« ---> ~м = Gм(4) = y1±G

44
; (12.2.З) 

-м 

лм = Gs _ ___, Лм = G м(Б) = { G45Gµ~ - G44Gµ5 ; О; 
V-055 -JG44(G45 - G44G55) 

-JG~5 - G44G55} 
y1±G44 ' 

(12.2.4) 
где тильдой помечены компоненты 5-мерной метрики, получающиеся в резуль

тате первого 5+1-расщепления. 

4-Мерный метрический тензор автоматически имеет отличными от нуля 

только компоненты с 4-мерными индексами: 

(12.2.5) 

Выпишем также выражения для смешанных компонент составляющих метри

ческого тензора: 

~а = >.? = О; е = О; 

gN°' = GN°'; gf = gf =О; 94N = 95N =О; 

g~ = Gt = д~; g~ = е~а + Л4 Ла; g~ = Л5 Ла. 

(12.2.6) 

Квадрат 4+2-мерного интервала представляется через спроектированные 

величины следующим образом 

(12.2. 7) 

где 

(12.2.8) 

В данной калибровке естественным образом выделяется класс координат

ных преобразований 
х'4 = х'4(хо х1 х2 хз х4 х5)· 

' ' ' ' ' ' 
х,5 = х'5(хо х1 х2 хз х4)· 

' ' ' ' ' 

(12.2.9) 

(12.2.10) 

(12.2.11) 

2. Диадных физико-геометрических тензоров в 6-мерной теории имеется в 
самом общем случае 11: пять векторов, четыре тензора второго ранга и ДБа 
скаляра: 

ф~4) = ~N g;f (~м,N - ~N,M ); ф~) = лN g;f (Лм,N - Лн,м ); 

Fl4) = ~лN g;f (~м,н - ~н,м ); Fl5
) = ~~N g;f (Лм,н - Лн,м ); 

(12.2.12) 

(12.2.13) 
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р(4) _ .!_ М N(t: с )· р(5) _ .!_ М N(' _, )· 
µv - 29µ 9v <,N,M - i.,M,N ' µv - 29µ 9v ЛN,М лм,N ' 

D(4)_.!_мн(" с )· D(5) lмN(' , ) 
µv - 29µ 9v <,N;M + <,M;N ' µv = 2,9µ 9v ЛN;М + ЛМ;N ; 

ф(4) = ~м ;...N (~м,N - ~N,M ); Ф(5) = лм ~N (Лм,N - AN,M ); 

D~4) = ~9~ >..N (Лм;N + Лн;м ). 

(12.2.14) 

(12.2.15) 

(12.2.16) 

(12.2.17) 

Используя вид составляющих метрического тензора в данной калибровке, на

ходим, что D~4) = Fl5
) = О. 

3. Три диадных оператора дифференцирования имеют вид: 

д** = ~N _!!_ = е~-
4 дхN дх4' 

(12.2.18) 

д** ;...N д 4 д 5 д 
5 = дхN = ). дх4 + Л дх5 ; (12.2.19) 

д** N д 8 4 д 5 д 
µ = 9 µ дхN = дхµ ± ~ ~µ дх4 + Л Лµ дх5 · (12.2.20) 

Все эти операторы не зависят ни от ранга, ни от ковариантности дифференци

руемых (спроектированных) тензоров. Последний из этих операторов играет 
роль удлиненной производной в электродинамике. 

4. Запись всех общековариантных выражений в диадном виде, как и ранее, 
означает представление их только через спроектированные величины, через 

диадные физико-геометрические тензоры и операторы диадного дифференци

рования. В самом общем случае скалярная кривизна в диадном виде представ

ляется следующим образом: 

бR = 4R + р(4) p(4)a:f3 + р(5) р(5)а:/3 - 2\7**(Ф(4)а + ф(5)а)-
а:/3 а/3 а 

(12.2.21) 

Другие выражения будем выписывать по мере надобности. 

12.2.2. Физическая интерпретация 6-мерной теории 

1. 6-Мерная геометрическая теория развитого выше общего вида име
ет значительные возможности для описания различных сторон физиче

ских взаимодействий. В частности, используя общий случай 6-мерия с 

сигнатурой ( + - - - 1 - - ) и переобозначив координату х4 -+ х6 , мож
но геометризовать практически в полном объеме электрослабые взаи

модействия [34], т. е. решить большинство из тех задач, которые были 
рассмотрены в предыдущей главе в рамках 7-мерной геометрической 

теории. Трудности возникают лишь в массовом секторе. 
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Однако выше был сформулирован глобальный постулат описания из

вестных видов физических взаимодействий, исходя из единой 8-мерной 

геометрической теории путем нескольких шагов понижения размерно

стей до четырех измерений, присущих ОТО. В предыдущих главах со

ответствующие теории формировались посредством сопоставления гео

метрической теории, с одной стороны, с существующими калибровочны

ми моделями и, с другой стороны, руководствуясь общими принципами 

перехода от 8-мерия. В данном случае 6-мерной теории в качестве ка

либровочной модели следует использовать калибровочный (или обще

принятый полевой) подход к описанию электромагнитных взаимодей

ствий. Тот материал, который изложен в 5-й главе относительно элек

тромагнетизма, можно было бы поместить здесь петитом, как это сде

лано в предыдущих главах с материалом по хромодинамике или модели 

Вайнберга-Салама-Глэшоу. Другая часть для сравнения - данные, по

лученные из перехода от 8-мерия, -уже изложены в разделе 12.1. 
2. Как уже отмечалось, в общем случае в 6-мерной теории следовало 

бы ожидать представление векторов диады через два нейтральных и од

но (или два) заряженных физических поля, однако постулат получения 

теорий низшей размерности из единого 8-мерия диктует представление 
обоих векторов диады лишь через одно нейтральное физическое поле 

(12.2.22) 

Более того, данное поле Вµ в 6-мерной теории следует трактовать как 

наблюдаемое электромагнитное поле, т. е. будем полагать 

(12.2.23) 

Таким образом, в данной теории отождествляется с электромагнитным 

полем именно то поле Вµ, которое в калибровочной модели электросла

бых взаимодействий возникает из локализации группы U(l). 
3. Будем использовать прежние предположения, что, во-первых, до

полнительные компоненты метрики имеют диагональный характер и, 

во-вторых, что они постоянны, т. е. 

G44 = const; G55 = const; (12.2.24) 

Эти условия и отсутствие зависимости метрики от дополнительных ко

ординат приводят к обращению в нуль 7 физико-геометрических тензо
ров (всех векторов и скаляров). В итоге остаются лишь два антисиммет

ричных тензора второго ранга, которые играют ключевую роль в описа

нии электромагнитных взаимодействий. Поскольку компоненты диады 
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не зависят от дополнительных координат, то вид этих тензоров в 6-мер
ной теории существенно упрощается: 

р(4) = Ь (дАv _ дАµ) . 
µv 4 дхµ дхv ' (12.2.25) 

В этом выражении отсутствуют дополнительные слагаемые, которые в 

теориях высших размерностей соответствовали неабелевым «хвостам». 

4. При условиях (12.2.24) выражение для геометрической части ги
перплотности лагранжиана существенно упрощается 

6R = 4R + р(4) р(4)а/З + р(5) р(5)а/З 
а(З а/З · (12.2.26) 

Более того, поскольку в этом выражении отсутствует зависимость от 

дополнительных координат, то гиперплотность лагранжиана автомати

чески превращается в плотность лагранжиана (с точностью до постоян

ного коэффициента). 

Подставляя в (12.2.26) выражения (12.2.25), находим вклад в лагран
жиан электромагнитного поля 

р(4) р(4)а/З + р(5) р(5)а/З = (±Ь2 + b2)F. ра/З = G F ра/З 
а/З а(З 4 5 а(З 4 а(З ' (12.2.27) 

откуда находим выражение электромагнитного векторного потенциала 

через геометрические величины: 

(12.2.28) 

заменяющее формулу (8.3.5) в 5-мерной теории Калуцы. 
5. В данной теории имеют место те же дополнительные ограничения 

на геометрические величины, что и в 5-мерной теории Калуцы, т. е. усло

вия независимости компонент метрики от дополнительных координат 

и постоянство дополнительных диагональных компонент метрики. Из 

(12.2.26)-(12.2.27) варьированием по компонентам метрического тензора 
и электромагнитного векторного потенциала легко получить стандарт

ные 4-мерные уравнения Эйнштейна и 2-ю пару уравнений Максвелла 

с правой частью, зависящей от вкладов в гиперплотность лагранжиана 

от материи негеометрического происхождения. 

Отметим, что в данной теории не встает вопрос о дополнительных 

уравнениях для компонент G44 и G55, поскольку, по методике построе

ния теории, уравнения пишутся лишь после редуцирования многомер

ной геометрии к 4-мерному пространству-времени, причем варьирование 
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может осуществляться лишь по содержащимся переменным в 4-мерной 

плотности лагранжиана. 

6. В 6-мерной теории такого рода можно записать стандартные урав
нения геодезических вида (8.2.19)-(8.2.20), которые после процедуры 
4+1+1-расщепления принимают вид 

d2f, 
-2 =0; 
ds 

d2).. 
-=О· 
ds2 ' 

d2 xµ _ -Гµ а {З _ 2../GdЛFµ а 2/Gdf.Fµ а 
d 2 - а{Зи и 2 d ·аи + 2 d ·аи ' s с s с s 

где компоненты 6-скорости имеют вид 

(12.2.29) 

(12.2.30) 

df, _ dx4 2../G А µ. 

d - d + 2 µи ' 
dЛ __ dx5 2VG А µ 

d - d + 2 µи . s s с s s с 

Уравнения (12.2.29), как и в случае упрощенного варианта 5-мерной 
теории Калуцы, означают постоянство двух дополнительных компонент 

6-мерной скорости, а последнее уравнение соответствует стандартным 

уравнениям движения в искривленном пространстве-времени в присут

ствии электромагнитного поля, отличаясь от них добавком, обусловлен

ным клейновской компонентой df,/ds. Последняя эффективно сказыва
ется в виде добавка в электрический заряд частицы. 

12.3. Физические поля негеометрической природы 

Полная гиперплотность лагранжиана 6-мерной теории имеет вид 

Е = J ±G(6) (- -
1
- 6R + Е~) , 

2хс 
(12.3.1) 

где первое слагаемое справа представляет собой (с точностью до кон
станты) не гиперплотность, а стандартную плотность геометрического 

лагранжиана, а J ±G(б) Еф - гиперплотность лагранжиана негеометри
ческой материи. 

12.3.1. Негеометрическое скалярное поле 

1. Согласно изложенному выше, в 6-мерной теории существенна зави
симость волновых функций негеометрической материи от дополнитель

ных координат. Определим эту зависимость в согласии с формулами 

(8.3.1) и (8.4.7) ранее рассмотренных 5-мерных геометрических теорий 
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и в соответствии с информацией, полученной из перехода от исходного 

8-мерия, т. е. в виде 

(12.3.2) 

где константы (3 и а определяют периоды компактификации по допол
нительным координатам, rp(xv)- часть волновой функции, зависящая 
только от четырех классических координат. 

2. Выпишем изотропное волновое уравнение для заряженной скаляр
ной частицы в 6-мерном пространстве-времени 

(12.3.3) 

Проанализируем гипотеmи'Ческий вариант теории, когда 6-мерное про

странство плоское и отсутствует электромагнитное поле, тогда из 

(12.3.3) имеем 

(12.3.4) 

Легко видеть, что для свободной частицы слагаемое от дифференциро

вания по 5-й координате дает чрезвычайно большой массовый вклад

порядка планковской массы. 

3. Невольно напрашивается мысль, что для перенормировки массы 
частицы до реалистичных значений необходимо выбрать координату х4 

времени-подобной, чтобы перед последним слагаемым стоял знак минус: 

(12.3.5) 

Это свидетельствует о том, что в таким образом построенной 6-оптике 

при описании микрочастиц нужно использовать сигнатуру ( +-- -1 +-), 
положив период компактификации клейновской координаты х4 имею
щим порядок периода компактификации калуцевской координаты х5 , 
однако это приводит к ряду далеко идущих следствий при описании вза

имодействий частиц с электромагнитным и иными бозонными полями. 

4. Поскольку взаимодействие материи с электромагнитным полем 
описывается калибровочно инвариантным оператором 4-мерного диф
ференцирования (12.2.20), то, подставляя в него (12.3.2), для данного 
гипотетического варианта теории находим 

a;*rp = ( д~µ + i[e4(3~4 + Е5аЛ5]Аµ) rp. (12.3.6) 

Это выражение следует отождествить с удлиненной производной стан

дартной электродинамики (5.1.8), откуда получаем выражение для эф-
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фективного значения электрического заряда 

(12.3.7) 

существенно зависящее от массы частицы, т. е. перенормировка масс ча

стиц одновременно должна сочленяться с нежелательной перенормиров

кой электрических зарядов. Таким образом, этот вариант приводит к 

ряду дополнительных трудностей. Но имеется и иной вариант, где пере

нормировка планковских масс заряженных частиц осуществляется по

средством конформного фактора. 

12.3.2. Конформный фактор и массовый сектор 6-мерной 
теории 

1. В определенной выше 6-мерной теории нет проблем с описани
ем масс векторных бозонов. Поскольку теперь отсутствует зависимость 

компонент многомерной метрики от дополнительных координат, то нет 

планковских масс векторных бозонов, которые следовало бы перенорми

ровать, - единственное векторное поле Вµ -> Аµ является нейтральным 

и безмассовым. Однако, как уже отмечалось, в данной теории остает

ся проблема перенормировки планковских вкладов в массу зар.я,жен:н:ых 

негеометрu'Ческих полей, из-за зависимости их волновых функций от до

полнительной координаты х5 . Будем преодолевать эту трудность опять 
с помощью конформного преобразования вида (9.5.7). 

Для данной размерности следует определить функцию 

х=е, (12.3.8) 

тогда в результате конформного преобразования получаем плотность 

геометрического лагранжиана в виде 

~ J±G(б). 
- V±li'u16R=- (6Rx2 -5GMNx\Jм\JNx). 

2.кс 2.кс 
(12.3.9) 

После процедуры 4+1+1-расщепления в самом общем виде, когда кон

формный фактор может зависеть от всех 6 координат, имеем 

__ 1_J_ё;(б)6R= А {-х2(4я+F(5)р(5)) + 
2.кс 2хс а/3 а/3 

+ 5х [ga13 v~*\J~*x + х(±д4*2х + д5*2х)]}. (12.3.10) 

2. Положим, как и ранее, что конформный фактор не зависит от 4 
классических координат, т. е. будем следовать принятому выше условию 
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зависимости конформного фактора лишь от дополнительных координат 

(9.5.13). Произведем в конформном факторе редукцию того же типа, что 
и в разделе 12.1.1, т. е. выйдем на гиперповерхность х5 = х6 = х7 : 

Х = 1 + Фt ехр(i.Вох4 ) + Ф4 exp(-i,80 x4
) + Ф+ ехр(31х5 ) + Ф- exp(-3"fx5

). 

(12.3.11) 
Это существенно упрощает выражение (12.3.10). После усреднения по 
дополнительным координатам конформного фактора изменится только 

общий множитель перед стандартной плотностью лагранжиана и по

явится вклад в космологическую постоянную из-за постоянной величи

ны в гиперплотности, умноженной на корень из определителя 4-мерного 

метрического тензора. 

3. Рассмотрим вклад конформного фактора в значение массы покоя 
заряженного скалярного поля. Это можно сделать как на уровне гипер

плотности лагранжиана, так и непосредственно записав 6-мерное урав
нение Клейна-Фока для 6-оптики. Ограничимся случаем, когда отсут

ствует электромагнитное поле. Учитывая, что после конформного пре

образования 6-мерные символы Кристоффеля преобразуются по закону 

(4.6.5), имеем уравнение скалярного поля в 6-оптике 

[ (xgµ11\7 µ \7 11 ± и~д4*2 - и~д5*2 ) ± ~и~( д4*х)д4* - ~и~( д5*х)д5*] Ф = О. 
(12.3.12) 

Из этого уравнения следует, что для частиц с одинаковым зарядом мож

но добиться перенормировки планковских масс, положив 

дФ Ф дх 
Х дх5 + 2 дх5 = О. (12.3.13) 

Это выражение фиксирует вид экспоненциальной зависимости конформ

ного фактора от калуцевской координаты х5 . 
4. Оставшиеся в (12.3.12) вклады от клейновской дополнительной 

размерноети х4 следует приравнять массовому слагаемому в 4-мерном 
уравнении Клейна-Фока: 

2 ( д2Ф 1 дх дФ) (mc)2 
±и4 Хд(х4)2 + 2 дх4 дх4 = Х Т Ф. (12.3.14) 

Подставляя сюда экспоненциальные зависимости, имеем 

2 ( ,80
) (mc)2 ±и4,8 {3+2 = Т ' (12.3.15) 

где (3 характеризует экспоненциальную зависимость от х4 скалярного 
поля Ф, а {30 -зависимость конформного фактора Х· Отсюда видно, что, 
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выбирая подходящие значения экспоненциальных коэффициентов /3 и 
{30 , можно получить реалистические значения масс элементарных ча

стиц, не заботясь о какой-либо перенормировке. Кроме того, из (12.3.15) 
следует, что клеuновска.я координата .мо:нсет бытъ любой сигнатуры. 

Исходя из изложенного, можно считать 6-мерные уравнения эйкона

ла с сигнатурой ( + - - - 1 + - ) обусловленными вкладом конформного 
фактора в исходную 6-мерную теорию лишь с одной времени-подобной 

координатой х0 . 

12.4. Магнитные поля астрофизических объектов 

На базе 6-мерной теории, полученной путем редукции из теории 

большей размерности, можно высказать гипотезу о происхождении маг

нитных полей астрофизических объектов. 

1. Чтобы это сделать, обратимся к «удлиненной» производной 

(12.2.20) в 6-мерной теории. Как уже отмечалось, вторая векторная ве
личина также должна быть отождествлена с векторным потенциалом 

электромагнитного поля согласно формуле типа (12.2.22). Тогда допол
нительное, второе справа слагаемое в диадном операторе (12.2.20) при
водит к чрезвычайно малым поправкам в электромагнитное взаимодей

ствие из-за того, что возникающий при дифференцировании по х4 за
ряд (масса) на много порядков меньше электромагнитного заряда. Из 
(12.3.7) можно найти, что масса т индуцирует дополнительный ( «мас
совый») электрический заряд 

q=2Vcm. (12.4.1) 

Учитывая, что, например, для электрона масса те "' 9,1 · 10-28 г, полу
чаем для него отношение двух зарядов 

(12.4.2) 

Очевидно, что такая поправка в электромагнитное взаимодействие от

дельных элементарных частиц лежит далеко за пределами точности экс

перимента. Однако для больших масс, когда электрические заряды ча

стиц двух знаков компенсируются, «массовый вклад» в электромагнит

ное взаимодействие, обусловленный координатой х4 , может оказаться 
существенным. 

2. Встает вопрос о знаке «массового» электрического заряда мас
сивного объекта. Очевидно, что дополнительный электрический заряд 
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нуклонов будет на три порядка больше дополнительного заряда элек

тронов. Предположим, что протоны и нейтроны обладают одноименны

ми «массовыми» электрическими зарядами, тогда независимо от зна

ка «массового» заряда электрона дополнительный электрический заряд 

массивных объектов можно оценивать формулой (12.4.1), где m- масса 

этого объекта. 

3. Рассмотрим массивные астрофизические объекты типа Земли, 
планет или звезд. Полагается, что в среднем такие объекты являют

ся электрически нейтральными, однако, согласно сказанному выше, они 

должны быть электрически заряженными. Это значит, что простран

ство-время вокруг «неподвижных» сферически симметричных объектов 

(в идеальном случае) должно описываться не метрикой Шварцшильда, 
а метрикой типа Райсснера-Нордстрема, где дополнительная констан

та - электрический заряд - пропорциональна массе центрального объ

екта. 

4. Для вращающихся (идеализированных) объектов пространство
время должно описываться не метрикой Керра, а метрикой типа Кер

ра-Ньюмена, где дополнительная константа (электрический заряд) так

же выражается через значение массы. Добавки к общерелятивистским 

эффектам чрезвычайно малы, однако вокруг таких объектов должны 

возникать как электрическое, так и магнитное поля. Как известно, ди

польный магнитный момент М1 источника Керра-Ньюмена определя

ется формулой М1 = qa, где q - электрический заряд источника, а а -
момент импульса источника. Полагая источник шаром и подставляя зна

чение q из (12.4.1), отсюда находим выражение для дипольного магнит
ного момента такого (идеализированного) объекта 

(12.4.3) 

где т - масса, R - радиус, LV - угловая скорость источника. 

5. Очевидно, что у реальных астрофизических объектов дополни
тельный электрический заряд будет компенсироваться абсорбированны

ми заряженными частицами противоположного заряда, так что резуль

тирующее электрическое поле будет отсутствовать, однако в общем слу

чае это не означает, что магнитное поле также будет скомпенсировано. 

Вокруг таких объектов следует ожидать некое эффективное магнитное 

поле, слагающееся из двух частей: 1) из первичного магнитного поля 
М1 дополнительного электрического заряда, обусловленного массой, и 
2) вторичного магнитного поля М2, создаваемого абсорбированными за
рядами. Эти два магнитных поля частично компенсируют друг друга, 
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однако есть основания полагать, что не полностью. Результирующее маг

нитное поле зависит от распределения абсорбированных зарядов. 

6. Согласно (12.4.3), первичный дипольный магнитный момент Земли 

(12.4.4) 

по порядку близок к известному эффективному значению момента Зем

ли, который естественно представить в виде 

(12.4.5) 

Последний составляет 8 процентов от первичного магнитного момента. 
7. Выпишем в виде таблицы параметры и значения первичных, вы

численных по формуле (12.4.3), и наблюдаемых значений дипольных 
магнитных моментов для Солнца и ряда планет Солнечной системы. 

Объект m(г) R(см) w(рад · сек-1 ) М1(Гс·см:1) Мехр 

Солнце 2·1033 7·1010 2,5· 10-6 1,7·1035 1,7·1032 

Меркурий 3,24· 1026 2,4· 107 8· 10-7 1,0·1021 5 · 1027 

Земля 6· 1027 6·108 7,3 .10-5 11·1027 
' 

8· 1025 

Марс 6,4· 1026 3,4· 108 7.10-5 3,6· 1025 2 · 1022 

Юпитер 19·1030 
' 

7· 109 1,8· 10-4 1 2·1032 
' 

4· 1030 

Значения магнитных моментов Венеры и Луны незначительны. 

Из таблицы видно, что для всех объектов, кроме Меркурия, первич

ный дипольный магнитный момент превосходит наблюдаемое значение, 

как и должно быть согласно обсуждаемой здесь гипотезе. Для Солнца 

наблюдаемое значение составляет примерно О, 1 процента от первичного 
магнитного момента, а для Юпитера ,...., 3 процента. 

8. На основе формулы (12.4.4) можно оценить магнитное поле пуль
саров, которые принято считать нейтронными звездами. Они разли

чаются своими параметрами. Выберем их согласно приводимым в ли

тературе оценкам, т. е. возьмем пульсар радиуса R с::= 106 см, с мас
сой порядка солнечной m с::= 1033 г и с угловой скоростью вращения 
w с::= 101 рад· сек. Тогда его первичный дипольный магнитный момент 
имеет порядок М1 ::::::: 1032 Гс · см3 , соответствующий приводимым в лите
ратуре оценкам напряженности магнитного поля на поверхности пуль

сара 

М1 14г в 12 101зг B(theory) = R3 с::= 10 С ,...., (exper) с::= 10 - С. (12.4.6) 

Следовательно, предложенная здесь гипотеза происхождения магнитно

го поля может быть распространена и на случай пульсаров. 
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9. В связи с изложенным напомним, что уже давно высказывалась 
гипотеза об обусловленности магнитного поля Земли и других астро

физических объектов их вращением (см., например, [202]). Известно, 
что еще П. Н. Лебедевым [95] ставились эксперименты по обнаружению 
магнитного поля вращающихся тел. Наиболее приемлемой считается ги

потеза на основе теории динамо (см., например, [6]), однако все эти ги
потезы обладали рядом недостатков. Предложенное здесь объяснение 

происхождения магнитного поля Земли, Солнца и других астрофизиче

ских объектов не отвергает ранее обсуждавшиеся гипотезы, а в какой-то 

степени обосновывает и объединяет их. Так, здесь находят свое вопло

щение идеи П. Н. Лебедева, П. М. Блекетта и других об обусловленности 

магнитного поля вращением объектов. Изложенное выше в какой-тосте

пени перекликается с гипотезами Т. Шломки и В. Сванна об изменении 

закона электромагнитного взаимодействия между зарядами двух зна

ков. В данное объяснение органически входят и соображения о вкладах 

в суммарное магнитное поле от токов внутри объектов. 

10. Наконец, следует отметить, что данный подход позволяет под но
вым углом зрения взглянуть на такие известные явления, как изменения 

полярности дипольного момента Солнца и Земли, дрейф магнитного по

люса Земли, отклонение магнитного полюса от географического и ряд 

других. Поскольку первичный электрический заряд и дипольный маг

нитный момент остаются практически неизменными, то названные эф

фекты можно связать с процессами перераспределения абсорбирован

ных электрических зарядов. 

12.5. Квантовая механика и rеометрофизика 

1. Обсудим физический смысл дополнительных (скрытых) размерно
стей в рамках редуцированной на 6-мерие многомерной геометрофизики. 

Оказывается, скрытые размерности тесно связаны с закономерностями 

квантовой механики. Чтобы это показать, еще раз подчеркнем главное 

отличие квантовой теории от классической. Квантовая теория имеет де

ло с элементарным звеном процесса, для которого существенны лишь 

характеристики возможных состояний микросистем и (амплитуды) ве

роятности переходов между ними. Строго говоря, обсуждение промежу

точных стадий переходов между состояниями бессмысленно. Квантовую 

теорию можно строить на основе представлений о S-матрице, где нет 

эволюции иной, чем дискретный переход между двумя состояниями. 
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Классическая же теория описывает эволюцию макросистем и законо

мерности соотношений между огромными совокупностями осуществив

шихся процессов. Теория относительности в рамках 4 измерений явля
ется классической теорией. Квантовомеханические релятивистские (вол

новые) уравнения современной теории отражают стремление описать по

ведение микросистем в рамках привычных классических представлений, 

итогом которых является принцип дополнительности координатного и 

импульсного представлений. 

2. Как продемонстрировано в этой части книги, гео.метрофизика в 
рамках болъшего -ч,исла измерений, не:ж;ели 4, так:ж;е нацелена на опи
сания .явлений .микромира, но это достигается на основе идеи о компак

тификации дополнительных размерностей. С позиций охарактеризован

ного отличия квантовой теории от классической суть компактификации 

в геометрофизике состоит в том, что для скрытых размерностей отсут

ствует понятие эволюции. Вместо записи волновых уравнений, из кото

рых следовало бы искать зависимость от дополнительных координат, в 

теории постулируется экспоненциальная зависимость от них, т. е. волно

вое уравнение заменяется на уравнение стоячей волны (без динамики). 

Это наталкивает на мысль о связи скрытых размерностей с квантово

механическими закономерностями. 

3. Квантовомеханическая трактовка скрытых размерностей была 

предложена Ю. Б. Румером в его работах по 5-оптике [141). Напомним, 
что он развивал клейновский вариант 5-мерной теории, где дополни

тельная координата х4 соответствует классическому действию. Румер 
предложил связать циклический (компактифицированный) характер за
висимости от этой координаты с волновыми закономерностями в кван

товой механике. Он писал: «Можно, однако, прийти к представлению 

о топологически замкнутом 5-мерном пространстве совершенно с «дру

гого конца», независимо от попыток построения единой теории тяго

тения и электричества. Этот путь ведет к обнаружению возможности 

приписать пятой координате S физический смысл действия, ее периоду 
Ь - численную величину постоянной Планка n, и приводит к глубокому 
синтезу геометрических идей, заложенных в ОТО, с идеями квантовой 

теории. Привычное в современной физике разделение на «макроскопи

ку» и «микроскопику», связанное с величиной постоянной Планка n, 
находит свое геометрическое отображение в понятиях «четырехмерия» 

и «пятимерия» » [141, с. 8). 
4. Характеризуя суть своего подхода, он писал: «Было бы, однако, 

неверным рассматривать пятимерную оптику только как один из вари

антов единой теории поля; ее основное содержание заключается скорее 
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в геометризации основных понятий квантовой физики, поскольку в ней 

квантование обнаруживается как проявление периодической зависимо

сти всех физических полей от пятой координаты действия. Поскольку 

само «пятимерие» оказывается квантовым эффектом, становятся понят

ными неудачи всех предшествующих попыток построения пятимерных 

единых теорий поля на базе одних лишь классических представлений 

без существенного привлечения квантовых понятий» [141, с. 9]. 
Резюмируя результаты своих исследований по 5-оптике, Ю. Б. Ру

мер, в частности, выделил следующие положения: 

«1) Пятая координата конфигурационного пространства получает 
отчетливый физический смысл действия. В отношении пятой коорди

наты конфигурационное 5-пространство топологически замкнуто. 

2) Вместо условия цилиндричности для метрических потенциалов и 
условия цикличности для волновых функций все физические величины 

удовлетворяют единому условию периодичности в 5-й координате дей

ствия. 

3) Обнаруживается, что период пятой координаты имеет универсаль
ную величину постоянной Планка, которая получает отчетливый геомет

рический смысл. 

4) Квантование движения материальной точки есть проявление пе
риодической зависимости физических величин от координаты действия. 

5) Во всякой последовательной классической теории мы обязаны по
лагать h ---+ О, т. е. пренебрегать периодической зависимостью физи

ческих величин от координаты действия. Во всякой последовательной 

квантовой теории мы обязаны учитывать периодическую зависимость 

физических величин от координаты действия. Поэтому, с точки зрения 

5-оптики, является непоследовательным пренебрегать, как это делает 

современная квантовая механика, периодической зависимостью состав

ляющих внешнего поля от координаты действия» [141, с. 150-151]. 
5. При развитии этой чрезвычайно интересной идеи Румер столкнул

ся с рядом трудностей, и данное исследование осталось незавершенным. 

Главная причина неудачи состояла в том, что Румер ограничился тео

рией 5 измерений, пытаясь решить сразу две задачи: геометрической 
интерпретации квантовой механики и геометризации электромагнитно

го взаимодействия, что, как было показано выше, диктует использова

ние еще, как минимум, одной размерности, а для описания и других 

взаимодействий требуются еще две дополнительные (скрытые) размер

ности. 
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12.6. Теория атома водорода и неевклидова геометрия 

Проявления данной интерпретации скрытых размерностей можно 

усмотреть в решении задачи атома водорода на основе нерелятивистско

го уравнения Шрёдингера. Здесь имеется в виду открытая В. А. Фоком 

[170, 171] и Е. Хиллераасом [180] еще в 30-х годах 0(4)-симметрия уров
ней атома водорода. Очевидно, что эта симметрия возможна лишь в тео

рии с четырьмя пространственно-подобными измерениями. Ясно также, 

что с позиций рассматриваемого многомерия дополнительная размер

ность может быть только калуцевского типа с индексом 5. 

12.6.1. Задача атома водорода 

Напомним, как в рамках стандартной квантовой механики ставится 

задача атома водорода. Исходным является уравнение Шрёдингера для 

системы из двух частиц (ядра и электрона), описываемых 3-мерными 

координатами х1 1 ) и х12): 

где m 1 и m 2 - массы ядра и электрона. Полагается, что потенциальная 

энергия V зависит только от относительных координат двух частиц. 
Далее вводятся относительные координаты xi2 , координаты центра масс 
xi, полная М и приведенная µ массы согласно формулам: 

х112) = х11)-х12); 

Тогда уравнение (12.6.1) принимает вид 

Далее производится двойное разделение переменных: 

m1m2 µ-
- m1 +m2' 

(12.6.2) 

. . - . . ( in(E + Е')х0 ) 
Ф(х\х(12),х

0) = Ф(х~)<Р(х(12))ехр - clt ' (12.6.4) 
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где Е' - энергия поступательного движения атома, а Е - энергия свя

зи частиц в атоме; функция Ф(хi) описывает поступательное движение 
атома как целое, а 1.fJ( хЬ2)) - относительное состояние ядра и электрона. 
В итоге приходим к двум уравнениям: 

(12.6.5) 

(12.6.6) 

Задача атома водорода решается как задача на собственные значения 

Е для первого из этих уравнений. Найденное в результате Е можно по

нимать как выражение, соответствующее дополнителъной {скрытой) 

раз.мерности атома водорода в классическом 4-мерном пространстве

времени. 

12.6.2. 0(4)-симметрия атома водорода 

1. В работе В. А. Фока [170] показано, что нерелятивистское уравне
ние Шрёдингера в задаче атома водорода (12.6.5) можно преобразовать 
в интегральное уравнение на трехмерной гиперсфере в 4-мерном ( евкли
довом) импульсном пространстве. 

Поясним этот результат, опираясь на методику, отличную от исполь

зованной Фоком и более близкую к изложенной в работе Хиллерааса 

[180]. В качестве исходного возьмем соответствующее (12.6.5) нереляти
вистское соотношение между 3-импульсом ри энергией Ев центральном 

кулоновом поле заряда Ze: 

Р2 Ze2 

- - - = Е ----> (р2 - 2µE)f = 2µZe2
, 

2µ r 

где правое выражение записано в операторном виде. 

(12.6.7) 

2. Перейдем от этого выражения к дифференциальному уравнению 
в импульсном представлении. Для этого нужно, во-первых, предвари

тельно возвести (12.6.7) в квадрат, во-вторых, позаботиться о правиль
ном выборе порядка операторов р и f. Можно показать, что правильный 
порядок таков: 

(р2 - 2µE)f(p2 
- 2µЕ)fф = 4µ2 Z2е4 ф. (12.6.8) 

В-третьих, следует прокоммутировать операторы f и (р2 - 2µЕ), чтобы f 
входило квадратично. Для этого воспользуемся известными правилами 
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коммутации операторов f и fj: 

л(л2 2 Е) (л2 2 Е)л 2 .~оо(л л л л л л ) 2(ifi)
2 

(l2 6 9) r р - µ = р - µ r + ~п Р1Х1 + р2х2 + р3Х3 + --. . . 
r 

В-четвертых, следует перейти к операторам в импульсном представле

нии, где Xi = inд/дPi· Тогда, подставляя (12.6.9) в (12.6.8), приходим к 
дифференциальному уравнению в импульсном представлении: 

[ 
2 2 ( д2 д2 д2 

) (р - 2µЕ) дрi + др§ + др~ + 

( 
д д д ) 4µ2z2e4] 

+2(р2 
- 2µЕ) Р1 др~ + Р2 др2 + Рз дрз + 1 + fi2 ip(p) =О. 

(12.6.10) 

3. Далее следует перейти от импульсов на трехмерной гиперплос
кости к импульсам на трехмерной гиперсфере в 4-мерном импульсном 

пространстве { Р1, Р2, Р3 , Р5}. Здесь дополнительная компонента импуль

са обозначена символом Р5 , поскольку она является пространственно

подобной, т. е. калуцевского типа. Названный переход осуществляется с 

помощью так называемой стереографической проекции, поясненной на 

рисунке 12.2. В работе Фока рассматривалась трехмерная гиперсфера 
радиуса р = J-µЕ /2, касающаяся в начале координат трехмерной ги
перплоскости р. Точки на гиперплоскости сопоставлялись с точками на 

гиперсфере посредством проведения прямых линий из верхней точки 

гиперсферы до пересечений с гиперсферой и гиперплоскостью. В анали

тическом виде такое преобразование записывается следующим образом: 

4р2р1 4р2р2 4р2р3 -4р2 + р2 
Р1 = 2 2; Р2 = 2 2; Рз = 2 2; Ps = 2 2 . (12.6.11) 

4р + р 4р + р 4р + р 4р + р 
Легко видеть, что имеет место уравнение гиперсферы в 4-мерном евкли

довом многообразии: P'f + P:j + Pj + Р; = р2 . 
4. Перейдем к сферическим координатам а, е и ip на трехмерной 

гиперсфере согласно известным формулам: 

Р1 = р sin а sin () cos ip; Р2 = р sin а sin () sin ip; 
(12.6.12) 

Рз = psina cos (); Ps = pcos а. 

Произведя замену функции ф(а,е,~р) = sin2 (a/2)Ф(a,8,ip), уравнение 
(12.6.10) приводим к виду 

[ ( :~2 + 2 ctg а :а) + si:2 а ( ::2 + ctg () :е) + 

1 д2 µ2z2e4] 
+ . 2 . 2 ед 2 - 1 + 4п2 2 Ф(а,е,~р) =о. (12.6.13) 
sш аsш ip р 
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pi 

о pi 

Рис. 12.2. Стереографическая проекция точек 3-мерной гиперсферы на 3-мер
ную гиперплоскость 

Легко убедиться, что это уравнение представляет собой сферическую 

часть 4-мерного уравнения Лапласа 

(12.6.14) 

после разделения переменных, когда Ф представляется в виде Ф = 
R(Pr)Ф(a,B,cp). Постоянная разделения переменных Л1 связана со сла

гаемыми в (12.6.13) следующим образом: 

µ2e4z2 

Л1 = -1 + 4п,2р2 . (12.6.15) 

5. Уравнение (12.6.13), в свою очередь, допускает разделение пере
менных на обычные углы () и tp на двумерной сфере и угол а. Полагая 

Ф(а,В,ср) = А(а)У(В,<р), получаем уравнения: 

[sin
2 а ( :~2 + 2ctga :а) + Л1 sin

2 а - Л2] А(а) =О; (12.6.16) 

[ ЕР а 1 д2 
] 

882 + ctg() д() + sin2 () д<р2 + Л2 У(В,<р) =О, (12.6.17) 

где Л2 -постоянная. Очевидно, уравнение (12.6.17) представляет собой 
известное уравнение для сферических функций на двумерной сфере. Его 

собственные значения: Л2 = l(l + 1), где l =О, 1, ... 
6. Решение уравнения (12.6.16) также легко найти. Подставляя в него 

значение Л2 и произведя замены z = cos а и A(z) = (1 - z2)-114 B(z), 
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приводим (12.6.16) к присоединенному уравнению Лежандра. Его соб
ственные функции также известны, а собственные значения имеют вид 

(12.6.18) 

т. е. Л1 = L(L + 2), где L-целое число, равное О, 1, 2, Вспоминая 
(12.5.15) и ранее сделанное отождествление 4р2 = -2µЕ, находим энер
гетические уровни атома водорода: 

(12.6.19) 

7. Таким образом, полученное уравнение (12.6.10) в импульсном про
странстве обладает О( 4)-симметрией, его собственные значения в точ

ности те же, что и для уравнения Шрёдингера в координатном пред

ставлении, а радиус гиперсферы, использованной для построения сте

реографической проекции, не постоянен, а жестко связан с энергетиче

скими уровнями атома водорода. Расстояние от центра гиперсферы до 

гиперплоскости {Р} также переменно по построению. 

12.6.3. Обратный ход с обобщением стереографической 
проекции 

1. Сделаем «обратный ход», т. е. будем исходить из уравнения 

Лапласа (12.6.14) и следующего из него 0(4)-симметричного уравне
ния (12.6.13) на 3-мерной гиперсфере с заменой последних двух чле
нов на Л1 = L(L + 2). Представив функцию в виде Ф(а,В,ср) = 

Ф(а,В,ср)/ sin2 (a/2), перейдем к декартовым компонентам согласно 
(12.6.12). 

2. Далее осуществим стереографическую проекцию гиперсферы на 
гиперплоскость, обобщив процедуру, использованную Фоком. Совсем не 

обязательно выбирать гиперплоскость касательной к гиперсфере. Ее 

можно сдвинуть выше (или ниже) точки касания, изменив при этом 

радиус гиперсферы (р---> р'). Воспользуемся этим и расположим гипер

плоскость {Pi} выше центра гиперсферы на некоторую величину с5 < р', 
как указано на рисунке 12.3. Вдоль горизонтальной оси (в гиперплос
кости) откладываются значения трехмерных компонент импульсов, а 

вдоль вертикальной (вниз) - значения скрытой компоненты Ps. 
Все изложенное в предыдущем разделе легко переформулировать 

для новой процедуры построения стереографической проекции. При 

14---2979 
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Рис. 12.3. Обобщение стереографической проекции 

этом формулы (12.6.11) заменяются на 

р'[р2 - (р' - с5)2] 

(р' - с5)2 + р2 ' 
(12.6.20) 

где i = 1, 2, 3. Обратное выражение для компонент импульса на гипер-
плоскости имеет вид 

р' - С5 
Pi = р' + Р5 ~. (12.6.21) 

3. В новых компонентах вместо (12.6.10) получаем уравнение 

[[р2 ' 2 2 ( а2 а2 а2 ) 
+ (р - С5) ] дрI + др~ + др~ + 

+ 2[р2 + (rJ - с5)2 } (Р1 дд + Р2 дд + Рз дд + 1) + 
Р1 Р2 Рз 

+ 4(L + 1) 2 (р' - с5 ) 2] <р(р) =О. (12.6.22) 

Далее, заменяя операторы iliд / дрi на Xi и опять пользуясь коммута

ционными соотношениями (12.6.9), приходим к выражениям: 

(12.6.23) 

[р2 ( , )2] _ 2n(p' - с5) 
+р-с5 - , 

r 
(12.6.24) 

где опять использовано, что п = L + 1. 
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Отсюда можно получить уравнение в координатном представлении 

[ 
ik д2 

1 ( / )2 2п ( / ] ( 'Г/ дхiдхk + п,2 р - с5 - fir Р - cs) ер r) =О, (12.6.25) 

где rJik = ( -1, - 1, - 1) - 3-мерный метрический тензор, р1 и с5 - с-числа, 
с.р(r)-часть волновой функции, зависящая лишь от 3-мерных коорди
нат. 

4. Сравним уравнение (12.6.25) с уравнением Клейна-Фока в 5-мер
ной теории (8.3.15) для центрального кулоновского поля: 

[ 
ik 8

2 
1 ( 2 _2 2 Е2 ) 4VGEp5A0 4G 2 2] 

'Г/ дхiдхk + п,2 Ps - µ с - ~ - сзп,2 - ~AoPs Ф(r) =О, 
(12.6.26) 

где Ai = О, А0 = Z е / r, µ - затравочная масса, перенормирующая план

ковскую массу до наблюдаемого значения согласно (8.3.16). Пренебре
жем членом, содержащим А~, тогда из сравнения уравнений получаем 
соотношения: Е2 Е2 

(р' - с5)2 = р; - µ,2с2 - 2 = µ2с2 2 ; 
с с 

(12.6.27) 

, ) n 2VG ( / Ze2 Е 
(р - С5 - = ~ЕАоР5 -т Р - с5) =-и-· 

r сп с пn 
(12.6.28) 

Отсюда следует, что результат зависит лишь от разности параметров 

стереографической проекции (р' - с5 ), но не от них в отдельности. 

Из этих соотношений легко находим энергетические уровни: 

2 ( z2e4 3z4e8 ) 
Е = µс 1 - 2Ji2c2n2 + 8c4Ji4n4 +... ' (12.6.29) 

что с учетом энергии покоя µс2 соответствует нерелятивистской форму
ле (12.6.19). 

5. Как писал В. А. Фок, «Сu.м.метри.я, основного уравнен.и.я, атома во
дорода совпадает с симметрией -ч,етъ~рех.мерного шара. Эта симметрия 

является, очевидно, более высокой, чем симметрия трехмерного шара; 

последняя получается из первой в том частном случае, когда четырех

мерные вращения происходят вокруг одной определенной оси и приво

дятся к трехмерным» [171). 
Чтобы понять, каким образом происходит снятие вырождения по 

орбитальному квантовому числу, следует вспомнить, что при переходе 

от релятивистского уравнения Клейна-Фока к уравнению Шрёдинге

ра возникают две неизвестные функции и два уравнения первого по

рядка по производным по х0 • Выше было учтено лишь одно уравнение 
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(Шрёдингера) для функции, в нерелятивистском приближении много 
большей другой. Учет второй функции приводит к нарушению 0(4)
симметрии и к снятию вырождения по орбитальному квантовому числу. 

Качественно эту ситуацию можно пояснить на 3-мерной геометрии, 
где вместо 3-мерной гиперсферы выступает 2-мерная сфера, на кото

рой имеет место 0(3)-симметрия. Пусть мы имеем две пересекающиеся 

2-мерные сферы, тогда областью их пересечения является окружность, 

обладающая меньшей, т. е. 0(2) симметрией. 
6. В. А. Фок подчеркивал то обстоятельство, что гиперсфера вози

кает только в случае, когда электрон находится в связанном состоянии 

атома, однако, когда он оказывается свободным, «вместо четырехмер

ного шара мы получаем четырехмерный гиперболоид вращения. Трех

мерная поверхность этого гиперболоида будет представлять собой про

странство с посто.янноu отрицательной кривизной. В таком простран

стве имеет место геометри.я Лобшчевского» [170]. Это соответствует то
му, что скрытая компонента Р5 , участвовавшая в описании связанного 

(стационарного) состояния, далее не рассматривается, а для описания 
динамики свободного электрона привлекается времени-подобная компо

нента Р0 • Таким образом вскрываются пять компонент в импульсном 

пространстве, однако это не все. В теории еще имелся параметр р -
радиус гиперсферы, который можно трактовать как проявление допол

нительной времени-подобной размерности клейновского типа. 

7. Отметим, что получающаяся на основе уравнения Клейна-Фока 
формула для энергетических уровней атома водорода не соответству

ет экспериментальным значениям. Правильные уровни получаются при 

решении задачи атома водорода на основе уравнений Дирака, где осу

ществляется симметричный переход к первым производным как по вре

мени-подобным, так и по пространственно-подобным координатам. 

12.7. 6-Мерное импульсное пространство 

Изложенный выше результат об 0(4)-симметрии задачи атома водо

рода можно осмыслить в рамках представлений о б-мерном импульсном 

пространстве с сигнатурой ( + - - -1 + - ). Оказывается, это простран
ство обладает рядом замечательных свойств, тесно связанных с симмет

риями 4-мерного пространства-времени. 

12.7.1. 0(2,4)-Симметрия в импульсном пространстве 

Рассмотрим ортогональные преобразования компонент вектора рМ 
в 6-мерном (плоском) пространстве с двумя времени-подобными коор-
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динатами: 

р'М = LlfvPN, (12.7.1) 

где M,N = О, 1, 2, 3, 4, 5. Вещественные коэффициенты Llfv образуют 
6 х 6-матрицу. Группу таких преобразований можно разложить на 4 
подгруппы [72, 123]. 

1. Подгруппа 4-мерных преобразований вида 

р'µ = Lµ pv. 
·v ' 

р14 = р4. р'5 = р5 , , 
(12.7.2) 

(12.7.3) 

где подматрица L~v определяется б параметрами и соответствует преоб
разованиям Лоренца. 

2. Подгруппа преобразований вида 

р'µ = рµ + Аµ(р4 + р5); 

р'4 =-А pv + (1- л2) р4 - л2 р5. 
v 2 2 , 

р'5 = А pv + А2 р4 + (l + А 
2

) р5 
v 2 2 

(12.7.4) 

(12.7.5) 

(12.7.б) 

характеризуется 4 вещественными параметрами Аµ. Здесь использовано 
обозначение 

Легко видеть, что определитель подматрицы 

1 

L4 L4 1 .4 ·5 -
L5 L5 - 1 . 

. 4 ·5 
(12.7.7) 

Для 4-мерных компонент рµ это преобразование означает своеобраз
ную трансляцию, зависящую от дополнительных компонент Р4 и Р5 . 

3. Подгруппа преобразований вида 

Р'µ = рµ + Вµ(Р4 - Р5 ); (12.7.8) 

р'4 = -BvPv + ( 1 - ~2) р4 + ~2 р5; (12.7.9) 

р15 = -BvPv - ~2 р4 + (1 + ~2) р5 (12.7.10) 

также характеризуется 4 вещественными параметрами Вµ. Здесь ис
пользовано обозначение 

В2 = (Во)2 _ (Bl )2 _ (В2)2 _ (Вз)2. 

Отличие от преобразований (12.7.4)-(12.7.б) состоит лишь в знаках при 

векторных параметрах. 
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где 
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4. 1-Параметрическая подгруппа характеризуется матрицей 

1 +а2 

'Pl = 2;-; 
1- 0"2 

'Р2 = 2;-' 

(12.7.11) 

так что 'Pt - 'Р§ = 1. В качестве независимого параметра выступает 
величина а. При этих преобразованиях имеем 

12. 7.2. Стереографическая проекция в 6-мерии 

(12.7.12) 

(12.7.13) 

(12.7.14) 

Названные четыре типа преобразований интересны в ряде отноше

ний. Во-первых, эти преобразования позволяют понять суть открытой 

0(4)-симметрии в задаче атома водорода, во-вторых, они проливают 

свет на характер затруднений при написании многомерных уравнений 

поля, в частности, уравнения Клейна-Фока. В-третьих, эти преобразо

вания соответствуют 4 видам известных в 4-мерном пространстве-време
ни преобразований, на первый взгляд, имеющих совершенно различную 

природу. Чтобы все это показать, перейдем к другой системе компонент 

импульсов: 

ерµ 

Рµ = р4 +Р5; (12.7.15) 

р5 = р4 + р5, (12.7.16) 

где С-некоторая константа. Легко видеть, что новые 4-мерные компо

ненты импульса получаются из исходных 6-мерных посредством стерео

графической проекции типа (12.6.21), если положить 

р4 -р· 
- ' С = р - С5 = р4 

- С5. (12.7.17) 

Отдельно рассмотрим изменения новых компонент рм при охарак
теризованных выше подгруппах преобразований. 
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1. При преобразованиях (12.7.2)-(12.7.3) имеем 

PIµ = Lµpv· 
·IJ ' 

р15 = р5. 

Это обычный закон для 4-мерных преобразований Лоренца. 

2. При преобразованиях (12. 7.4)-(12. 7.6) имеем 

р15 = р5. 
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(12.7.18) 

(12.7.19) 

(12. 7.20) 

(12.7.21) 

Для 4-мерных компонент рµ получаем своеобразную группу трансляций 

с параметрами С Аµ, которую можно трактовать как переход к «удли

ненным» производным в импульсах при калибровочных преобразова

ниях. Параметры Аµ можно понимать соответствующими компонентам 

векторного электромагнитного потенциала, а константу С - как необ

ходимый размерный коэффициент в (8.3.13) и (5.1.8). Компонента р5 

остается инвариантной. 

3. При преобразованиях (12.7.8)-(12.7.10) имеем 

Рµ - СВµр4/РБ . 

1 - 2BvPv /С+ В2р4 /р5 ' 
2 

р'Б = РБ - С BvPv + В2р4. 

(12.7.22) 

(12.7.23) 

Параметры Вµ могут соответствовать второму векторному полю в 6-мер

ной теории. 

4. При преобразованиях (12.7.12)-(12.7.14) имеем 

р1µ =арµ; 

14 4 15 1 5 
р =ар; р = -р. 

а 

(12.7.24) 

(12.7.25) 

Для 4-мерных компонент рµ эти преобразования называются дилата

цией или конформными преобразованиями (в узком смысле понимания 

этого термина). 

Вернемся к рассмотренным выше уравнениям Клейна-Фока и Шрё

дингера. На основании свойств 6-мерного импульсного пространства 
можно сделать ряд выводов. 
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1) В нашем случае наибольший интерес представляют 6-мерные изо
тропные импульсы, когда 

(12.7.26) 

Переходя к новым компонентам (12.7.15)-(12.7.16), отсюда имеем соот
ношение между новыми импульсами: 

(12.7.27) 

откуда следует выражение для масс покоя скалярных частиц 

(12.7.28) 

2) Легко убедиться, что соотношение (12.7.26) инвариантно относи
тельно всех четырех подгрупп координатных преобразований. В частно

сти, при преобразованиях (12.7.4)-(12.7.6) это соотношение представля-
ется в виде 

(12.7.29) 

соответствующем случаю заряженной частицы в электромагнитном 

поле. 

3) Очевидно, что рассмотренная выше задача атома водорода соот
ветствует в (12.7.26) статическому случаю Р0 =О, Р4 = р = const. 

4) Подставляя в преобразование (12.7.22) соотношение (12.7.27), 
имеем 

1µ Рµ - Bµ('IJarзP°'PfЗ /С) 
р = 1 - 2Влр></С + В2 (ТJлиРлРа)/С2 . (12.7.30) 

Такие преобразования называются специалън:ыми конформн:ыми преоб

разовани.ями (СКП). Они характеризуются четырьмя параметрами Вµ. 

5) В ряде работ рассматривались 6-мерные преобразования не в им
пульсном, а в 6-мерном координатном пространстве-времени с сигнату

рой ( + - - - 1 + - ) . При этом обращалось внимание на тот факт, что 
6-мерные повороты позволяют объединить известные 4-мерные преобра

зования: Лоренца, трансляции, дилатации и специальные конформные 

преобразования в 4-мерном пространстве Минковского. Это послужило 

отправной точкой для исследований ряда вариантов 6-мерных геомет

рических теорий. В них предлагалось перейти от однородных координат 



12.8. Выводы, замечания, гипотезы 425 

на конусе ко всему множеству точек 6-мерного многообразия с данной 
сигнатурой. 

Далее предлагалось пойти по пути, приведшему в начале ХХ ве

ка к построению ОТО. Как тогда, после открытия специальной тео

рии относительности с 6-параметрическими преобразованиями Лорен

ца, Эйнштейном был произведен переход к 4-мерному искривленному 

пространству-времени ОТО с группой допустимых 4-мерных преобра

зований (1.1.1), так и в рамках 6-мерной теории с обсужденной вы
ше 15-параметрической группой предлагалось перейти к искривленно

му пространственно-временному многообразию с группой допустимых 

преобразований 

х'м = х'м(хо х1 х2 хз х4 х5) 
' ' ' ' ' . (12.7.31) 

В ряде работ изучались возможные следствия такой теории и во

прос о необходимых геометрических ограничениях в ней для перехода 

к известным теориям гравитации и электромагнетизма. Из таких работ 

наибольшего внимания заслуживают две серии работ: М. Павшича [123] 
и Р. Л. Ингрехема [72]. В изложенном здесь подходе подобные сообра
жения нашли свое воплощение с иной стороны. 

12.8. Выводы, замечания, гипотезы 

1. Исследования геометрофизики в рамках многомерия от 8 до 5 из
мерений показывают, что дополнителы-1,ъ~е (скрытые) размерности опи

сывают свойства микромира. Если три скрытые размерности калуцев

ского типа характеризуют сильные и электрослабые взаимодействия в 

микромире, то одна скрытая размерность клейновского типа тесно свя

зана с закономерностями квантовой механики. 

2. Обобщая основные положения геометрофизики, сформулируем 
следующий вывод: представления о категории пространства-времени 

содержат в себе три составные 'Части: 4-мерное классическое про

странство-время, используемое в стандартной теории относительности, 

4-мерное (классическое) пространство скоростей и 4-мерное простран

ство дополнительных (скрытых для классического мира) размерностей 

(микромира). 

3. Наиболее существенным свойством скрытых размерностей, от
ли'Чающим их от .явных класси'Ческих, .являете.я компактификаци.я, 

связанная с описанием в физике микромира единичного (элементарно

го) звена дискретного перехода системы из одного в другое состояние. 

В изложенной выше геометрофизике экспоненциальная зависимость от 
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скрытых размерностей не выводилась, а постулировалась, причем это 

делалось из намерения (убеждения или заблуждения) класть в основу 

физики координатное многомерное пространство-время. 

4. Ко.мпактификаv,ия скрытъ~х размерностей проявляется уже в 
квантовой .механике (теории). В наиболее распространенной шредин

геровской формулировке квантовой теории осуществляется вложение 

неклассических закономерностей микромира в 4-мерные классические 

пространственно-временные представления посредством написания вол

новых динамических уравнений для функций, характеризующих час

тицы. 

В связи с этим напомним высказывание одного из создателей кван

товой механики, Луи Де Бройля: «Понятия пространства и времени 

взяты из нашего повседневного опыта и справедливы лишь для явле

ний большого масштаба. Нужно было бы заменить их другими поняти

ями, играющими фундаментальную роль в микропроцессах, которые бы 

асимптотически переходили при переходе от элементарных процессов к 

наблюдаемым явлениям обычного масштаба в привычные понятия про

странства-времени. ( ... ) Однако пока мы не добились успеха в распро
странении наших представлений в указанном направлении, мы должны 

стараться с большими или меньшими трудностями втиснуть микроско

пические явления в рамки понятий пространства и времени, хотя нас 

все время будет беспокоить чувство, что мы пытаемся втиснуть алмаз 

в оправу, которая ему не подходит» [16, с. 187]. Можно привести вы
сказывания в таком же роде Ван Данцига [53] и ряда других видных 
физиков-теоретиков. С этих позиций проявление скрытых размерностей 

со столь непривычным для классики свойством компактификации пред

ставляет собой выпадение «алмаза» микромира из не подходящей для 

него 4-мерной пространственно-временной «оправы». 

5. Обратим внимание еще на одно чрезвычайно любопытное обсто
ятельство. В истории развития неевклидовой геометрии важную роль 

сыграли геометрии трех типов: евклидовой, геометрии Лобачевского и 

геометрии Римана (постоянной положительной кривизны). К этим гео

метриям можно прийти на основе трех возможных ответов на вопрос: 

сколько прямых (геодезических) линий, параллельных заданной прямой 

(геодезической), можно провести через точку, лежащую вне ее? При по

стулировании возможности проведения одной прямой получаем евкли

дову геометрию, двух (а следовательно, и бесконечно многих)-геомет
рию Лобачевского, а постулируя невозможность проведения ни одной 

линии, приходим к сферической геометрии Римана. 
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Затем, после создания ОТО, аналогичная тройственная альтернати

ва возникла в космологии. Из решений Фридмана уравнений Эйнштейна 

следовало, что наш мир, точнее, его пространственное сечение в систе

ме отсчета, сопутствующей материи, может описываться геометрией Ев

клида, геометрией Лобачевского или сферической геометрией Римана. 

Современным астрофизическим экспериментальным данным более все

го удовлетворяет вариант геометрии Евклида. 

Вернемся к трем составляющим категории пространства-времени в 

геометрофизике. Если 4-мерное координатное пространство-время (ба

за расслоенного пространства) в космологических масштабах представ

ляет собой наиболее близкое обобщение (с оговорками на сигнатуру) 

геометрии Евклида, то пространство скоростей (слой расслоенного про

странства) описывается геометрией Лобачевского. Оставшееся 4-мерное 

пространство скрытых размерностей, согласно геометрофизике, ком

пактифицировано, т. е. является замкнутым пространством, в некото

ром смысле аналогичным сферическому пространству Римана. ( Отли
чие состоит в топологии. В геометрофизике использована топология 

4-тора, однако не исключена возможность обобщения геометрофизики 

в иной топологии, соответствующей топологии риманова сферического 

пространства.) Отметим также, что в подходе Фока-Хилерааса к зада

че атома водорода также возникало риманово пространство. Кроме того, 

как было показано, в геометрии скрытых размерностей ключевую роль 

играют правильные многогранники, которые вписываются в сферу. 

Таким образом, в геометрофизике еще с одной сторонъ~ про.являете.я, 

трои-ч,ностъ, связанна.я, с трем.я типа.ми класси-ч,еских геометрий. 

6. В изложенной 8-мерной геометрической теории физические век
торные поля вводились через смешанные компоненты метрического тен

зора. В тени остались варианты геометрической теории, в которых для 

этой цели используются неримановы геометрии, где физические поля 

предлагается описывать компонентами тензора кручения или сегментар

ной кривизны (см. [32, 90]). Исследования показывают, что, привлекая 
степени свободы более общих дифференциальных геометрий Схоутена, 

можно сэкономить число размерностей используемой геометрии, одна

ко в таких теориях отсутствует обнаруженная в метрическом варианте 

симметрия между явными и скрытыми размерностями. 

7. В рамках геометрофизики открывается широкий простор для вы
движения новых идей и гипотез. Например, имеется ряд работ, в кото

рых предлагается геометризовать не только бозонные поля переносчиков 

взаимодействий, но и саму материю. Можно имитировать материальные 

источники через скалярный конформный фактор (см. (22], (29, с. 247], 
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[83]). Представив его в виде суммы из нескольких комплексных скаляр
ных слагаемых, можно таким образом описать заряженные частицы. 

Имеются и другие возможности, однако для геометризации фермионных 

частиц необходимо так или иначе вводить в геометрию принципиально 

новые положения (постулаты). 

8. Изложенные здесь результаты и высказанные соображения застав
ляют задуматься над возможностями геометрического миропонимания 

и поставить вопрос о более глубоких основаниях физической теории и 

о наиболее перспективных путях ее развития. В современной физике 

представлено несколько подходов к описанию реальности, что делает 

актуальным их сравнительный анализ. Может оказаться, что более эф

фективным будет не дальнейшее развитие геометрофизики, а построе

ние более общей теории, вобравшей в себя идеи и достижения всех из

вестных подходов к описанию реальности, среди которых важное место, 

несомненно, займут идеи и принципы геометрофизики. 



Часть IV 

Метафизические основы 
миропонимания 

..... 

В фундаментальной теоретической физике ХХ века традиционно вы

деляют два столпа: ОТО (начала геометрофизики) и квантовую теорию, 

опирающиеся на разные исходные понятия и принципы. Сложный про

цесс согласования этих и других направлений исследований позволил 

выявить метафизический характер лежащих в их основе различий и 

констатировать тенденцию сближения современной науки с метафизи

кой [41]. 
Метафизика, понимаема.я как у"lение о перви"lнъtх (пределънъtх) 

прин'Ципах и на"lалах (категориях) бъtти.я, знания, кулътуръt, прояв
ляется в двух подходах к реальности: холистическом и редукционист

ском. Холизм основан на таком понимании мира, при котором целое 

рассматривается как доминирующее и предшествующее своим частям. 

Холизму противостоит редук'Ционизм, расщепляющий единое на части, 

понимаемые как предшествующие целому. Оба этих подхода имели важ

ное значение и дополняли друг друга в процессе познания мира. 

Чрезвычайно важным фактором метафизического характера явля

ется выделенность в редукционистском подходе троичности базисных 

начал (частей целого). В фундаментальной теоретической физике это 

три физические (метафизические) категории: (П-В) пространство-вре

м.я, (Ч} "lасти'ЦЪt (на квантовом уровне-фермионы) и (П) пол.я перенос

"lиков взаимодействий (бозонов: фотонов, Z-бозонов, глюонов и т. д.). 

Принято полагать, что в физике изучаются тела (частицы), которые на

ходятся не иначе, как в пространстве-времени, и взаимодействуют друг 

с другом через поля: гравитационное, электромагнитное и др. 

Поскольку в учебниках и в большинстве книг по физике названные 

категории, как правило, рассматриваются независимыми, допускается 

изучение свойств пространства-времени без материи, а также свободных 

полей без частиц-источников, то данные теории отнесем к (редукцио
нистской) триалисти'Ческоu метафизической парадигме. Под парадиг-
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мой будем понимать систему пош~тиu, категорий и принципов, опре

деляющих основания, и характер теории. 

В ХХ веке в теоретической физике доминировали теории (програм

мы), в которых строилась физическая картина мира не на трех, а на 

меньшем числе из названных или обобщенных метафизических катего

рий. Значительные результаты были получены в построении теорий на 

базе двух метафизических категорий: обобщенной, объединяющей в себе 

две категории, и оставшейся. Такие теории будем называть дуалисти

'Ческими. Примером исследовательской программы (теории) такого ро

да является рассмотренная выше геометрофизика, которая строится на 

двух категориях: обобщенной категории искривленного (многомерного) 
пространства-времени и частиц (физических фермионных полей). 

Поскольку имеется три варианта объединения двух категорий из 

трех, следует различать три таких типа метафизических дуалистиче

ских парадигм или, другими словами, три миропонимания, одной и той 

же физической реальности (видения мира под разными углами зрения). 
При этом оказалось, что квантовая теория относится к иному, по срав

нению с геометрофизикой, миропониманию. 

В этой части изложены теории гравитационного и иных физических 

взаимодействий в рамках разных миропониманий, дан сравнительный 

(метафизический) анализ физических теорий и программ, разрабаты

вавшихся в прошлом столетии, и рассмотрены так называемые парадиг

малънъ~е проблемы ОТО и геометрофизики, обусловленные либо сме

шением понятий из разных парадигм, либо абсолютизацией категорий 

используемой парадигмы. 
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Представим единое физическое мироздание в виде куба, построенно

го на трех осях, соответствующих вышеназванным метафизическим ка

тегориям триалистической парадигмы (см. рис. 13.1). Одна из вершин 

(П-В)Пространство-врем.я, 

Реляционное --
миро пони-

-мание 

-
(Ч) Частш~'Ы 

Геометрическое 
миропонимание 

~~~ 

t 1 1 
Физическое 

миропонимание 

(П)Пол.я, 

перенОС'Ч,UКов 

взаи.модеuствиu 

Рис. 13.1. Куб физического мироздания, построенный на трех метафизических 
категориях 

куба выбрана в качестве начала координатных осей, олицетворяющих 

три категории: по вертикали - категория пространства-времени, по го

ризонтали вправо - категория полей переносчиков взаимодействий, по 

горизонтали вперед - категория частиц. Можно сказать, что физиче

ские теории триалистической парадигмы описывают мироздание через 

своеобразные его проекции на оси-ребра куба. 

Геометрическим миропониманием назван взгляд на куб физической 

реальности со стороны его задней грани, характеризуемой ортами ка

тегорий пространства-времени и полей переносчиков взаимодействий. 
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К этому миропониманию относится вся геометрофизика, в которой цен

тральное место занимает эйнштейновская ОТО, но в рамках многомерия 

геометризуются и другие виды физических взаимодействий. 

Физическим миропониманием назван вариант теорий, основанный на 

объединении категорий частиц и полей. На рисунке физическое миропо

нимание соотносится со взглядом на куб снизу. Этот подход определял 

главное, можно сказать, магистральное направление развития физики 

ХХ века. К теориям этой парадигмы относится квантовая механика и 

квантовая теория поля, в которых симметричным образом рассматри

ваются (бозонные) поля переносчиков взаимодействий и (фермионные) 
поля частиц. Апогеем этого подхода стало открытие во второй половине 

прошлого века суперсимметричных преобразований между фермионны

ми и бозонными волновыми функциями. Эта же линия продолжается 

в столь модных в последнее десятилетие исследованиях суперструн и 

супермембран. 

Взгляд на физическую реальность с позиций категорий простран

ства-времени и частиц назван реляционным миропониманием. К нему, 

прежде всего, относится теория прямого межчастичного взаимодействия 

Фоккера-Фейнмана, основанная на концепции дальнодействия, альтер

нативной общепринятой концепции близкодействия, воплощенной в тео

рии поля. Дальнейшее развитие этого направления просматривается в 

так называемой теории (унарных) физических структур отношений, где 

вместо отдельных категорий пространства-времени и частиц вводится 

новая (метафизическая) категория парных отношений. 

Более детальное рассмотрение дуалистических парадигм показывает 

[41], что в каждом из трех названных миропониманий следует различать 
пары возможностей, определяемых двумя способами перехода от трех 

категорий к двум: 

а) если две прежние категории заменяются одной обобщенной при 
сохранении неизменной третьей и 

б) если две из прежних категорий так или иначе берут на себя функ

ции третьей, т. е. в каком-то смысле становятся двумя обобщенными 

категориями. 

Таким образом, шесть дуалистических парадигм имеют промежу

точный характер между монистической и триалистической парадигма

ми, образуя вместе с ними иерархию из восъми метафизи'Ческих пара

дигм. Возвращаясь к проблеме построения теории в рамках монисти

ческой парадигмы, о которой мечтало не одно поколение физиков-тео

ретиков, подчеркнем, что прошлое столетие стало промежуто'Чн:ым 

этапом на пути от триалисти'Ческой парадигм'ы, сформулирован.ной 
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еще Ньютоном, - 'Ч,ерез дуалисти'Ч,еские - к монисти'Ч,ескоu парадигме, 

опирающеuс.я на единую обобщенную категорию, что позволяет говорить 

о тенденции перехода от категорийного редукционизма к холизму. 

В этой главе рассмотрены теории гравитационного и иных взаимо

действий, развивавшиеся в рамках триалистической, а также физиче

ской и геометрической дуалистических парадигмах. Описанию реляци

онного подхода и сравнительному анализу названных парадигм посвя

щены две следующие главы. 

13.1. Теории гравитации в триалистической парадигме 

Триалистическая парадигма в физике берет начало с трудов Нью

тона и Галилея. Во втором законе классической механики Ньютона 

md2f'/ dt2 = :i присутствуют три фактора, соответствующие трем ка
тегориям этой парадигмы: т -категории частиц (материи), d2r/dt2 -

категории пространства и времени, :i - категории поля. 
Рассмотрим теории гравитации, развивавшиеся в рамках триалисти

ческой парадигмы. 

13.1.1. Неэйнштейновские теории гравитации 

Как известно, закон всемирного тяготения Ньютона между двумя 

телами с массами m(l) и m(2) 

(13.1.1) 

можно вывести с помощью уравнения Пуассона для скалярного грави

тационного потенциала с источником 

ij д2 1.р = 2 - -Е 
8 

.
8 

. _У' 'Р - 47ГGр, 
xi хз 

(13.1.2) 

где р - плотность материи, Eij - метрический тензор 3-мерного евклидо

ва пространства, G - ньютонова гравитационная постоянная. Отметим, 
что закон для электростатических взаимодействий двух зарядов q(l) и 

q(2) с силой F(e) = qщq(2)/r2 был записан Кулоном по образу и подобию 
ньютонова закона всемирного тяготения. 

Сразу же после создания специальной теории О1'носительности 

А. Пуанкаре записал релятивистское обобщение уравнения (13.1.2) для 
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скалярного поля, которое имеет вид 

(13.1.3) 

В дальнейшем анализ показал (см. [24]), что теория гравитации, описы
ваемая одним скалярным потенциалом r.p, противоречит наблюдаемым 
данным - дает неверные значения для угла отклонения лучей света, 

проходящих вблизи Солнца, и для смещения перигелия Меркурия. 

Недостатки скалярной теории гравитации можно преодолеть в рам

ках триалистической парадигмы, перейдя к многокомпонентному (тен

зорному) описанию гравитационного поля. Исследовался ряд вариантов 

таких теорий, основанных на следующих трех требованиях: 

1) лоренц-инвариантность теории на фоне 4-мерного пространства
времени Минковского; 

2) принцип соответствия с теорией гравитации Ньютона; 
3) согласие с классическими эффектами общей теории относитель

ности. 

Анализировались скалярные, векторные и тензорные (второго ран

га) теории гравитации. Было показано, что сформулированным требова

ниям можно удовлетворить лишь на базе тензорных вариантов теории, 

однако при формальном конструировании лагранжиана такого поля воз

никает ряд возможностей, различающихся выбором констант в квадра

тичных по первым производным слагаемых. 

В начале 40-х годов была предложена теория Биркгофа [8],в которой 

тензорные потенциалы гравитационного поля 'Pµv удовлетворяли линей

ным уравнениям 

(13.1.4) 

где yµv - тензор энергии-импульса негравитационной материи. 

Аналогом уравнений геодезических линий в теории Биркгофа явля

лись уравнения движения 

(13.1.5) 

В теории Биркгофа возникли трудности с отсутствием положи

тельной определенности энергии гравитационного поля. В частно

сти, это объясняется тем, что в этой теории аналог условий Лорен

ца дr.pµv / дхµ = О соответствовал свойству тензора энергии-импульса 



13.1. Теории гравитации в триалистической парадигме 435 

дТµv / дхµ = О, но не 
д(Тµv + tµv) 

дхµ =О, (13.1.6) 

что должно быть. Здесь tµv - тензор энергии-импульса гравитационного 

поля. 

В ряде других вариантов тензорной теории гравитации, например 

Боргардта, этот недостаток преодолевался посредством перехода к нели

нейной теории гравитации, где гравитационные потенциалы 'Pµv удовле
творяют нелинейным уравнениям поля: 

(13.1.7) 

13.1.2. Релятивистская теория гравитации 

В наиболее развитом виде тензорная теория гравитации в рамках 

триалистической метафизической парадигмы представлена в так на

зываемой релятивистской теории гравитации (РТГ), предложенной 

А. А. Логуновым и его сотрудниками. РТГ базируется на следующих 

принципах: 

«1) Пространство Минковского (псевдоевклидова геометрия про

странства-времени) есть фундаментальное пространство, общее для всех 

физических полей, в том числе и для гравитационного. ( ... ) 
2) Гравитационное поле описывается симметричным тензором вто

рого ранга 'Pµv и является реальным физическим полем, обладающим 
плотностью энергии-импульса, нулевой массой покоя, спиновыми состо

яниями 2 и О. Это положение в корне отличает РТГ от ОТО. ( ... ) 
3) Принцип геометризации, суть которого заключается в том, что 

взаимодействие гравитационного поля с веществом, в силу его универ

сальности, осуществляется путем «подключения» гравитационного поля 

'Pµv к метрическому тензору Т/µv пространства Минковского в плотности 
лагранжиана по правилу 

(13.1.8) 

( ... ) Метрический тензор Т/µv пространства Минковского и тензор гра
витационного поля 'Pµv в этом пространстве являются первичными по
нятиями, а риманово пространство и его метрика gµv - вторичными, 

обязанными своим происхождением гравитационному полю и его уни

версальному действию на вещество 'Р А. ( ... ) 
4) Скалярная плотность лагранжиана гравитационного поля являет

ся квадратичной формой первых ковариантных производных Dpgµv по 
метрике Минковского» (98, с. 10-13]. 
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Таким образом, в этой теории налицо все три ключевые категории: 

пространство-время Минковского, тензорное поле второго ранга, описы

вающее гравитацию, и частицы в виде материальных источников грави

тационного поля. 

Скалярная плотность лагранжиана гравитационного поля искалась 

по принципам стандартной теории поля в самом общем виде: 

r - - ->..uD -а(ЗD -µv 
"-'(gr) = agaµ9(3v9 >..9 и9 + 

ь - D -uvD -аµ - - ->..uD -а(ЗD -µv + 9av µ9 и9 + С9µv9а(З9 >..9 и9 , (13.1.9) 

где а, Ь, с-некоторые константы, Dµ -ковариантная производная от
носительно метрического тензора Минковского (в произвольной коорди

натной системе). Основная задача состояла в нахождении неизвестных 

коэффициентов в (13.1.9). Из ряда естественных условий для теории по
ля и принципа соответствия с известной теорией гравитации они были 

найдены в виде [98, с. 69] 

1 
а= --Ь; 

2 
1 

с= -Ь; 
4 

сз 
Ь=---. 

327ГG 
(13.1.10) 

В итоге плотность лагранжиана гравитационного поля (13.1.9) ока
залась представимой в виде 

3 
[, _ С (f'Л D -µv -µvf'u f'Л ) 

(gr) - 321ГG µv >..9 - 9 µи v>.. ' (13.1.11) 

где тензор третьего ранга (в пространстве-времени Минковского) Г~v 
определен по формуле 

['и 1 -и>.. (D - D - D - ) µv = 2,9 µ9v>.. + v9µ>.. - >..9µv · (13.1.12) 

Используя эту формулу, плотность лагранжиана можно представить в 

форме 
3 

С JJ(vUvA vAvU) 
L(gr) = - 161ГG Н9µ г >..µГ vu - г µvГ Ли ' (13.1.13) 

где тензор третьего ранга f'~v имеет вид 

f'~v = ~9и>.. (Dµ9v>.. + Dv9µ>.. - Dл9µv) · (13.1.14) 

Полная система уравнений для гравитационного поля в РТГ имеет 

вид 

D 9-µv - О 
µ - ' 

(13.1.15) 

(13.1.16) 
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где tµv - тензор энергии-импульса гравитационного поля и материи, по

лучаемый из плотности полного лагранжиана вариацией по r/µv· Уравне

ния (13.1.16), соответствующие условиям гармоничности в ОТО, исклю
чают из тензорного гравитационного поля векторные составляющие. 

Уравнения (13.1.15) могут быть также представлены в форме урав
нений Эйнштейна [98, с. 73] 

NRµv = Х ( Tµv - ~gµvT), (13.1.17) 

где эффективный тензор кривизны второго ранга представляется в 

форме 
(13.1.18) 

На основе сферически-симметричных решений этих уравнений пока

зано [98], что из РТГ следуют известные классические эффекты ОТО. 
Однако следует заметить, что из-за постулирования плоского про

странства-времени Минковского (с соответствующей ему топологией) в 

РТГ теряются решения с иной топологией, например, сферы, а также 

отсутствуют ситуации с топологическими особенностями. 

В сообществе отечественных физиков-гравитационистов разгорелась 

дискуссия по поводу релятивистской теории гравитации Логунова, в хо

де которой отмечались различные частные недостатки (скорее, недора

ботки) этой теории: интерпретация двух типов световых конусов, непол

нота используемых координатных карт и т. д. Однако главный источ

ник возражений состоял не в технических проблемах, - их можно пре

одолеть, -а в призыве авторов заменить эйнштейновскую ОТО теори

ей Логунова, так как она «изменяет сложившиеся под влиянием ОТО 

представления о пространстве-времени, выводит нас из дебрей римано

вой геометрии и по духу соответствует современным теориям в физике 

элементарных частиц» [98, с. 13]. На этом основании Логунов призы
вал «отказаться от ОТО, отдав ей должное как опреДеленному этапу в 

развитии наших представлений о гравитации» [98, с. 9]. 
Суть дискуссии по сути дела носила метафизический характер. РТГ 

Логунова естественна в рамках триалистической парадигмы и, если 

строго следовать логике полевых представлений, теория гравитационно

го пол.я должна быть представлена именно таким образом. Однако дан

ная концепция противоречит стратегической тенденции развития физи

ки, выражающейся в стремлении перейти к меньшему числу категорий, 

и поэтому расценивалась как шаг назад - от двух категорий эйнштей

новской теории гравитации обратно к трем категориям ньютоновой три

алистической парадигмы. РТГ Логунова не вызвала бы особых возра-
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жений, если бы трактовалась как исследование теории гравитации под 

иным углом зрения, а не как призыв отказаться от геометрического ми

ропонимания, представленного в эйнштейновской ОТО. 

13.1.3. «Перелицовка» ОТО в теорию триалистической 
парадигмы 

Объединение теорий всех взаимодействий возможно лишь в случае, 

если они имеют одни и те же основания, в частности, если они построены 

в рамках одной и той же метафизической парадигмы. Имеются три пути 

реализации программы объединения гравитации с другими взаимодей

ствиями: либо теорию гравитации переформулировать в традиционном 

духе теории поля (в триалистической парадигме или в физическом ми

ропонимании), либо, наоборот, теории электрослабых и сильных взаи

модействий представить в геометризованном виде, что делалось в 3-й 

части данной книги, либо попытаться найти новую основу, от которой 

можно было бы перейти и к полевой, и к геометрической формулиров

кам. Последний путь предлагается в рамках монистической парадигмы 

в бинарной геометрофизике [36]. Здесь же рассмотрим первый путь, ко
гда ОТО «перелицовывается» в теорию триалистической парадигмы. 

По сути дела, это обратный путь по сравнению с релятивистской теори

ей гравитации - от готовой теории Эйнштейна к лоренц-ковариантной 

теории на фоне плоского пространства-времени Минковского. Этот путь 

использовался в работах Белинфанте, А. Папапетру, С. Гупта [52] и мно
гих других авторов. 

В этом подходе к эйнштейновской теории гравитации в некото

рой специальной (каким-то образом выделенной) координатной системе 

плотность метрического тензора представляется в виде 

(13.1.19) 

где постулируется малость добавок к метрическому тензору простран

ства-времени Минковского 

(13.1.20) 

В данной теории все геометрические величины разлагаются в ряды 

по малым добавкам <pµv к метрическому тензору плоского пространства

времени. Выпишем ключевые формулы такого разложения. В силу со-

отношения 

(13.1.21) 
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имеем 

9 = -1 + 'Г/µvf.Pµv + ~('Г/µа'Г/vjЗ - 'Г/µv'Г/СifЗ)<рµvсра,в + О(ср3 ), (13.1.22) 

где значком О ( r.p3 ) обозначена бесконечная совокупность слагаемых 
третьего и более высоких порядков по малым добавкам к метрическому 

тензору. 

Для построения теории достаточно знать разложения в бесконечные 

ряды ко- и контравариантных компонент метрического тензора. Для них 

имеем: 

gµv = (-g)-lf29µv = 'Г/µv _ cpµv + ~'Г/µv'Г/аfЗсра(З _ 

1 µv аfЗ 1 µv ( 1 ) а(З аЛ О( 3)· - 2ср 'Г/а(З'Р + 4'Г/ 'Г/аа'Т/,вл + 2'Г/а,6'Г/а.Л ер <р + ер , (13.1.23) 

_ ( )-1/2м (-µv) _ а,6 1 af3+ 9µv - - -g инор g - 'Г/µv + 'Г/µа'Г/v(Зср - 2'Г/µv'Г/а(Зf.Р 

( 
1 1 + 1 ) а{З аЛ+О( 3) + 'Т/аµ'Г/аv'Г/fЗЛ - 27lаµ'Г/fЗv'Г/аЛ - 4'Г/µv'Г/аа'Г/(3Л 3'Г/µv'Г/аf3'Г/аЛ <р <р 'Р · 

(13.1.24) 

В качестве плотности лагранжиана гравитационного поля берется 

(5.2.10) (плотность скалярной кривизны без дивергентного члена), ко
торая теперь становится лоренц-инвариантным скаляром. В локально-

декартовых координатных системах с учетом дополнительных условий 

де Дондера-Фока 

(13.1.25) 

первые порядки разложения плотности лагранжиана гравитационного 

поля в бесконечный ряд имеют вид 

где опять использовано обозначение ер = 'Г/µv'Pµv. В этом выражении 

квадратичные слагаемые описывают лагранжиан свободного (линеари
зованного) гравитационного поля, а все последующие трактуются как 

члены самодействия гравитации, соответствующие нелинейным слагае

мым в уравнениях поля. 
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Именно на основе этого выражения описываются слабые гравитаци

онные волны, производится квантование слабого гравитационного поля 

и вводятся кванты этого поля-гравитоны. 

13.2. Калибровочный подход 
к описанию взаимодействий 

Отдельно выделим калибровочный подход к описанию физических 

взаимодействий (см. [121, 151]), который, с одной стороны, широко ис
пользуется в дуалистическом физическом миропонимании, и, с другой 

стороны, на его основе достигается наиболее естественный переход от 

теории гравитационных взаимодействий в триалистической парадигме 

к геометрической. 

Калибровочный подход опирается на два ключевых положения: во

первых, на пронизывающие всю физику симметрии, описываемые груп

пами Ли, и, во-вторых, на идею о локализации (зависимости от коор

динат) параметров групп. Физические поля вводятся как факторы, поз

воляющие компенсировать нарушение соответствующих симметрий при 

локализации групп. В этом подходе категория, бозонных полей факти

'Чески заменяете.я, эквивалентным постулатом инвариантности тео

рии относителъно соответствующих локализованных групп Ли. 

13.2.1. Калибровочная теория электромагнетизма 

Продемонстрируем калибровочный подход на примере простейшего 

случая И(l)-симметрии, используемой для введения электромагнитного 

взаимодействия (или как составной части при построении модели Вайн

берга-Салама-Глэшоу). Как известно, в квантовой теории поля наблю

даемые величины - вероятность обнаружения частиц, значения импуль

са, момента импульса и т. д. - строятся из квадратичных комбинаций 

вида 

ф*Dф, (13.2.1) 

где ф - комплексная волновая функция, D - соответствующий оператор 

наблюдаемой величины. Для всех таких квадратичных комбинаций име

ет место симметрия относительно преобразований волновой функции 

(13.2.2) 

где g1 следует понимать как некий заряд частицы. При построении элек

тродинамики это электрический заряд (g1 ,..._, е). Очевидно, что в квад-
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ратичных алгебраических комбинациях вида (13.2.1) экспоненты сокра
щаются. Поскольку можно определить результат от двух таких преобра

зований, ввести единичное и обратное преобразования, то можно утвер

ждать, что эти преобразования образуют группу, характеризуемую од

ним параметром а. Эта группа является группой U(l). При постоянных 
а говорят, что имеет место глобальная И(l)-симметрия. 

Появление взаимодействия в данном подходе ассоциируется с нару

шением глобальной групповой симметрии. Применяется прием, называе

мый локализацией группъt. Он состоит в том, что параметр а полагается 

зависящим от координат 4-мерного пространства-времени. Это оказыва

ется принципиально существенным, если оператор D в (13.2.1) содержит 
в себе дифференцирование по координатам. 

Поясним это на примере оператора импульса, когда D '"" д / дхµ. То
гда при преобразованиях (13.2.2) имеем 

·'·* дф _, ·'·*' дф' = "''* дф i да ·'·*·'· 
'f/ дхµ 'f/ дхµ 'f/ дхµ + 91 дхµ 'f/ 'f/' 

(13.2.3) 

где дополнительное слагаемое возникло из дифференцирования экспо

ненты. Оно нарушает инвариантность (13.2.1) относительно преобразо
вания (13.2.2). 

Для восстановления инвариантности предлагается, во-первых, изме

нить оператор дифференцирования следующим образом 

д д . в 
-- -7 -- -i91 
дхµ дхµ µ, (13.2.4) 

и, во-вторых, постулировать, что при преобразованиях (13.2.2) введенное 
здесь векторное поле Вµ изменяется по закону 

' да 
Вµ -r Вµ= Вµ+ дхµ. (13.2.5) 

Очевидно, что комбинация (13.2.1) с оператором D вида (13.2.4) остается 
инвариантной относительно преобразований (13.2.2). 

Именно так принято вводить электромагнитное взаимодействие в со

временной калибровочной теории (в электродинамике). Только в этом 

случае следует положить 

Вµ= Аµ и 91 = e/lic, 

тогда (13.2.5) становится известным в стандартной электродинамике ка
либровочным преобразованием векторного потенциала. Сохраняющейся 

величиной, соответствующей И(l)-симметрии, является электрический 

заряд системы. 
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13.2.2. Калибровочный подход к описанию электрослабых 
взаимодействий 

В середине 50-х годов Янгом и Миллсом [201] было предложено обоб
щить изложенный прием на случаи других групп. Оказывается, этот 

прием имеет универсальный характер, его можно применить практиче

ски к любой из известных групп Ли. Каждой из них можно поставить в 

соответствие закон сохранения некоторого заряда и присущую ей сово

купность возможных полей переносчиков взаимодействий. Сейчас при

нято называть такие поля полями Янга-Миллса. Но это, конечно, не 

означает, что все они реализуются в физике элементарных частиц. Кро

ме рассмотренной группы И(l), в физике микромира оказались востре

бованными группы SU(2) и SU(3): первая для описания электрослабых 
взаимодействий, а вторая - для построения хромодинамики. 

Более подробно остановимся на группе SU(2). В частности, как из
вестно, она соответствует группе вращений 3-мерного (внешнего) евкли

дова пространства. В данном случае вводится некое внутреннее про

странство частиц, именуемое изотопи'Ческим пространством. Исполь

зование этой группы обусловлено тем, что при описании слабых вза

имодействий возникают квадратичные комбинации из волновых функ

ций нейтрино ('Ф1 -> VL) и массивного лептона ('Ф2 -> eL). Имеет ме
сто симметрия между волновыми функциями нейтрино и левой компо

ненты массивного лептона (электрона). Предлагается ее понимать как 

инвариантность квадратичной комбинации из двух состояний (нейтрин

ного и левого электронного) единого поля с разными проекциями спина 

1/2 в изотопическом пространстве относительно преобразований группы 
SU(2). Это означает, что в выражении (13.2.1) следует положить 

(13.2.6) 

Тогда преобразования (13.2.2) обобщаются до матричного вида 

(13.2.7) 

где показатель экспоненты имеет матричный характер, т. е. 

(13.2.8) 

Здесь использованы следующие обозначения: 92 - константа, имеющая 

смысл заряда, а8 -три параметра (s = 1,2,3) группы SU(2), а tJ8 -три 
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матрицы Паули. Если параметры а8 постоянные, то говорят о глобаль
ной SИ(2)-симметрии. 

Введение взаимодействия осуществляется посредством локализации 

группы, т. е. заменой постоянных параметров на переменные а8 (хµ). 
Если оператор D содержит дифференцирование, то комбинация вида 
(13.2.1) становится неинвариантной при таком преобразовании. Для со
хранения инвариантности опять вводятся два постулата. 

Во-первых, оператор дифференцирования заменяется на 

а а+ а . ~ _ а ig2 
дхµ -+ дхµ = дхµ - ig2Aµ = I2 дхµ - 2A(s)µa 8 , (13.2.9) 

где по индексу s подразумевается суммирование от 1 до 3, а A(s)µ -
три калибровочных векторных поля (s = 1,2,3) -по числу параметров 
группы SU(2); I2 -единичная 2-рядная матрица. 

Во-вторых, полагается, что при преобразованиях (13.2.7) калибра-
вочные поля изменяются по закону 

- -, - аа - -
Аµ -+ Аµ = Аµ + дхµ - а х Аµ, (13.2.10) 

где Аµ= (l/2)A(s)µO's и а= (l/2)asO"s -матричные величины. Это вы
ражение отличается от (13.2.5) из-за матричного характера входящих в 
него величин. Оно не только «удлиняется» на предпоследнее слагаемое, 

но и изотопически поворачивается (последнее слагаемое). Этот поворот 

связан с матричным характером показателя экспоненты в (13.2.7) иве
личины Аµ, так как для сокращения экспоненциальных слагаемых в 
(13.2.1) экспоненту с матричным показателем следует перенести через 
матричный коэффициент в виде Аµ. 

Таким образом, калибровочная SИ(2)-симметричная теория дикту

ет введение трех (триплета) векторных полей. Соответствующая этим 

полям напряженность имеет вид 

(13.2.11) 

где в отличие от обычной напряженности электромагнитного поля по

является квадратичный добавок, связанный с тем, что матрицы а8 , вхо

дящие в состав Аµ, не коммутируют друг с другом. Это отражает общее 
свойство группы SU(2), состоящее в том, что два последовательно про
изведенных поворота, сделанных в разном порядке, приводят к несовпа

дающим результатам. Такое свойство группы называют неабелевостью, 

а саму группу 'Неабелевой. 
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Для описания электрослабых взаимодействий оказалось недоста

точным одной группы SU(2), - понадобилась локализация композиции 

двух групп U(l) и SU(2). Для построения теории сильных взаимодей
ствий на основе калибровочного подхода потребовалась локализация 

группы SU(3). 

13.2.3. Калибровочный подход к описанию гравитации 

В калибровочной теории гравитационного взаимодействия, в отличие 

от калибровочных теорий электрослабого и сильного взаимодействий, 

локализуются не группы внутренних симметрий, а параметры группы 

преобразований Пуанкаре классического 4-мерного пространства-време

ни [69, 85, 178]. 
1. При изложении калибровочного подхода к теории гравитации (и к 

теории других взаимодействий) используются представления о рассло

ен:н:ых пространствах, которые можно понимать как совокупность двух 

пространств: базы и ело.я. В качестве базы выступает 4-мерное простран

ство-время Минковского. В определение слоя включаются представле

ния о пространствах внутренних симметрий, рассмотренных выше. Для 

случая гравитации в качестве слоя рассматривается векторное простран

ство четверки ортов (тетрады) g(cx)µ(x), определенных в локальных ка
сательных пространствах каждой точки базы. Как уже отмечалось при 

изложении тетрадного метода (формализма), в слое определены пре

образования из группы Лоренца как самих компонент тетрады, так и 

полевых (тензорных) функций Ф(/38 · · ·) с локальными индексами: 

g~(cx) = L(cxjЗ)gµ(/3) -t Ф'(сха · · ·) = L(cxf3)L(a8) · · · Ф(/38 · · · ), 
(13.2.12) 

где, напомним, L(сх/3)-коэффициенты линейных преобразований 6-па

раметрической группы Лоренца. Аналогичную формулу можно записать 

и для спинорных функций ф, преобразующихся по спинорному представ

лению группы Лоренца. 

В группе Пуанкаре к этим преобразованиям добавляется группа 

трансляций в касательном пространстве 

(13.2.13) 

где Л(сх)-четверка параметров этой группы; х(сх) = g(cx)µxµ. 
2. При локализации группы Пуанкаре все ее параметры становят

ся функциями от координат. Это приводит к тому, что во всех опера

торах дифференцирования полевых функций с локальными индексами 

вида (13.2.12) возникают дополнительные слагаемые, содержащие про-
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изводные от параметров группы. Для того чтобы их скомпенсировать, 

по общему правилу калибровочного подхода, необходимо частные произ

водные заменить на «удлиненные», в которых каждому параметру груп

пы будет соответствовать некое векторное поле, также преобразующееся 

при преобразованиях группы, причем так, что возникающая в них добав

ка будет компенсировать производные от параметров группы в частных 

производных. 

В частности, при локализации параметров группы Лоренца следует 

писать «удлиненную» производную, например, от векторной функции с 

локальным индексом, в виде 

дµФ(а)-+ \:7 µФ(а) = (8(а/З)дµ - Лµ(а/З)) Ф(/З). (13.2.14) 

Здесь в качестве калибровочных векторных полей выступают коэффи

циенты вращения Риччи с одним универсальным и двумя локальными 

индексами. Вследствие антисимметрии по последним, 6 комбинаций ло
кальных индексов в скобках можно понимать как обозначения шестерки 

калибровочных векторных полей. Отметим, что для спинорных вектор

ных полей формуле (13.2.14) соответствует ковариантная производная с 
коэффициентами Фока-Иваненко, записанная в (7.3.9). 

3. При локализации группы трансляций (13.2.13), т. е. когда парамет
ры )..µ ( х) становятся функциями координат, изменяются по универсаль

ному тензорному закону как компоненты тетрады, так и производные 

от волновых функций: 

алv 
g~(a) = - дхµ9v(а); 

алv 
Ф'(· · · ),µ = - дхµ Ф(· · · ),v· (13.2.15) 

При этом возникает любопытная ситуация, когда в качестве четырех 

калибровочных полей относительно группы трансляций выступают ком

поненты тетрады 9µ(а). 
4. Опуская все промежуточные выкладки, отметим, что из калиб

ровочных полей Лµ ( а/З) по общим правилам калибровочного подхода, 
реализованным в (13.2.11), определяется антисимметричный тензор на
пряженности калибровочного поля, который представляет собой тензор 

Римана-Кристоффеля в тетрадной форме. Так вводятся основные по

нятия калибровочной теории гравитации, соответствующие общей тео

рии относительности в тетрадной формулировке. Более подробно калиб

ровочный подход к теории гравитации изложен в специальных моногра

фиях по этому вопросу [70, 85, 178]. 
5. Следует отметить, что в самом общем случае калибровочный под

ход выводит за пределы ОТО. Из введенных таким образом компонент 
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тетрады получаются не только символы Кристоффеля, соответствую

щие римановой геометрии, но и коэффициенты связности дифференци

альных геометрий Схоутена, в частности, тензор кручения. Чтобы по

лучить ОТО, необходимо наложить на тетрады дополнительные огра
ничения. 

6. В 70-х-80-х годах ХХ века на калибровочный подход возлагались 
большие надежды, поскольку он позволял поставить теорию гравитации 

и других взаимодействий на одну принципиальную основу, которая, как 

надеялись, упростит решение задачи объединения известных видов фи

зических взаимодействий. В процессе таких исследований были деталь

но проанализированы математический аппарат и возможные следствия 

данного подхода. Так, уравнения всех полей, в том числе и для гравита

ции, были представлены однотипно в виде нелинейных обобщений макс

велловских уравнений, называемых уравнениями Янга-Миллса. Урав

нения движения частиц в известных физических полях представлены 

в виде своеобразных геодезических в расслоенных пространствах, соот

ветствующих уравнениям геодезических линий в ОТО. Было найдено 

множество Интересных аналогий между теорией гравитации и других 

полей. Однако многолетние исследования данного подхода не оправдали 

надежд, а свелись к переформулировке на другом языке уже известных 

положений ОТО и ее обобщений на базе дифференциальных геометрий 

Схоутена. 

13.3. Теория гравитации в физическом миропонимании 
( суперсимметрия и супергравитация) 

Отмеченная выше асимметрия бозонных и фермионных полей в ка

либровочном подходе заставила сторонников физического миропонима

ния искать такие способы введения бозонных и фермионных полей, где 

бы они присутствовали равноправно, причем стремились сохранить ка

либровочный принцип. Это удалось сделать на основе принципа супер

симметрии (см.[23, 50, 162]). Суперсимметричные теории опираются на 
две обобщенные категории: суперпространство и поле суперсимметрич

ного мультиплета, объединяющего категории бозонных и фермионных 

полей. 

13.3.1. Суперпространство 

1. В дуалистической физической парадигме используется обобщение 
категории классического 4-мерного пространства-времени до суперпро-
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странства, точки которого характеризуются в случае простого супер

пространства восемью координатами: четырьмя классическими хµ и че

тырьмя новыми Ва, принадлежащими алгебре Грасс.ма'Н,а, где индекс а 

пробегает значения: 1, 2, 3, 4. (В расширенном суперпространстве ис
пользуется несколько наборов переменных из алгебры Грассмана.) Та

ким образом, опять используется своеобразное многомерие, однако ес

ли в теориях Калуцы-Клейна дополнительные размерности вводились 

для геометризации бозонных полей, то в суперсимметричных теориях 

его назначение - обеспечить возможность единого описания бозонных и 

спинорных полей в рамках новой обобщенной категории. 

2. При определении суперпространства отходят еще дальше, чем в 
теориях Калуцы-Клейна, от привычного классического понимания ко

ординаты как вещественного числа. Дополнительные координаты опи

сываются элементами алгебры Грассмана. Напомним, алгебры Клиф

форда, Грассмана и другие характеризуются конечным числом образу

ющих, для которых выполняются определенные правила умножения. В 

отличие от случая 'У-матриц Дирака- образующих алгебры Клиффор

да, удовлетворяющих соотношениям вида (7.1.55), -в алгебре Грассма
на для четырех образующих Ва имеют место правила (антикоммутации) 

(13.3.1) 

с нулем справа для любых значений а и Ь. Напомним, что алгебры Клиф

форда и Грассмана тесно связаны. Каждой алгебре Грассмана соответ

ствует алгебра Клиффорда с удвоенным числом образующих. 

3. Если в обычном 4-мерном пространстве-времени имеется 10-пара
метрическая группа преобразований Пуанкаре, то в суперпространстве 

определяется расшире'Н,'Н,а.я, Ц-пара.метрu'Ческая группа Пуа'Н,каре, в ко

торой к преобразованиям (13.2.12)-(13.2.13) добавлены супертра'Н,СЛЯ-
ции 

х'µ = хµ + ~€!'µ(}; 
2 

(}' = (} + Е:, 

(13.3.2) 

(13.3.3) 

где (} представлено в виде 4-компонентного столбца из Ва, величина с 
является 4-компонентным майорановским (вещественным) спинором, в 
данном случае характеризующим супертрансляцию. 

При обычных преобразованиях Лоренца (13.2.12) столбцы(} и с пре
образуются как компоненты биспинора. 

4. Принято характеризовать группы соответствующими им генерато
рами, определяющими изменения функций при бесконечно малых преоб-
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разованиях этих групп. Так, для 10-параметрической группы Пуанкаре 

в 4-мерии имеют место генераторы сдвига Рµ и поворотов lµv: 

Рµ = iдд ; lµv = хµ~ -xv~. 
хµ дхv дхµ 

(13.3.4) 

Супертрансляциям (13.3.3) соответствуют генераторы 

(13.3.5) 

5. Обычно начинают изложение суперсимметричной теории с зада
ния алгебры (супералгебры) генераторов, т. е. перестановочных соотно

шений между 14 генераторами. В дополнение к соотношениям только 
между Рµ и lµv в супералгебре добавляются еще 

QaPµ - PµQa =О; 

Qalµv - lµvQa = ~(aµv)~Qь; 

QaQь + QьQa = -(1µС)аьРµ. 

(13.3.6) 

Здесь а µv - антисимметричная матрица, построенная из матриц Дира

ка /µ, С- матрица зарядового сопряжения. Первое из этих соотноше

ний означает, что супертрансляция не влияет на сдвиги в классическом 

пространстве-времени, второе- что Qa преобразуется при преобразова
ниях Лоренца как обычный спинор, а последнее-что супертрансляции 

не являются независимыми. 

Таким образом, в супералгебре, определяемой (13.3.4) - (13.3.6), ока
зались объединенными как непрерывные преобразования, соответству

ющие генераторам Рµ и lµv, так и суперсдвиги, соответствующие Qa. 
6. Охарактеризованное здесь простое суперпространство можно по

ставить в соответствие с минимальным обобщением 4-мерной ОТО, 
даваемым 5-мерной теорией Калуцы. Аналогично переходу к 6-, 7- и 

большему числу измерений в многомерной геометрофизике, в супер

симметричных теориях предлагается задавать несколько четверок ан

тикоммутирующих величин Bas, снабдив их еще одним индексом s, где 
s = 1,2, ... N. В зависимости от значения числа N говорят о расшu
рен:н.ой N-суперсu.м.метрии. В таких случаях последнее соотношение в 

(13.3.6) следует обобщить до 

(13.3.7) 

где Zsr и Z~r - некоторые дополнительные генераторы, антисимметрич
ные по s и r. 
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7. Аналогом компактификации скрытых размерностей в теории су
перпространства является сам характер грассмановых переменных, по 

которым также производится интегрирование суперсимметричных ла-

' гранжианов, что, как и в случае геометрофизики, приводит к исчезно
вению грассмановых переменных в результирующем выражении, однако 

при этом остаются коэффициенты при них, играющие роль физических 

полей, но это уже обусловлено второй обобщенной категорией данной 

парадигмы. В рамках же самой категории суперпространства не содер

жатся понятия, соответствующие каким-либо физическим полям. В этом 

имеется принципиальное различие двух дуалистических парадигм: гео

метрической и физической. 

13.3.2. Вторая обобщенная категория - поле супермультиплета 

1. В суперсимметричной теории на фоне суперпространства (первой 
категории) определяется вторая категория данной парадигмы - супер

полевой мультиплет (суперфункция) Ф(х,В), зависящий от 8 обобщенных 
координат в случае простой суперсимметрии или от 4 + 4N координат в 
случае N-расширенной суперсимметрии. Суперфункция Ф(х,В) раскла

дывается в ряд по переменным Bas· Поскольку базис алгебры Грассмана 
составляют произведения из конечного числа слагаемых, не превышаю

щего число образующих алгебры, то вместо бесконечного ряда получает

ся конечное число членов разложения. Как только в произведении ока

зываются две одинаковые образующие, путем антикоммутационных со

отношений (13.3.1) их можно поставить рядом, а их квадрат равен нулю. 
При каждом слагаемом разложения по степеням Bas будет стоять неко
торый коэффициент, представляющий собой тензорную или спинорную 

функцию (от четырех классических координат) в зависимости от того, 

при четной или нечетной степени В он стоит. Следовательно, суперполе 

Ф(х,В) характеризуется набором функций-коэффициентов разложения 

(является супермультиплетом), где спинорные и тензорные величины 

входят равноправным образом. 

Данное разложение можно уподобить использованному в геометро

физике представлению компонент дополнительной тетрады (смешанных 
компонент многомерного метрического тензора) (9.1.2) в виде рядов по 
гармоникам циклических зависимостей от дополнительных координат, 

где также коэффициентами при экспонентах являлись физические век

торные поля, зависящие лишь от четырех классических координат. Под

черкнем, что в отличие от суперсимметричных теорий, в геометрофизи

ке таким образом вводились лишь бозонные поля переносчиков взаимо-

15-2979 
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действий. Кроме того, это делалось в рамках обобщенной первой (про

странственно-временной), а не второй категории. 

2. Лагранжиан суперсимметричной теории, как обычно, строится из 
инвариантных (квадратичных) выражений из суперполя и первых про

изводных от него по координатам, как классическим хµ, так и Bas· Далее 
по обычным правилам теории поля определяется супердействие в виде 

интеграла от лагранжиана по всем переменным, как классическим ко

ординатам, так и грассмановым переменным. 

Супердействие аналогично гипердействию в геометрофизике, также 

определяемому через интеграл от гиперплотности лагранжиана ( 9 .1.4) 
по всем координатам: четырем классическим и по всем дополнительным. 

3. В алгебре Грассмана имеют место операции, соответствующие ин
тегрированию и дифференцированию в теории вещественных и ком

плексных переменных (см. [7]). В них много необычного по сравнению с 
привычным математическим анализом. Так, вводятся символы диффе

ренциалов d()a, подчиняющиеся соотношениям: 

[dBa, dВь] = [dBa, Вь] = О. (13.3.8) 

Однократные интегралы определяются в виде 

J d()a =О; (13.3.9) 

Кратные интегралы понимаются как повторные однократные. В итоге 

интегрирования супердействия по грассмановым переменным все грас

смановы координаты исчезают, и остаются лишь комбинации из коэффи

циентов при соответствующих разложениях суперполя, т. е. возникает 

выражение, зависящее лишь от классических координат, представляю

щее собой действие в 4-мерном пространстве-времени. 

Эта процедура аналогична использованной в геометрофизике, где ин

тегрирование по периодам зависимостей от дополнительных координат 

обращает в нуль все слагаемые в гиперплотности лагранжиана, содержа

щие экспоненты циклических зависимостей от дополнительных коорди

нат. Аналогами формул грассманова интегрирования в геометрофизике 

являются значения интегралов: 

(13.3.10) 

при а= 4, 5, 6, 7 и целых значениях k. В итоге остаются лишь комбина
ции функций от четырех классических координат, при которых экспо

ненты погасились друг с другом. 
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4. В результате проделанных процедур в суперсимметричных теори
ях достигается некая симметрия ( суперсимметрия) между совокупностя
ми фермионных и бозонных полей, которая представляется существен

ным положительным свойством данного подхода (этой парадигмы). 

Суперсимметричные теории являются типичными теориями поля в 

рамках дуалистической физической парадигмы. В ней бозонные и фер

мионные поля объединяются, можно сказать, «по горизонтали», т. е. в 

рамках одной обобщенной категории, в отличие от геометрической ду

алистической парадигмы, где эти два вида полей соотносятся друг с 

другом «по вертикали», т. е. возникают в рамках разных обобщенных 

категорий. 

13.3.3. Теории супергравитации 

1. Четырехмерные теории супергравитации 
1. Предыдущее относилось к введению свободных полей на основе 

глобалъной суперсимметрии. Для описания взаимодействующих полей 

необходимо использовать еще один принцип, ранее использовавшийся в 

физике, - принцип локализации групп. Напомним, что в калибровочном 

подходе теория гравитации строится посредством локализации группы 

Пуанкаре, т. е. полагается, что 10 параметров этой группы зависят от 
координат. Тогда для сохранения инвариантности теории относительно 

таких преобразований в нее вводится ряд полей, которые трактуются 

как характеристики гравитационного поля, эквивалентные геометриче

ским связностям (символам Кристоффеля). В теории супергравитации 1 

использован тот же самый математический прием, только теперь нужно 

локализовать не 10-параметрическую группу Пуанкаре, а 14-параметри

ческую обобщенную группу Пуанкаре, включающую четыре фермион

ных параметра (в случае простой суперсимметрии). Таким образом, тео

рия супергравитации возникает в результате слияния двух типов идей: 

1) суперсимметрии и 2) калибровочного подхода к описанию полей. 
2. Следует различать варианты 4-мерной теории супергравитации с 

различными N (как и всякой суперсимметричной теории). При N = 1 
имеем простую супергравитацию. В ней в единый мультиплет попада

ет поле спина 2 (гравитон) с одним майорановским спинором - частицей 

спина 3/2, названной гравитино. В этом варианте теории нет векторных 

1 Теория супергравитации возникла в середине 70-х годов в работах П.ван Ньювен
хейзена, С. Феррары, Д. Фридмана, а также С. Дезера и В. Зумино. Много сделали 

для развития этой программы В. И. Огиевецкий, М. Дафф, Р. Е. Каллош и другие 

авторы. 
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полей и полей спина 1/2, такчто данный вариант имеет лишь академиче
ский интерес и не может претендовать на роль реалистической модели, 

объединяющей гравитацию с известной материей. Более богатые воз

можности имеются в расширенных теориях супергравитации с N > 1. В 
них партнерами гравитона выступают N гравитино, (1/2)N(N -1) век
торных полей, (1/6)N(N - l)(N - 2) полей спина 1/2 и ряд скалярных 
полей. 

3. Принципиально важным свойством супергравитации является тре
бование, чтобы N не превышало восьми. Это диктуется условием, чтобы 
в теории не возникало более одного поля спина 2, трактуемого как гра
витационное поле, а также полей более высокого спина. Максимально 

расширенная N = 8 теория супергравитации в одном супермультиплете 
объединяет одно поле спина 2, восемь полей со спином 3/2, 28 полей со 
спином 1, 56 полей со спином 1/2 и 70 скалярных полей (со спином О). 
Этот вариант представляется наиболее перспективным для объединения 

всех известных бозонных и фермионных полей. 

11. Супергравитация Калуцы-Клейна 
Поскольку суперсимметричные теории имеют много общего с клас

сическими многомерными теориями типа теорий Калуцы, то естествен

но было обобщить 4-мерные теории супер гравитации на случай теорий с 
большим числом классических координат п > 4 и фермионными коорди
натами из соответствующей алгебры Грассмана. Такие теории получили 

название теории супергравитации Калуцы-КлеiJ:н,а. Таким образом, в 

таких вариантах теории оказываются задействованными три сорта идей: 

1) принцип суперсимметрии, 2) калибровочный подход и 3) идеи много
мерия. Отметим ряд характерных черт таких теорий. 

1. Было установлено, что структура суперсимметричных алгебр вме
сте с ограничениями на спины получающихся полей устанавливает верх

ний предел для размерности п пространства-времени, в котором фор

мулируется теория супергравитации. Оказалось, что размерность п не 

может превышать одиннадцати. 

Одним из основных доводов в пользу этой размерности обычно назы

вают утверждение, приписываемое Э. Виттену, что одиннадцать - ми

нимальное число измерений, необходимое для введения калибровочной 

группы SU(3) х SU(2) х U(l), используемой для совместного описания 
калибровочных теорий сильных и электрослабых взаимодействий. 

Напомним, что в геометрофизике для построения объединенной тео

рии гравитационных и сильных взаимодействий необходимо было ис

пользовать 4+4=8 измерений. Для совместного описания теорий грави-
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тационного и электрослабых взаимодействий в дополнение к 4 класси
ческим координатам необходимо ввести 3 скрытые размерности. Вито
ге для механического объединения теорий гравитационных, сильных и 

электрослабых взаимодействий (на основе «принципа кубиков») следует 

использовать 4+4+3=11 измерений, в согласии с утверждением Виттена. 
Однако в геометрофизике был использован более экономичный способ 

построения единой теории в рамках всего 8 измерений, который опира
ется на «принцип матрешки». 

2. Особый интерес представляет простая супергравитация (N = 1) 
в одиннадцати измерениях. Она исследовалась в работах Т. Креммера, 

Дж. Шерка и ряда других авторов. В ней все дополнительные коорди

наты выбирались пространственно-подобными. 

Закономерность, что все дополнительные размерности простран

ственно-подобны, с некоторыми оговорками относительно координаты 

х4 справедлива и в изложенной выше геометрофизике. 
3. Все максимальные теории супергравитации с меньшим числом из

мерений ( п < 11) могут быть получены из теории супер гравитации с 
п = 11 и N = 1 с помощью процедуры размерного редуцирования, т. е. 
методом понижения размерности до нужной, как это делается в теории 

Калуцы-Клейна. 

4. Такая теория оказывается довольно жесткой, если, конечно, по
требовать, чтобы уравнения были второго порядка и чтобы она содер

жала только один свободный параметр - гравитационную постоянную. 

Все попытки как-либо модифицировать теорию окончились неудачей. 

Условиями суперсимметрии запрещено взаимодействие супермульти

плета полей с какими-либо иными видами материи, вводимыми волевым 

образом, т. е. эта теория не терпит половинчатости: либо это теория все

го, либо она неверна. 

III. Недостатки суперсимметричных теорий 
Теории супергравитации развивались в надежде решения ряда кон

кретных проблем теории поля. 

1. Ожидалось, что суперсимметричные теории приведут к некому 
фундаментальному набору из бозонных и фермионных полей, который 

позволил бы как-то теоретически обосновать наблюдаемый на опыте на

бор частиц и полей, а, может быть, даже помог бы предсказать суще

ствование некоторых новых частиц. Но с ростом N число полей быстро 
увеличивается, и ими распорядиться должным образом так и не удалось. 

Выдвигались различные предположения о характере возникающих 

полей, в частности, предлагалось их трактовать как некие преполя или 
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пречастицы (преоны), из которых предстоит в виде каких-то связанных 

комбинаций образовать известные ныне лептоны, кварки и другие ча

стицы, но эти надежды пока не оправдались. 

2. Возлагались большие надежды на то, что из множества получа
ющихся полей одного супермультиплета удастся выделить и должным 

образом скомбинировать поля переносчиков всех известных видов фи

зических взаимодействий: гравитационного электрослабого и сильного, 

т. е. фактически на основе теории супергравитации построить теорию 

великого объединения. Как писал А. Салам, «построение расширенных 

теорий супергравитации (N = 2, 3, ... , 8) породило надежду на то, что 
частицы со спином 1 и 2, посредники всех четырех фундаментальных 
взаимодействий (в том числе и гравитации), плюс хиггсовы частицы, 

а также материальные «источники» (частицы с полуцелыми спинами) 

удастся объединить в один супермультиплет расширенной теории супер

гравитации, объединив тем самым «мрамор» гравитации с «каркасом» 

материи-как мечтал Эйнштейн»(145, с.16]. 

Это направление исследований многими воспринималось как воз

рождение идей В. Клиффорда, А. Эйнштейна и Дж. Уилера об описа

нии искривленным пространством всех видов материи. Только теперь 

во главу угла ставилось введение спинорных частиц. 

3. Ожидалось, что удастся построить квантовую теорию поля, сво
бодную от расходимостей. Анализ показывает, что в суперсимметричной 

квантовой теории поля ряд расходимостей, обусловленных бозонными 

полями, компенсируется расходимостями, связанными с фермионными 

полями, что подкрепляло надежды на это направление исследований, 

однако решить данную проблему в полном объеме пока не удалось. 

13.3.4. Теория суперструн 

К концу 80-х годов центр тяжести работ по объединению фунда
ментальных взаимодействий переместился в сторону исследований тео

рии суперструн. Основная идея этой теории состоит в том, что точеч

ные частицы общепринятой теории поля заменяются на очень малые, 

но конечные (открытые или замкнутые) нити-струны, колеблющие

ся в пространстве-времени. Размеры этих струн имеют порядок план

ковской длины. Предлагается описывать свойства элементарных частиц 

через дискретные моды колебаний этих струн. Полагается, что между 

степенями свободы струн имеет место суперсимметрия, так что имеются 

моды, соответствующие фермионным и бозонным частицам. Для полу

чения достаточно широкого спектра частиц и полей рассматриваются 
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колебания в многомерном (11-мерном) пространстве-времени. Ожидает

ся, что таким образом можно построить «теорию всего», опираясь лишь 

на одну константу, соответствующую натяжению струны. Теория супер

струн опирается на три сорта идей: 

1) на идею о нелокальности (неточечности) физических объектов, 
2) на соображения о суперсимметрии между бозонами и фермионами, 
3) на идеи Калуцы о многомерии физического пространства-времени. 
В принципиальном плане аналогичным образом строится теория су-

пермембран, где 1-мерные струны заменяются на 2-мерные (многомер

ные) мембраны. 

Теория суперструн (супермембран) в настоящий момент является 

наиболее популярной. Она нацелена на объединение теории гравитации 

с квантовой теорией, на объединение сильных и электрослабых взаи

модействий, на устранение расходимостей из квантовой теории поля, 

на получение спектра масс элементарных частиц и соотношений меж

ду фундаментальными физическими константами. 

Однако пока теория суперструн далека от завершения. Можно гово

рить лишь о «продвижениях» в решении названных проблем. Не удает

ся должным образом распорядиться всем множеством частиц, предска

зываемых теорией, до сих пор не обнаружены частицы-суперпартнеры 

проинтерпретированных частиц, остаются проблемы с расходимостями 

и т. д. Энтузиаст теории суперструн Б. Грин в своей книге «Элегантная 

Вселенная», описывая достоинства и возможности этой теории, назы

вает и существенные недостатки, такие как отсутствие эксперименталь

ных подтверждений теории и отсутствие строгой математической базы. 

В связи с этим он пишет: «Могут пройти десятилетия или даже столе

тия, прежде чем теория струн будет полностью разработана и осознана. 

Это вполне может оказаться правдой. В действительности математиче

ский аппарат теории струн столь сложен, что сегодня никто даже не 

знает точных уравнений этой теории. Вместо этого физики используют 

лишь приближенные варианты этих уравнений, и даже эти приближен

ные уравнения столь сложны, что пока поддаются только частичному 

решению» [50, с. 22]. Все это лишь подкрепляет открытость вопроса: 
отражает ли суперсимметрия фундаментальные свойства природы? 

В задачу этой книги не входит детальное изложение этой и других 

представленных в физике парадигм. Здесь лишь преследуется цель ука

зать другие пути развития физики и сопоставить их с геометрофизикой. 
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13.4. Геометрическое миропонимание 

Возвращаясь к геометрическому миропониманию, еще раз подчерк

нем, что в нем объединяются категории пространства-времени и полей 

переносчиков взаимодействий в одну обобщенную категорию искривлен

ного (многомерного) пространства-времени, тогда как фермионные поля 
не геометризуются, а представляют собой вторую категорию. Они учи

тываются добавлением фермионных слагаемых к гиперплотности ска

лярной кривизны. 

13.4.1. Идея всеобщей геометризации физики 

В рамках геометрического миропонимания делались попытки пере

хода к монистической парадигме, в которой предполагалось опереть

ся лишь на одну категорию искривленного пространственно-временно

го многообразия, т. е. без добавления в плотность лагранжиана или в 

уравнения Эйнштейна каких-либо слагаемых негеометрического проис

хождения. 

Примечательно, что холистический взгляд на мир в рамках геомет

рического миропонимания был предложен задолго до создания ОТО, 

и сделано это было в работах английского математика В. Клиффорда, 

скончавшегося в год рождения А. Эйнштейна (1879 г.). В своих работах 
он четко поставил вопрос: «Спросим же себя, не можем ли мы рассмат

ривать как изменения физического характера те действия, которые на 

самом деле обязаны своим происхождением изменениям в кривизне на

шего пространства? Не окажется ли, что все или некоторые из причин, 

которые мы называем физическими, свое начало ведут от геометриче

ского строения нашего пространства?» [82, с. 46]. В другом месте он сам 
дает ответ на поставленный вопрос: «Изменение кривизны простран

ства - это то, что в действительности происходит при том явлении, ко

торое мы называем движением материи, как весомой, так и эфира, что 

в физическом мире нет места ничему, кроме этого изменения, подчиня

ющегося (возможно) закону непрерывности» [82, с. 36]. В частности, им 
было высказано предположение, что такими физическими причинами 

могут быть теплота, свет, электрическое поле. 

Эйнштейн был знаком с работами Клиффорда, и идея всеобщей гео

метризации физики волновала его на протяжении большей части творче

ского пути. Выше уже говорилось о его попытках геометризовать наря

ду с гравитационным и электромагнитное взаимодействие. Но его идея 

распространялась значительно дальше геометризации бозонных полей 

(категории переносчиков взаимодействий) и охватывала всю остальную 
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материю. Так, в его совместной работе с Л. Инфельдом говорилось: «Мы 

имеем две реальности: вещество и поле. Несомненно, что в настоящее 

время мы не можем представить себе всю физику построенной на поня

тии вещества, как это делали физики в начале девятнадцатого столетия. 

В настоящее время мы принимаем оба понятия. Можем ли мы считать 

вещество и поле двумя различными, несходными реальностями?» [200, с. 
510]. Отметим, что здесь под полем авторы понимают характеристики 
(метрический тензор) искривленного пространства-времени (обобщен

ную категорию), а под веществом - категорию частиц. Далее в работе 

дается отрицательный ответ на поставленный вопрос: «Но деление на 

вещество и поле, после признания эквивалентности массы и энергии, 

есть нечто искусственное и неясно определенное. Не можем ли мы отка

заться от понятия вещества и построить чистую физику поля? То, что 

действует на наши чувства в виде вещества, есть на самом деле огромная 

концентрация энергии в сравнительно малом пространстве. Мы могли 

бы рассматривать вещество как такие области в пространстве, где по

ле чрезвычайно сильно. Таким путем можно было бы прийти к новым 

представлениям о природе. ( ... ) В нашей новой физике не было бы ме
ста и для поля, и для вещества, поскольку единственной реальностью 

было бы поле». 

Известно, что Эйнштейн считал правую часть своих уравнений де

фектом ОТО и всячески избегал везде, где это было возможно, напи

сания тензора энергии-импульса Tµ,v· Он говорил, что его теория поко

ится на двух ногах: одной «монолитной» (левой, геометрической части 

уравнений) и другой «глиняной» (правой, физической части уравнений). 

«Но до сих пор мы не имели успеха в последовательном и убедитель

ном выполнении этой программы. Заключение о том, возможно ли ее 

выполнить, принадлежит будущему. В настоящее время во всех наших 

теоретических построениях мы все еще должны допускать две реаль-

1 ности -поле и вещество», -не без горечи отмечалось в данной работе 

(200, с. 511]. 
Впоследствии идея глобальной геометризации физики была подхва

чена Дж. Уилером и его учениками, развивавшими теорию, которая по

лучила название гео.метродина.мики. В совместной статье Дж. Уилера 

и Ч. Мизнера «Классическая физика как геометрия» наиболее четко 

сформулированы взгляды этой школы: «Классическая физика как сово

купность теории гравитации, электромагнетизма, неквантованного за

ряда и массы. Все эти четыре понятия описываются с помощью пустого 

искривленного пространства без каких-либо добавлений к принятой тео

рии» [159, с. 218]. Концептуальные (метафизические) черты этой теории 
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Уилером определены следующим образом: «1) Пространство-время не 
есть арена для физики, это вс.я классическая физика. 2) Не существует 
нуждающихся в объяснении «мировых констант»: ни с, ни G .... 3) 
Не существует «констант связи», как нет и независимо существующих 

полей, взаимодействующих друг с другом. Электромагнитное поле не 

является особым объектом» [159, с. 334). 

13.4.2. Теория Райнича-Уилера и ее обобщения 

К достижениям классической (неквантовой) геометродинамики Уи

лер отнес следующее: «Настоящая хорошо установленная исконно еди

ная классическая теория (геометродинамика -Ю. В.) позволяет описы

вать с помощью пустого искривленного пространства 

1) гравитацию без гравитации, 
2) электромагнетизм без электромагнетизма, 
3) заряд без заряда, 
4) массу без массы» [159, с.229). 
1. «Гравитация без гравитации» уже была построена в рамках эйн

штейновской ОТО, поскольку в ней нет отдельного гравитационного по

ля, а есть искривленное 4-мерное пространство-время, характеристика

ми которого (метрикой, кривизной) описывается гравитационное взаи

модействие. 

2. «Электромагнетизм без электромагнетизма» предлагалось описы
вать также характеристиками 4-мерного пространства-времени по сле

дам, оставляемым электромагнетизмом на его кривизне. Для этого бы

ли привлечены результаты Г. Райнича, полученные еще в 20-х годах. 

Райнич заметил, что из уравнений Эйнштейна в электровакууме (5.1.7) 
можно алгебраически выразить компоненты тензора электромагнитного 

поля Farз через компоненты тензора Риччи Rµv· Он нашел условия на 
тензор Риччи, необходимые и достаточные для того, чтобы источником 

кривизны было электромагнитное поле, удовлетворяющее уравнениям 

Максвелла (5.1.3) и (5.1.4): 
R~ = R=O; 

RµvTµTv ~О 

для любого времени-подобного вектора тµ; 

R R a _ 1 R нrзсr. 
µа v - 49µv (Зет ' 

Vа;(З - Vrз;a =О, 

(13.4.1) 

(13.4.2) 

(13.4.3) 

(13.4.4) 
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где вектор Райнича Va имеет следующий вид 

(13.4.5) 

При этом тензор электромагнитного поля, выраженный через тензор 

Риччи, определяется с точностью до «поворота дуальности»: 

1 - *°' - "' . Fµv - е Fµv = Fµvcosa+ Fµv sша, (13.4.6) 

где а = const - постоянная фаза. Это легко усмотреть из того, что как 

тензор энергии-импульса электромагнитного поля справа в (5.1.7), так и 
уравнения Максвелла инвариантны относительно поворотов дуальности 

(13.4.6). 
Таким образом, согласно «исконно единой теории Максвелла-Эйн

штейна-Райнича-Уилера», электромагнитное поле оставляет на кри

визне настолько характерный отпечаток, что по нему можно с точно

стью до поворотов дуальности восстановить это поле. 

Однако в этой теории имеется существенный недостаток: она ру

шится в чрезвычайно важном с физической точки зрения случае чисто 

электромагнитного излучения, когда обращаются в нуль оба инварианта 

электромагнитного поля: 

(13.4.7) 

Действительно, в этих случаях, поскольку 

(13.4.8) 

вектор Райнича (13.4.5) становится сингулярным и формулы, выража
ющие тензор электромагнитного поля через тензор Риччи, теряют силу. 

3. «Скаляризм без скаляризма», т. е. описание скалярных полей, как 
вещественных, так и комплексных, как безмассовых, так и с массой по

коя, рассматривалось в духе работ Райнича многими авторами (см" на

пример, (99]). Решалась задача определения скалярного поля ЧJ, удовле
творяющего уравнениям Клейна-Фока (5.1.9) по следам, оставляемым 
на кривизне пространства-времени согласно уравнениям Эйнштейна с 

тензором энергии-импульса скалярного поля справа (5.1.10). 
В частности, для вещественного безмассового скалярного поля в ра

боте Людвига и Сканлана [99] были найдены условия на тензор Риччи, 



460 Глава 13. Метафизические парадигмы в фундаментальной физике 

аналогичные условиям Райнича (13.4.1)-(13.4.5): 

( RaJЗ - ~9а,вR) т0т(З ~О; 
RµaR~ = RRµv; 

'Ра;,6 - 'Р,В;а = О. 

(13.4.9) 

(13.4.10) 

(13.4.11) 

Рассматривались более общие случаи массивных и заряженных скаляр

ных полей. Найденные в них условия на тензор кривизны имеют более 

сложный вид. 

4. «Нейтрино без нейтринного поля», т. е. аналогичная задача опре
деления характеристик нейтринного поля по его следам на тензоре кри

визны рассматривалась в работах ряда авторов. Так, в работе Иномата 

и Мак-Кинли [73] были найдены аналоги условий Райнича для случая 
2-компонентного безмассового спинорного поля: 

R=O; 

RµaR~ =О; 

R TµTv >О· µv - ' 
\7лRµv =О. 

(13.4.12) 

(13.4.13) 

5. «Материя с электромагнетизмом без материи и электромагнетиз
ма>>. В работе Гудинсона и Ньюинга [51] был рассмотрен случай электро
магнитного поля в присутствии материи с давлением, когда уравнения 

Эйнштейна имеют вид 

(13.4.14) 

где тS~-m.) - тензор энергии-импульса электромагнитного поля, р- дав
ление, р - плотность, иµ - скорость материи. Авторами было показано, 

что р, р, иµ, тS~·m.) можно выразить через геометрические величины, 
однако не через тензор Риччи, как у Райнича, а через компоненты соб

ственного вектора и собственные значения тензора Риччи. 

6. «Заряды без зарядов», т. е. заряженные частицы, Уилер предлагал 
вводить, используя более сложную топологию пространства-времени в 

виде ручек на гиперповерхности. Частицы трактовались как устья этих 

ручек, т. е. как входы и выходы своеобразных «кротовых нор». Частиц 

много, отсюда следует, что в геометродинамике реальный мир должен 

рассматриваться как многосвязный с большим количеством ручек. Руч

ки пронизаны силовыми линиями электромагнитного поля, определяе

мого кривизной. Устья, куда входят силовые линии, можно трактовать 

как заряженные частицы одного типа заряда (отрицательного), а устья, 

откуда выходят линии, - как заряды другого знака (положительного). 
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Геометродинамика У ил ера представляла собой попытку построения 

единой геометрической картины мира (монистической геометрической 

парадигмы, соответствующей замыслам Клиффорда) в согласии с 4-мер

ной ОТО. Условия типа Райнича и соответствующие выражения для 

характеристик физических полей через компоненты тензора кривизны 

были призваны заменить правую часть уравнений Эйнштейна. В таком 

подходе возможные, так или иначе определенные следы на тензоре кри

визны должны были соответствовать известным видам физических по

лей. 

7. Однако традицион:н,ая геометрофизика обладает существе'/-t'/-tъtм 
недостатком: в ее рамках, т. е. с помощъю ее классических средств, 

'/-tевозмож'/-tо описатъ сnи'/-tорнъtе свойства частиц. Эта трудность, в 

частности, проявилась и в геометродинамике Дж. Уилера, который по 

• этому поводу писал: «Она '/-tичего непосредственно не дает нам для пони
мания спина без спина, элементарных частиц без элементарных частиц 

и каких-либо других явлений квантовой физики» [159, с. 229]. В другом 
месте он писал: «Затронув вопросы о порядках величин масс частиц и 

о ядерных силах, мы приходим к последнему и решающему вопросу -
к проблеме спина. Каким образом классическая теория, рассматрива

ющая поля с целыми значениями спина, способна после квантования 

привести к спину 1/2, как это требуется для объяснения свойств ней
трино, электрона и других фермионов? .. Если это не будет иметь места, 
то чистая ква'/-tтовая геометроди'/-tамика должна рассматриватъся как 

схема, '/-tедостаточная для построе'/-tия основъt физики элементарнъtх 

частиц. Поэтому вопрос о происхождении спина является решающим 

при оценке возможностей квантовой геометродинамикю> [159, с. 347]. 
В рамках геометродинамики так и не удалось решить эту пробле

му, что послужило одним из оснований для перехода Уилера и его сто

ронников к исследованиям теории супергравитации. Этот и ряд других 

факторов свидетельствуют о необходимости перехода от классического 

геометрического подхода (парадигмы) к такой теории, в которой спи

норные свойства частиц были бы положены в ее фундамент. В связи с 

этим следует упомянуть твисторную программу Р. Пенроуза [127, 128]. 
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Концепция дальнодействия 

Данная отдельная глава посвящена описанию ключевых идей и ре

зультатов реляционного миропонимания, опирающегося на концепцию 

дальнодействия, поскольку оно оказалось в ХХ веке на обочине магист

рального направления развития физики и было не столь широко извест

но. Вместе с тем, анализ развития теоретической физики свидетельст

вует о большом влиянии на нее идей реляционного миропонимания. Из

вестно, что А. Эйнштейн, создавая ОТО, следовал идеям Маха в духе 

концепции дальнодействия. Р. Фейнман и Ю. Швингер, получившие Но

белевскую премию за развитие квантовой электродинамики, также при

держивались реляционных принципов. Позволим себе напомнить, что 

концепция дальнодействия была доминирующей в середине XIX века. В 
русле этого миропонимания мыслили математики К. Гаусс и Б. Риман, 

физики В. Вебер, Л. Лоренц, Франц и Карл Нейманы и многие другие. 

Позже взгляды реляционного подхода отстаивали Э. Мах и А. Пуанкаре 

(см. в [18, 41]). 
Термин «дальнодействие» имеет несколько смыслов. Здесь под даль

нодействием понимается воздействие одного объекта на другой без по

средника, распространяющегося через все промежуточные точки меж

ду ними. В этом смысле концепция далънодействи.я противоположна 

концепции близкодействия, положенной в основу общепринятой тео

рии пол.я. Теории физических взаимодействий, развиваемые в рамках 

реляционного миропонимания, имеют принципиально иной характер по 

сравнению с теориями поля. В работах А. Д. Фоккера [175], Г. Тетроде 
[154], Р. Фейнмана и Дж. Уилера [157-158], П. Дэвиса [61] и других в ХХ 
веке была развита теори.я пр.я.маго меж'Части'Чного взаимодействия, в 

которой, как и в геометрофизике, нет бозонных полей в статусе самосто

ятельной категории. Общепринятые поля переносчиков взаимодействий 

возникают в ней из двух других категорий: плоского пространства-вре

мени и характеристик непосредственно взаимодействующих друг с дру

гом частиц. Эта теория опирается на принцип Фоккера [175], первона-
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чально сформулированный для случая электромагнитного взаимодей

ствия, а затем распространенный на описание гравитационного и другие 

взаимодействия. 

Реляционное миропонимание, представленное теорией прямого меж

частичного взаимодействия Фоккера-Фейнмана, но имеющее и другие 

ветви исследований, чрезвычайно важно, по нашему мнению, для фор

мирования целостного мировосприятия, поскольку эта позиция (см. рис. 

13.1) позволяет вскрыть свойства мироздания, невидимые с точек зре
ния геометрического или физического миропониманий. 

14.1. Принцип действия Фоккера 

1. Изложим суть теории прямого межчастичного электромагнитного 
взаимодействия Фоккера-Фейнмана. Для этого выделим две произволь

ные заряженные частицы, присвоив им номера 1и2. Согласно принципу 

действия Фоккера, электромагнитное взаимодействие описывается ис

ключительно через характеристики частиц следующим вкладом в клас

сическое действие: 

S(e)( 2) _ е(1)е(2) ! ! д( 2( )) d µ 11 _ 
int 1, - - с s l,2 7Jµ 11 x(l)dx(2) -

= -~ j J j(1)j(2)µб(s2 (1,2))ds(l)ds(2), (14.1.1) 

где e(l) и е(2) - электрические заряды двух частиц, j(1) = 

e(l)dx(1/ ds(l) - вектор 4-тока частицы с номером 1; dx(1), dx(2) - изме
нения координат и ds(i), ds(2) - смещения вдоль мировых линий частиц; 

77µ11-метрический тензор пространства-времени Минковского; s2(1,2)
квадрат интервала между точками на мировых линиях двух частиц; 

- б-функция. Здесь t(i2) и r(i2) - промежуток времени и расстояние 

между положениями взаимодействующих частиц. 

2. Представляя б-функцию (14.1.2) в виде 

(14.1.3) 

приходим к выводу, что при фиксированном положении частицы с но

мером 1 в некоторый момент времени t(a) (на ее мировой линии) взаи
модействие между частицами происходит при двух положениях второй 
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частицы: в предшествующий момент t' и в будущий момент t", соответ
ствующих двум пересечениям конусов прошлого и будущего (с вершиной 

на мировой линии первой частицы в момент t(o)) с мировой линией вто

рой частицы (см. рис. 14.1). С точки зрения первой частицы взаимодей-

t 1 2 

опережающее 

взаимодействие 

запаздывающее 

взаимодействие 

Рис. 14.1. Опережающее и запаздывающее взаимодействия двух частиц 

ствие, определяемое положением второй частицы в момент t', называет
ся запаздывающим, а положением в момент t" - опережающим. Таким 

образом, согласно принципу Фоккера, запаздывающее и опережающее 

взаимодействия присутствуют симметричным образом. В 20-х-30-х го

дах это представляло основную трудность теории прямого межчастич

ного взаимодействия. Можно было говорить о совпадении этой теории 

с общепринятой теорией поля лишь для статических и стационарных 

электромагнитных явлений. 

Как видно из формулы (14.1.1), в нее не входят поля переносчиков 
взаимодействий. Взаимодействие определяется лишь характеристиками 

частиц, т. е. этой формулой описывается запаздывающее (и опережаю

щее) дальнодействие. 

3. Полное действие для системы взаимодействующих электрических 
зарядов в классической теории прямого межчастичного электромагнит

ного взаимодействия записывается в виде 

s<€) = - ~ m(i)C ! ds(i) - ;с L Lk ! ! j'(;)j(k)µ6(s
2
(i,k))ds(i)ds(k), 

i i 

(14.1.4) 
где m(i) - масса покоя частицы i. Первое слагаемое справа соответству
ет действию для свободных (невзаимодействующих) частиц. Во втором 
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слагаемом справа суммирование производится по всем парам заряжен

ных частиц, причем i f. k. 
4. Поясним, как в теории прямого межчастичного взаимодействия 

можно ввести вторичные (вспомогательные) понятия, соответствующие 

потенциалам и напряженностям электромагнитного поля. Для этого вы

делим из (14.1.4) одну частицу, например, с номером i = 1 и запишем 
для нее действие в более привычной форме 

(14.1.5) 

где введено обозначение для отдельных вкладов 

(14.1.6) 

которые интерпретируются как векторный электромагнитный потенци

ал, создаваемый зарядом e(k) в том месте, где находится заряд ещ. 

Объединяя вклады всех заряженных частиц, получаем суммарный 

электромагнитный потенциал Aµ(l) в месте нахождения заряда с номе
ром 1 

Aµ(l) = 2::: Aµ(l,k) 
k#l 

и действие для выделенной частицы: 

(14.1.7) 

(14.1.8) 

формально совпадающее с общепринятым выражением в электродина

мике Максвелла-Лоренца. Однако следует подчеркнуть, что в тео

рии прямого .меж'Часmu'Чного взаимодействия бессмысленно говоритъ о 

потенциале в то'Чках пространства-вре.мени, где отсутствуют элек

три'Ческие заряды. 

5. Из действия (14.1.8) легко получить уравнение движения выделен
ной заряженной частицы. Согласно принципу наименьшего действия, 

эта частица движется по экстремальной кривой 

дS(е) - О 
(1) - (14.1.9) 

в предположении, что на концах траектории вариации координат равны 

нулю. После стандартных выкладок получается уравнение знакомого 
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вида 

dz v d v 
x(l) e(l) x(l) 

m(l)'Г/µv-d 2 = - 2 Fµv(l)-d-, 
8(1) с 8(1) 

(14.1.10) 

где введен тензор электромагнитного взаимодействия в точке нахожде

ния заряда с номером 1: 

F (l) _ дAv(l) _ дАµ(l) 
µv - дх(1) дх(l) . 

(14.1.11) 

Если опустить индекс, обозначающий номер частицы, получим стан

дартное уравнение движения заряженной частицы в электромагнитном 

«поле». 

6. Введенный в (14.1.11) тензор электромагнитного взаимодействия 
Fµv тождественно удовлетворяет соотношениям, аналогичным уравне
ниям Максвелла. Чтобы это показать, следует воспользоваться соотно

шением Дирака для д-функции: 

'Г/µv д /~ v д(s2 (i,k)) = 4пд4 (х(i) - x(k))· 
x(i) x(i) 

(14.1.12) 

Подействуем оператором 'Г/µv д2 / дх(1 ) дх(1 ) слева на вклад в вектор
ный потенциал от одной частицы, определенный в (14.1.6). Используя 
(14.1.12), находим, что векторный потенциал удовлетворяет неоднород
ному волновому уравнению 

µvд2 AcJ<(l,k) _ 47Т. 
'Г/ д µ д v - -J(k)a' 

x(l) x(l) с 
(14.1.13) 

где 

- ток заряда k. 
Легко убедиться, что определенный согласно (14.1.6) векторный по

тенциал автоматически удовлетворяет условию калибровки Лоренца 

дAa(i,k) =О. 
дх~) 

(14.1.14) 

Расписывая дFff.(i,k)/дx(i) с учетом (14.1.11) и (14.1.14), находим 

дFff.(i,k) 47Г. 
--'-а-= --J(k)(З· (14.1.15) 

дх(i) с 
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7. Таким образом, приходим к выводу, что в теории прямого элек
тромагнитного взаимодействия типа Фоккера-Фейнмана 

1} нет потенчиалов поля, в то'Чках простра:нства-вре.мени, где от
сутствуют 'Частицы, а следователъно, и нет полевых уравнений Макс

велла; 

2} потенчиалы электромагнитного взаимодействия, можно ввести 
в местах расположения, заряженных 'Частич, и дл.я них выполн.яютс.я 

тождества, соответствующие уравнен.и.ям Максвелла. 

Если допустить существование векторных потенциалов во всех точ

ках непрерывного пространства-времени, то в математическом плане две 

теории: поля и прямого межчастичного взаимодействия, - окажутся эк

вивалентными. Они отличаются исходными положениями. В теории по

ля исходят из дифференциальных уравнений, из которых можно най

ти функцию Грина и записать решение в интегральном виде. В тео

рии прямого межчастичного взаимодействия исходным является зада

ние функции Грина. Ее роль играет дельта-функция в (14.1.12). Зная 
функцию Грина, можно восстановить соответствующее ей дифференци

альное уравнение. Однако для физики допущение о распространении 

значений потенциалов на все точки пространства-времени имеет суще

ственное значение. 

14.2. Фейнмановская теория поглотителя 
и принцип Маха 

В теории прямого межчастичного взаимодействия фоккеровского ти

па, по определению, взаимодействие между любыми двумя электриче

скими зарядами (или массами) является наполовину запаздывающим и 

наполовину опережающим, причем исключить не наблюдаемые на опы

те опережающие взаимодействия волевым образом не представлялось 

возможным. В итоге оказалось, что фоккеровская теория эквивалент

на теории поля Максвелла-Лоренца лишь при описании статических и 

стационарных электромагнитных явлений. 

Эта трудность была устранена Р. Фейнманом и Дж. Уилером [157, 
158], которые показали, что необходимо учесть влияния на электромаг
нитные взаимодействия между любыми двумя зарядами со стороны всех 

других зарядов Вселенной. Это влияние является своеобразным «откли

ком Вселенной» на процесс излучения, т. е. на акт взаи~одействия. Ме
тодика корректного учета отклика Вселенной составила важную часть 

всей теории прямого межчастичного взаимодействия, названной Фейн

маном и Уилером теорией поглотителя. Она основана на трех посту-
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латах: 1) ускоренный заряд в пустом пространстве не излучает; 2) силы, 
действующие на любую частицу, слагаются из вкладов взаимодействий 

со всеми другими частицами Вселенной; 3) эти взаимодействия выража
ются половиной опережающего и половиной запаздывающего взаимо

действий, что эквивалентно соответствующим половинам решений Лие

нара-Вихерта уравнений Максвелла. 

Было показано, что если во Вселенной имеется достаточно большое 

число заряженных частиц, то суммарное воздействие их на частицу

приемник излучения полностью компенсирует опережающее взаимодей

ствие с источником. Кроме того, опережающая часть того же суммарно

го воздействия, суммируясь с запаздывающим взаимодействием источ

ника с приемником, его удваивает, приводя к наблюдаемому на опыте 

запаздывающему взаимодействию. Этот результат можно интерпрети

ровать следующим образом. На источник «излучения» i падает сово
купность практически плоских опережающих «волн» (в терминах тео

рии поля) от всех зарядов поглотителя (опережающее воздействие). В 
момент ускорения частицы-источника сходящаяся «волна» коллапсиру

ет, и в следующий момент времени она расходится от источника вместе с 

его собственным излучением (их амплитуды одинаковы). Произвольный 

заряд-приемник j не может различить эти две «волны» (воздействия) 

разного происхождения и реагирует на них как на единое целое, т. е. как 

на удвоенное запаздывающее воздействие. 

При получении данных результатов исходили из ряда упрощающих 

допущений, предполагая, что заряды имеют малую плотность в поглоти

теле, что они свободны и их распределение равномерно и т. д. Возникает 

естественный вопрос: а не изменятся ли результаты в более общих случа

ях? Фейнман подробно проанализировал этот вопрос и показал, что по

лученные результаты не зависят от подобных обобщений свойств погло

тителя и что существенно лишь предположение о достаточно большом 

количестве зарядов в поглотителе, т. е. «абсолютность» поглотителя. 

Другой принципиально важный результат, получающийся из учета 

поглотителя, состоит в том, что, оказывается, сам «излучающий» источ

ник i получает при этом дополнительное воздействие в виде силы 

- 2е2 dai F=-i-
3c3 dt · 

(14.2.1) 

В итоге 3-мерные уравнения движения «излучающей» частицы i имеют 
вид 

dv - е - 2е2 d2v 
m-d = еЕ + -[iJH] + -3 з d 2, 

t с с t 
(14.2.2) 
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где Ё и Й - внешние напряженности электрического и магнитного воз
действий. (В релятивистском виде эти уравнения записаны в (8.4.8).) 
Таким образом, в теории пр.я.маго меж'Ч.асти'Ч.ного электромагнитно

го взаимодеuствил автомати'Ч.ески возникает сила радиационного тре

нил, которал оказываете.я, обусловленной воздействием на излу'Чающую 

'Ч.астиv,у со стороны всех 'Ч.астиv, окружающей Вселенной. Следует на

помнить многочисленные и до сих пор не увенчавшиеся успехом попытки 

обосновать возникновение силы радиационного трения в рамках тради

ционной теории поля. 

Заметим, что приведенные рассуждения не единственны. Неявно был 

использован существенный постулат, согласно которому любое воздей

ствие («излучение») от источника будет поглощено окружающей мате

рией Вселенной, а воздействие на заряд j со стороны источников из 

прошлого практически равно нулю. Всю изложенную схему рассужде

ний можно перевернуть. Для этого достаточно постулировать, что в бу

дущем отсутствуют возможные поглотители, тогда как в прошлом име

ется достаточно много источников (постулат абсолютного излучателя). 

В этом случае суммарное запаздывающее воздействие от i на j (с уче

том отклика Вселенной) обращается в нуль, а опережающее воздействие 

удваивается. Следовательно, для выбора одной из указанных схем рас

суждений необходимы дополнительные соображения. Фактически здесь 

встает проблема обосновани.я, направленил стрелы времени (по образ

ному выражению А. Эддингтона), т. е. направленности всей эволюции 

физического мира в будущее. В работах Фейнмана и Уилера [157, 158] 
были использованы термодинамические соображения, однако в послед

нее время для этой цели стали привлекаться свойства космологических 

моделей. 

Фейнмановская теория поглотителя, т. е. учет взаимодействия с ча

стицами всей окружающей Вселенной, соответствует принципу Маха 

(см. [179]). Напомним, согласно взглядам Э. Маха, развивавшего идеи 
немецкой физической школы середины XIX века, реальный мир пред
ставляет собой неразрывное целое, так что свойства его отдельных ча

стей, обычно понимаемые как локальные (присущие отдельно взятым си

стемам), на самом деле обусловлены распределением всей материи мира, 

или глобальными свойствами Вселенной. Он писал: «Дело именно в том, 

что природа не начинает с элементов, как мы вынуждены начинать. Для 

нас во всяком случае счастье то, что мы в состоянии временами отвлечь 

наш взор от огромного целого и сосредоточиться на отдельных частях 

его. Но мы не должны упускать из виду, что необходимо впоследствии 

дополнить и исправить дальнейшим исследованием то, что мы временно 
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оставили без внимания» [102, с. 199]. Фейнмановская теория поглотите
ля является прекрасной иллюстрацией справедливости принципа Маха 

в реляционном миропонимании. 

Напомним, что идеи Маха были возведены в ранг принципа А. Эйн

штейном в его статье 1918 года, где он писал: «Название «принцип Ма
ха» выбрано потому, что этот принцип является обобщением требования 

Маха, что инерция должна сводиться к взаимодействию тел». Однако 

вскоре после создания общей теории относительности стало ясно, что в 

ней принцип Маха просматривается лишь в том, что метрика становится 

функцией координат и зависит от распределения окружающей материи. 

Метрический тензор находится из уравнений Эйнштейна, содержащих 

справа тензор энергии-импульса всей материи мира, однако уравнения 

допускают и вакуумные, т. е. в отсутствие материи, решения. 

Эйнштейн ожидал от создаваемой теории большего. Он писал: «По 

мнению Маха, в действительно рациональной теории инертность долж

на, подобно другим ньютоновским силам, происходить от взаимодей

ствия масс. Это мнение я в принципе считал правильным. Оно неяв

ным образом предполагает, однако, что теория, на которой все основано, 

должна принадлежать тому же общему типу, как и ньютонова механи

ка: основными понятиями в ней должны служить массы и взаимодей

ствия между ними. Между тем нетрудно видеть, что такая попытка не 

вяжется с духом теории поля» [199, с. 268]. Эйнштейновская ОТО оказа
лась построенной в духе традиционной теории поля (концепции близко

действия), тогда как Э. Мах мыслил в духе концепции дальнодействия. 

ОТО и физические воззрения Маха оказались соответствующими раз

ным метафизическим парадигмам. Принцип Маха следует считать при

сущим, главным образом, реляционной метафизической парадигме. 

Таким образом, принu,ип Маха следует пониматъ в более широком 

смысле, как идею об обусловленности локалъных свойств материалъ

ных образований закономерност.ями и распределением всей .материи 

.мира, т. е. глобальными свойствами Вселенной. Такая трактовка поз

воляет усмотреть проявление принципа Маха в ряде мест теории прямо

го межчастичного взаимодействия. Во-первых, в свете этого принципа 

устраняются опережающие взаимодействия между парой частиц благо

даря учету воздействий со стороны окружающих частиц мира (с по

мощью фейнмановской теории поглотителя). Во-вторых, принцип Маха 

объясняет появление сил радиационного трения в уравнениях движения 

излучающих частиц. Имеются и другие свидетельства действия принци-
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па Маха 1, в частности, на его основе вводится эффективная искривлен
ность пространства-времени. 

14.З. Прямое межчастичное гравитационное 
взаимодействие 

1. Для построения теории прямого межчастичного гравитационного 

взаимодействия необходимо видоизменить принцип действия Фоккера. 

Сразу же следует подчеркнуть, что прямое обобщение принципа Фок

кера на случай гравитации приводит к линеаризованной теории грави

тации, т. е. к приближенной теории первого порядка по гравитационной 

константе G. Вследствие нелинейности гравитационных взаимодействий 
и ряда других особенностей теория прямого межчастичного гравитаци

онного взаимодействия строится итерационным способом - в виде свое

образного разложения в ряд по гравитационной константе. 

2. Проанализируем первый порядок теории прямого гравитационно
го взаимодействия 2 . В этом случае принцип Фоккера ( 14.1.1) также 
записывается для парных взаимодействий с той разницей, что вместо 

токов взаимодействующих частиц следует писать их тензоры энергии

импульса 

Si~f (1,2) = ~ ! ! Т(з_)(Т/µаЛvfЗ + Т/µ(ЗТ/vа - b1Jµv17aJЗ) Х 
xT(~f 6( s2 (1,2) )dsщ ds(2), (14.3.1) 

1 С принципом Маха также можно связать гипотезу Дирака [57) о связи фунда
ментальных физических констант и о совместном их изменении. Здесь имеется в 

виду замеченная Дираком связь между фундаментальными константами, характе

ризующими, с одной стороны, элементарные частицы, и, с другой стороны, глобаль

ные свойства Вселенной (ее размер, скорость расширения). Ряд таких любопытных 

соотношений указывался и анализировался в работах А. Эддингтона, Г. А. Гамова, 
К. П. Станюковича, В. Н. Мельникова [152] и других авторов. 

2 Обобщение принципа Фоккера на случай гравитационного взаимодейс"l:'вия было 
исследовано в работах Я. И. Грановского и А. А. Пантюшина (1965-1969) [48, 124], 
Е. В. Парушина (1974), К. А. Пирагаса и В. И. Жданова (1972-1995) [63, 132] и ря
да других ав"l:'оров. В Э'J'ИХ работах была развита теория в первом приближении по 

гравитационной константе G и рассмотрен ряд приложений этой теории для ана
лиза приближенных уравнений движения системы гравитирующих частиц. Кроме 

того, следует указать большую серию работ Ф. Хайла и Дж. Нарликара (1964-1979) 
[117, 118, 183, 184] по своеобразному варианту теории прямого межчастичного грави
тационного взаимодействия, который правильнее было бы назвать теорией прямого 

скалярного взаимодействия на фоне искривленного пространства-времени общей тео

рии относительности. Построение теории прямого межчастичного гравитационного 

взаимодействия в любом порядке по G, совпадающей с эйнштейновской теорией гра
витации, было осуществлено в наших работах с А. Ю. Турыгиным (1986) [30, 31]. 
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где Т(,:) -тензоры энергии-импульса взаимодействующих частиц с но
мерами 1 и 2; Ь- постоянный коэффициент, который в работах разных 

авторов выбирается равным О, 1, или 2. Остальные обозначения те же, 
что и в предьщущих главах. Раскрывая тt,:) для точечных частиц, имеем 

(g) _ m(l)m(2) j j µ v ( 
Sint (1,2) - G с u(l) и(~) Т/µo/'7vf3 + 'Т/µ(З'Т/v°' - b'f/µv'Т/o.rз) х 

х u(2)иf2)J(s2 (1,2))ds(l)dsc2), (14.3.2) 

где u(k) - компоненты 4-скоростей, а m(k) - массы соответствующих ча
стиц. 

Действие для системы гравитационно взаимодействующих частиц на 

фоне плоского пространства-времени имеет вид 

sC9 ) =-с 2..: m(i) ! ds(i)+ 
i 

+ ~ L L m(i)m(j) J J иt)и(i) ("7µО1'Т/v(З + 'Т/µ(З'Т/vа - b'f/µv'Т/OifЗ) Х 
с i jf-i 

х и(j) иfj) J( s2 
( i,j) )ds(i) ds(j), (14.3.3) 

где, подчеркнем, суммирование производится по несовпадающим номе

рам частиц. 

3. Выделяя одну частицу с номером i, представим ее действие в 
форме 

sl9J ( i) ~ -cm(•J j ( 1 - G i1, \?µv( i,j)u(,) и(.)) ds(iJ> (14.3.4) 

где использовано обозначение для потенциалов гравитационного воздей

ствия на частицу i со стороны частицы j 

<pµv(i,j) = ~~;) J J(s2 (i,j))('Т/µa"7v(3 + 'Т/µ(ЗТ/vа - b'f/µv'Т/a(З)u(j)ufд)ds(j)· 
(14.3.5) 

Объединяя вклады от всех частиц, имеем суммарный гравитационный 

потенциал в месте нахождения частицы i: 

<pµv(i) = L <pµv(i,j) 
jfi 

и действие для частицы i в виде 

(14.3.6) 

(14.3.7) 
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4. Расписывая вариацию действия (14.3.7) при обычных предполо
жениях о равенстве нулю вариаций координат на концах траектории, 

можно получить уравнения движения частицы i в виде (номер частицы 
i опускаем): 

d2xv -с(д'Рµа дrpva - д'{Jµv)uµuv-
Т/av ds2 дхv + дхµ дха 

G 
duµ сд'Рµv µ v С< (3 

- 2 'Рµа ds + дхfЗ и и и и 17с.а+ 

с иµ v с. G µ v duc. - О + 2 'Pµv ds и U rJaa + 'PµvU U ds rJaa - · (14.3.8) 

5. Используя выражение для квадрата конечного интервала 

и определение гравитационных потенциалов (14.3.5), таким же спосо
бом, как в электродинамике, легко получить условия, соответствующие 

условиям Лоренца (14.1.14): 

д~°' ( rpc.(3 - ~1]а(3 rp) = О, (14.3.9) 

где rp = 'Pµvr/µv. 
6. Из тождеств Дирака (14.1.12) и определения (14.3.5) следует тож

дественная выполнимость соотношений: 

( 
1 ) 8тrG 

GD 'Pµv - 2,17µv'P = 7Tµv, (14.3.10) 

соответствующих уравнениям Даламбера в релятивистской скалярной 

теории гравитации. 

14.4. Общая теория относительности в концепции 
дальнодействия 

Эйнштейн напрасно отрекся от взглядов Маха. Построенная им ОТО 

может быть переформулирована в терминах теории прямого межча

стичного взаимодействия, т. е. реляционного миропонимания. Для этого 

необходимо сделать два шага: во-первых, перейти от гравитационных по

тенциалов (14.3.5) к эффективной метрике искривленного пространства
времени, - в итоге получается ОТО в первом приближении по гравита

ционной константе, и, во-вторых, обобщить принцип Фоккера, учтя не 
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только парные (14.3.3), но и тройные, четверные и т. д. взаимодействия. 
Охарактеризуем эти шаги. 

1. Будем рассматривать метрику Минковского как нулевое прибли
жение некой эффективной римановой метрики 

(о) 

9 µv= 'r/µv, (14.4.1) 

определив первое приближение по G в виде: 

(1) 
9 µv= 'r/µv - 2G<pµv· (14.4.2) 

Здесь второй член справа представляет собой малую добавку к метрике 

плоского пространства-времени Минковского. Чтобы не возникало пута

ницы, будем помечать все величины, вычисленные с помощью метрики 
(о) 
g µv= Т/µv, значком (о) сверху, а величины, вычисленные с помощью 

(1) 
метрики g µv,-значком (1). Так, имеем 

(о) (о) (о) (о) 
d s 2 = g µv dxµ dxv; и µ = dxµ / d s ; 

d (1) 2 - (i -2G (о) µ (о) v) d (о) 2. d d O(G2) (14 4 3) s - IPµv и и s , -с;;)= Щ + ; .. 
d s d s 

Cf} µ = ( 1 - G<,aµv (~ µ (~ v) сы µ + O(G2 ). 

2. Используя эти формулы, уравнение движения (14.3.8) можно пред
ставить в виде уравнения геодезической линии в метрике (14.4.2): 

(1) d сы v (1) ( 
г (1) µ 1) v - о 

g стv -(-l)-+ µv,a U U - , 

d s 
(14.4.4) 

где 

(1) _ .!. д g µrf д g Vrf _ д g µv 

( 

(1) (1) (1) ) 

Г µv,a- 2 дхv + дхµ дха (14.4.5) 

- символы Кристоффеля (первого порядка малости по G). 
3. Далее покажем, что в первом порядке по G тождестве'Н'НО выпол

N.яются уравнения Эi1:н:штеi1Nа. Для этого подсчитаем ряд промежу

точных величин. Из (14.4.2) находим контравариантный метрический 
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тензор 

(1) µ1.1 (о) 
/1 g ~ g µ + 2Grpµ 11

, (14.4.6) 

где rpµ 11 = rра/З'Г/аµr/311 • Из (14.4.2) и (14.4.6) последовательно находятся 
(1) (1) 

компоненты символов К ристоффеля Г ~11 , тензора Риччи R µ1.1 и скаляр-
(1) 

ной кривизны R в эффективной метрике (14.4.2). В итоге для тензора 
Эйнштейна получаем выражение 

(1) 1 (1) (1) ( 1 (о) ) ( 1 (о) ) 
Rµv - 2 9 µ1.1R = GD rpµ1.1 - 2 9 µ1.1 rp - G rp~,a - 2 9 ~rp,a ,1.1 

G ( а 1 (о) а ) G (о) ( а/3 1 (о) а(З ) 
- IP1.1,a - 2 9 11 rp,a + 9 µ1.1 'Р,а - 2 9 rp,a ,/3, 

,µ 
(14.4.7) 

где запятая означает частное дифференцирование. 

С учетом этих условий тензор Эйнштейна приводится к виду 

(1) 1 (1) (1) ( 1 (о) ) 
Rµv -2 g µv R = GD 'Рµ1.1 - 2 9 µ1.1 rp . (14.4.8) 

Условия типа Лоренца на потенциалы (14.3.9) теперь следует трак
товать как гармонические координатные условия (или условия деДон

дера) в первом приближении по G. Учитывая эти условия, из (14.3.10) 
получаем тождества, соответствующие уравнениям Эйнштейна в первом 

порядке по G: 
(1) 1 (1) (1) 87ТG 

Rµv -2 9 µvR= 7Тµ1.1· (14.4.9) 

4. Для получения теории прямого межчастичного гравитационного 
взаимодействия, соответствующей эйнштейновской общей теории отно

сительности в любом порядке по G, необходимо ввести в принцип дей
ствия Фоккера слагаемые более высоких порядков по G. В наших с 
А. Ю. Турыгиным работах показано (см. [31]), что это делается с по
мощью перехода от двухточечных взаимодействий к многоточечным. 

Поскольку эти выражения имеют громоздкий вид, здесь не будем их 

выписывать, отослав читателя к первоисточникам. 

14.5. Концепция дальнодействия в многомерии 

Теории прямого межчастичного взаимодействия Фоккера-Фейнма

на, как правило, развивались в рамках традиционного 4-мерия, однако 



476 Глава 14. Концепция дальнодействия 

ряд аспектов этой теории диктует использование скрытых размерно

стей, причем как калуцевского типа (для объединения электромагнит

ных и гравитационных взаимодействий), так и клейновского типа (для 

построения релятивистской квантовой теории). 

14.5.1. Теория Калуцы в концепции дальнодействия 

1. Изложенные выше теории прямого межчастичного электромагнит
ного, линеаризованного гравитационного и, добавим к этому, скалярно

го взаимодействий (макрообъектов) можно собрать воедино, увеличив 

размерность плоского пространства-времени до пяти [30]. Пусть 'IJAB -
метрический тензор 5-мерного плоского пространства-времени с сигна
турой ( + - - - 1 - ) в псевдодекартовой координатной системе, тогда 
принцип Фоккера первого порядка по константе гравитационного взаи

модействия G для системы взаимодействующих частиц записывается в 
виде 

s = [- I:: Щi) j d!(i)] + ~ I:: I:: µ(i)Щk) х 
i с i k=li 

х J J f(x(i) ,x(k))('IJAC'IJBD +7JAD'IJBc-b1JAB'IJCD)U~)u~)u~)u(~)dI(i)dI(k)' 
(14.5.1) 

где и~) = dх~/d!(i)-компоненты 5-скорости частицы i, µ(i)-затра
вочное значение массы частицы, /(х(i),х(k))-структурная двухточеч
ная функция. Будем полагать, что структурная функция зависит лишь 

от четырех классических координат: 

(14.5.2) 

В (14.5.1) первое слагаемое справа (свободная часть действия) заклю
чено в квадратные скобки, поскольку в 5-мерной теории его вводить не 

обязательно. 

2. Выделяя в (14.5.1) координату х5 и используя представление 
5-мерного интервала d! = ds J 1 - ( dx5 / ds) 2 , введем обозначения для 
физических значений массы m(i)' электрического заряда q(i) и 4-скоро

сти частицы: 

dxt) 
иµ, = --

(i) ds(i) ' 

(14.5.3) 
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которые согласуются с ранее данными в рамках 5-мерной теории Ка

луцы определениями (8.2.18) и (8.4.10). Тогда, выделяя из (14.5.1) кон
кретную частицу i, ее действие можно представить в виде 

S ~ [-m(i) j ds(i)] + j ( [ 4;~(i)] + Л(i) (x(i))) ds(i) -

- %) J u(i)Aµ(x(i))ds(i) + Gm(i) J u(i)u(i)'Pµv(X(i))ds(i)' (14.5.4) 

где использованы обозначения: 

Aµ(x(i)) = L q(k) j 8(s2 
( i,k) )иµ(k)ds(k); 

k#i 

(14.5.6) 

'Pµv(X(i)) = L m(k) J д(s2 (i,k))('ГJµa'Г/v(3 + 'Г/µ(З'Г/vа - b'f/µv'f/a(З)u(k)ufk)dsщ. 
k#i (14.5.7) 

3. В выражениях действия (14.5.1) и (14.5.4) нет необходимости запи
сывать слагаемое, соответствующее действию свободных частиц, как это 

принято записывать в принципе Фоккера в рамках 4-мерного простран

ства-времени. Как видно из второго слагаемого в (14.5.4), свободное дей
ствие можно описать посредством «Скалярных~> вкладов, возникающих в 

результате процедуры 4+1-расщепления. Выделяя из (14.5.7) слагаемое 
вида ('Т/µии(i)и(i))('ГJа,ви(k)иfk)) и перенося его в скалярную часть (14.5.5), 
имеем скалярный вклад 

(14.5.8) 

который следует отождествить с действием для свободной частицы i 
в теории прямого взаимодействия. Содержащийся в (14.5.8) интеграл 
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приравняем константе с2 : 

(14.5.9) 

4. Проанализируем, чему соответствует получившееся соотношение. 
Для этого учтем, что для макрообъектов отношения электрических 

зарядов к массе чрезвычайно малы, что позволяет ими пренебречь в 

(14.5.9) по сравнению с единицей. Интегрирование по интервалам сни
мается 8-функцией, приводя к учету окружающей материи на конусах 

будущего и прошлого. Суммирование по всем частицам мира можно за

менить на интегрирование эффективно введенной плотности материи р 

по всему (однородному и изотропному) пространственному сечению: 

(14.5.10) 

где r(ik) в знаменателе возникло из вида 8-функции (14.1.3). Легко ви
деть, что получившееся выражение соответствует определению гравита

ционного радиуса Вселенной: 

R= 2GMo 
с2 

(14.5.11) 

через вклады со стороны всех других частиц k окружающего мира в 
духе принципа Маха. 

5. Легко видеть, что слагаемые с электромагнитным полем, т. е. со
держащие выражение (14.5.6), можно трактовать как обусловленные 
смешанными компонентами 5-мерного метрического тензора, где 

(14.5.12) 

Совершенно аналогично можно положить, что последние слагаемые 

в (14.5.7) справа, содержащие 'Pµv без исключенного слагаемого, соот

ветствуют линеаризованной теории гравитации. 

6. Для получения теории гравитации, эквивалентной ОТО, необхо
димо произвести обобщение принципа Фоккера на случай тройных, чет

верных и т. д. взаимодействий, что уже отмечалось ранее. 



14.5. Концепция дальнодействия в многомерии 479 

В работах Хойла и Нарликара в рамках их варианта теории прямого 

межчастичного гравитационного взаимодействия эта процедура дубли

ровалась переопределением уравнения, которому удовлетворяет двухто

чечная функция f(x(i),X(k)): 

(14.5.13) 

где v - некоторый постоянный коэффициент, зависящий от размерности 

п. Варьирование действия по метрике приводит к появлению в уравне

ниях поля нелинейных слагаемых. 

14.5.2. Клейновское 5-мерие в концепции дальнодействия 

Для построения целостной картины мира в рамках реляционной па

радигмы необходимо было разработать соответствующую ей квантовую 

теорию, пригодную для объяснения квантовых эффектов микромира. В 

итоге возникла фейнмановская формулировка квантовой механики. По 

этому поводу Фейнман писал: «Теорию электромагнетизма, развитую 

Уилером и Фейнманом, ( ... ) можно сформулировать в виде принципа 
наименьшего действия, содержащего только координаты частиц. Имен

но попытка проквантовать эту теорию, не обращаясь к представлению о 

поле, привела к изложенной здесь формулировке квантовой механики» 

[163, с. 202]. 
При построении реляционной квантовой теории пришлось решать 

следующие задачи: 

1) описание категории микрочастиц; 
2) обеспечение ключевого характера действия; 
3) описание взаимодействия; 
4) удовлетворение условию релятивистской инвариантности; 
5) описание спинорных частиц (фермионов). 
Эти задачи решались Р. Фейнманом в несколько этапов. Первые три 

задачи сначала были решены в рамках нерелятивистской теории. Для 

ее релятивизации предлагалось использовать дополнительную, 5-ю ко

ординату клейновского типа, т. е. были использованы идеи геометрофи

зики. Кратко поясним решения перечисленных задач. 

1. Нерелятивистская фейнмановская квантовая теория 
1. В рамках нерелятивистской теории была введена амплитуда ве

роятности ~(x(l)' х(1)) нахождения частицы в 3-мерном пространстве в 
некоторый момент времени х(1 ). 
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Амплитуда вероятности в некоторый другой момент времени х(2) 

определяется через ее значение в начальный момент времени посред

ством пропагатора К(х(2), х(1)), связывающего точки на двух простран
ственных сечениях: 

(14.5.14) 

Предложен метод вычисления таких интегралов путем разбиения про

межутка времени (х(2) - х(1)) на малые участки (х(2) - х(1))/п = Е и 

последовательное вычисление выражений вида (14.5.14) по всем проме
жуточным пространственным сечениям. 

2. Пропагатор выражается через классическое действие следующим 
образом: 

1 (i 1Х(2) ) 
К(х(2)' х(1)) = ехр li, S(x,x, · · · )dx0 D[x(x0

)], 

{х(х0 )} хщ 
(14.5.15) 

где D[x(x0
)) означает, что интегрирование производится по всем воз

можным траекториям частицы между точками х(2) и X(l)· 

В нерелятивистском случае действие выбирается в виде 

1х(2) (те 1 ) 
S = 2х2 

- -U(x) dt, 
хщ с 

(14.5.16) 

где точка означает дифференцирование по времени t, а И(х) является 
потенциальной энергией частицы. 

3. Далее нужно разложить все входящие в (14.5.16) величины в ряды 
по малым смещениям координат и времени, за исключением слагаемого, 

соответствующего кинетической энергии. Выражения с квадратичными 

смещениями по координатам играют ключевую роль в определении гаус

совых интегралов. Достаточно использовать три гауссовых интеграла, 

содержащие нулевой, первый и второй порядок смещений в разложе

ниях: 

(ехр -(2 d( =О; 1
00 (imc ) 

-оо 2& 

100 (2 ехр (imc (2) d( = ~ (i&)з/2 
-оо 2& те 

(14.5.17) 
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Произведя все разложения и выбирая нормирующий коэффициент в 

виде п = (27rinc/mc)312 , получаем стандартное уравнение Шрёдингера 

дr.р п,2 . д2<р 
inc-д = --2 'Г/ik д ·а k + И(х)r.р. 

х0 m xi х 
(14.5.18) 

П. Релятивистское уравнение для скалярных частиц 

1. При релятивизации фейнмановского метода в пропагаторе 

(14.5.15) нужно заменить классическое действие на релятивистское, при
чем в последнем взаимодействие, т. е. потенциальная энергия И ( х), 
должно пониматься в духе теории прямого межчастичного взаимодей

ствия. 

Решение данной задачи основано на выборе параметра эволюции. 

Замена абсолютного времени t на времени-подобную координату х0 для 
данной цели не подходит. Непосредственное применение фейнмановско

го метода приводит к дифференциальному уравнению первого порядка 

по параметру эволюции, тогда как по остальным координатам получа

ется уравнение второго порядка, т. е. нарушается пространственно-вре

менная симметрия. Для преодоления этой трудности было предложено 

ввести особый параметр эволюции, который фактически соответству

ет дополнителъному времени-подобному измерению [26]. Имея в виду 
изложенные выше идеи геометрофизики, обозначим ее через х4 . Тогда 
все четыре классические координаты хµ выступают равноправно. 

2. Опять разделяя конечный промежуток параметра эволюции на 
малые равные интервалы дх4 = е и полагая этот параметр пропор
циональным собственному времени выбранной частицы, классическое 

действие между двумя близкими моментами можно представить в виде 

S( )
- m(x(2)-x(1))(x(2)-x(1)) + еА (х(2) +x(l)) ( µ µ ) 

х(2), X(l),E: -Т/µv Е: ~ µ 2 х(2)-х(1) . 

(14.5.19) 
Легко видеть, что это выражение с точностью до некоторого слагаемого 

можно понимать как квадрат 5-мерного интервала, где векторный по

тенциал Аµ выступает в виде смешанных компонент 5-мерного метриче

ского тензора. Поскольку введенный параметр эволюции времени-подо

бен, можно сказать, что в этом варианте теории используется 5-мерное 

пространственно-временное многообразие с сигнатурой ( + - - -1+ ). 
3. Далее следует произвести разложение всех величин в ряды по ма

лым смещениям, оставляя неизменным первое экспоненциальное слагае

мое справа в (14.5.19) для возможности использовать гауссовы интегра-

16-2979 
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лы (14.5.17). В итоге получается уравнение шредингеровского типа 

. дФ _ _!!?._ µv (_!!_ _ ie ) (_!!_ _ ie ) _ 
in дх4 - 2mc Т} дхµ nc Аµ .дхV ncAv ф - о. (14.5.20) 

Далее только остается положить 

ф = ср(хµ) ехр с;с х4) , (14.5.21) 

что соответствует формуле (8.5.7) в 5-мерной теории Клейна. В итоге 
получается известное релятивистское уравнение Клейна-Фока в при

сутствии электромагнитного поля: 

[ 
µv (_!!_ _ ie ) (_!!_ _ ie ) (mc)

2
] _ 

ТJ дхµ ncAµ дхv ncAv + fi2 ер - О. (14.5.22) 

В работах [26, 55] этим методом рассматривались возможности описания 
также гравитационного взаимодействия. 

4. Не представляет особого труда объединить этот материал с из
ложенным в предыдущем пункте, где использована дополнительная ко

ордината калуцевского типа. В итоге можно прийти к 6-мерной теории 
Калуцы-Клейна в концепции дальнодействия. 

5. Здесь не обсуждались вопросы описания спинорных частиц, что 
требует особого рассмотрения. Укажем только, что именно в процес

се решения этой задачи Р. Фейнман сформулировал известные правила 

Фейнмана записи матричных элементов процессов в квантовой теории 

поля (см. [164]). 

14.6. Соотношение концепций дальнодействия 
и близкодействия 

1. В современной физике, опирающейся на концепцию близкодей
ствия, эволюция систем фактически описывается на основе принципов 

простых марковских процессов, т. е. полагается, что состояние системы 

в некоторый последующий момент времени т0 + Лт определяется ее со
стоянием в момент т0 и некоторый предшествующий момент 10 - дт. 

Это отражено тем, что уравнения движения пишутся для ускорения си

стемы, которое определяется тремя точками, а начальные состояния (в 

момент т0) задаются положением (координатами) частиц и их скоростя

ми. Последнее равносильно заданию положений в два близких момента 

времени т0 и Т0 - дт. 
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Реляционный подход (концепция дальнодействия) фактически стро

ится на основе принципов сложных (даже бесконечно усложняющихся) 

процессов Маркова, когда состояние системы в момент времени т0 + Лт 
определяется состоянием, т. е. процессами в ряд (даже в бесконечном 

множестве) моментов времени в прошлом. С точки зрения реляционно

го подхода введение понятия поля представляет собой математический 

прием, превращающий сложный марковский процесс в простой. Пояс

ним это более подробно. 

На рисунке 14.2 изображен световой конус частицы (1) с вершиной 
на ее мировой линии в момент времени т = О, когда она находится в 

релятивистском контакте с событиями на мировых линиях частиц (2), 
(3) и так далее в прошлые моменты времени т(2)> Т(з), .... Эти собы

тия, происшедшие с другими частицами в прошлые моменты времени, 

определяют изменение состояния данной частицы (1). Чтобы его опи
сать в реляционной парадигме, необходимо просуммировать по вкладам 

от всех частиц мира на световом конусе прошлого, т. е. по множеству 

моментов времени в прошлом. 

Это существенно отличается от описания поведения частиц в физи

ческой парадигме (в теории поля), где изменение состояния частиц опре

деляется свойствами системы лишь в точке ее нахождения (локально в 

момент т = О). Локальность обеспечивается введением понятия поля, 

которое заменяет частицы, находящиеся в релятивистском контакте в 

прошлые моменты, на взаимодействие с полем в рассматриваемый мо

мент времени. 

т (1) 

Рис. 14.2. Процессы взаимодействия в реляционной парадигме 

Очевидно, что событие в пространственно-подобной точке т(2) никак 

не сказывается на состоянии частицы (1) в момент т =О, -она окажет
ся в релятивистском контакте лишь в момент т(1 , 2), т. е. в промежутке 
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от т(2) до т(i,z) для нее этого события как бы не существует. В теории 
поля же постулируется, что вся информация уже содержится на любой 

пространственно-подобной гиперповерхности, в частности, на простран

ственном сечении в момент т = О. Это осуществляется введением поля, 

соответствующего излучению, распространяющемуся по пространству 

от излучателя до приемника. В данном случае воздействие от события 

с частицей (2) отображается фронтом волны в соответствующей точке 
пространства l( 2). В теории поля изменение, происшедшее с частицей
излучателем, передается полю - переносчику взаимодействия. 

С позиций реляционной парадигмы понятие поля имеет чисто вспо

могательный характер, предназначенный для замены дальнодействия (с 

ньютоновой, нерелятивистской точки зрения) на локальный способ опи

сания процессов взаимодействия. С точки зрения реляционной парадиг

мы представляется ложной так называемая «проблема редукции волно

вого пакета» в триалистической парадигме, где понятие поля абсолюти

зируется, т. е. понимается реально существующим и распространяющим

ся в виде, например, сферической волны во все стороны от излучателя, 

которая затем схлопывается в точке поглотителя. Это типичная пара

дигмальная проблема триалистической парадигмы, где парадокс усмат

ривается в необходимости допустить, что поле из всех точек волнового 

фронта должно со сверхсветовой скоростью (точнее, мгновенно) сойтись 

в точку нахождения поглотителя излучения. 

2. Специалъна.я теори.я относителъности более соответствует 

концепции далънодеuстви.я, нежели близкодеuстви.я [176]. Можно сде
лать еще более сильное утверждение: концепция близкодействия опира

ется на ньютоновы (нерелятивистские) представления о контакте, ко

торый понимается как обращение в нуль расстояния между взаимо

действующими объектами (дl ---+ О), тогда как в концепции дально

действия используется релятивистское понимание контакта, означающее 

обращение в нуль интервала между взаимодействующими объектами: 

(дs2 = с2дt2 -дl2 ---+ О). Последнее означает, что взаимодействие между 
двумя объектами происходит тогда, когда они оказываются на световом 

конусе друг друга, т. е. в согласии с принципом Фоккера. 

3. Резюмируя изложенный выше реляционный подход к описанию 
взаимодействий, можно сделать следующие выводы: 

1) теория прямого гравитационного взаимодействия типа Фоккера
Фейнмана (в первом порядке по G) строится по образу и подобию теории 
прямого электромагнитного взаимодействия; 
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2) тензорный (2-го ранга) характер прямого гравитационного взаи
модействия позволяет ввести эффективную риманову метрику (в месте 

нахождения частиц); 

3) для эффективной римановой метрики имеют место тождества, со
ответствующие линеаризованным уравнениям Эйнштейна; 

4) обобщение принципа Фоккера для гравитационного взаимодей
ствия на более высокие порядки по G приводит к нелинейной теории 
прямого гравитационного взаимодействия, соответствующей ОТО; 

5) теории прямого межчастичного электромагнитного, гравитацион
ного и скалярного взаимодействий можно объединить, переписав прин

цип Фоккера в пространстве-времени пяти измерений; 

6) в 5-мерной объединенной теории прямого межчастичного взаи

модействия электромагнитный векторный потенциал Аµ можно интер

претировать через смешанные компоненты эффективного метрического 

тензора Gsµ; 
7) в концепции дальнодействия квантовая теория взаимодействую

щих частиц естественным образом строится в рамках теории 6 измере
ний, соответствующей 6-мерной теории Калуцы-Клейна в геометрофи

зике. 

4. Сделаем несколько замечаний по теории прямого межчастичного 
взаимодействия. 

а) В концепции дальнодействия вместо дифференциальных уравне

ний теории поля доминируют интегральные уравнения, менее привыч

ные большинству исследователей. 

б) В реляционном подходе различные типы взаимодействий соот

ветствуют разному тензорному рангу: электромагнетизм - векторному, 

гравитационное - тензорному второго ранга. В этом подходе непосред

ственно не просматриваются принципы, позволяющие ввести векторные 

взаимодействия различных типов: электромагнитные, слабые и сильные. 

в) Имеется ряд особенностей в формулировке теории прямого меж

частичного взаимодействия спинорных частиц. Их анализ способствовал 

построению Фейнманом диаграммной техники в квантовой электроди

намике (см. [164]). 
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Метафизический анализ 
геометрофизики 

Перейдем от рассмотрения разных подходов к описанию гравитаци

онных (и иных) взаимодействий к их сравнительному анализу с учетом 

метафизического принципа фрактальности 1, согласно которому в редук
ционистском подходе каждая выделенная категория сохраняет свойства 

целого и в ней неизбежно проявляются все другие категории. Так, в рам

ках триалистической парадигмы определение каждой из трех ключевых 

физических категорий - пространства-времени, полей и частиц - содер

жит в себе информацию о двух других категориях. Это в полной мере 

относится и к дуалистическим (также редукционистским) парадигмам. 

Принцип фрактальности способствует детализации понимания клю

чевых физических категорий и более полному осмыслению сходства и 

различия имеющихся теорий (в рамках изложенных парадигм). В част

ности, такой анализ позволяет понять суть ряда парадигмальных про

блем современной физики (в частности, геометрофизики), обусловлен

ных односторонностью восприятия мира в каждой отдельной метафизи

ческой парадигме. 

Следует различать три вида (стороны) фрактальности: 

1) фрактальность по сущности, 
2) фрактальность по качеству и 
3) фрактальность по количеству, 

которые отчасти соответствуют трем ключевым физическим катего

риям. 

1 Термин фрактал был введен в 1975 году Бенуа Мандельбротом в его книге «The 
Fractal Geometry of Nature» для обозначения нерегулярных, но самоподобных струк
тур. «Фракталом, - по определению Б. Мандельброта, - называется структура, со

стоящая из частей, которые в каком-то смысле подобны целому». 
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Начнем с рассмотрения триалистической парадигмы, поскольку при

вычные представления об окружающем мире составлены именно на ее 

основе. 

15.1.1. Фрактальность по сущности 

Поскольку в триалистической парадигме понимание каждой из 

трех категорий включает информацию - в соответствующем ракурсе -
о двух других категориях, составим таблицу, раскрывающую содержа

ние принципа фрактальности по сущности, где как по горизонтали, так 

и по вертикали отложены три ключевые физические категории данной 

парадигмы. 

Триалистическая парадигма: фрактальность по сущности 

Пространство-
Поля Частицы 

время 

Пространство- 4-области 
Метрика Точка-событие, 

время (окрестности) 
(расстояния, мировая 

интервал) линия 

Категория 
Область Числовое Аргумент 

определения значение функции-
поля 

функции функции точка 

Категория 
Окружающий Тело Рассматри-

мир отсчета ваемые частицы 
частиц 

(Вселенная) ( макроприбор) (тела) 

(15.1.1) 

Обоснуем членения по вертикали построчно, т. е. отдельно для каж

дой из трех физических категорий. 

Категория пространства-времени 

1. Фрактальность категории пространства-времени по сущности тес
но связана с аксиоматикой геометрии, которая мыслится как матема

тически наиболее строгий метод формулировки представлений о данной 

категории. Следует особо отметить метафизи"iескиu характер аксио

.маmи"iеского подхода, поскольку аксиомы представляют собой исход

ные, недоказуемые утверждения, удовлетворяющие условиям полноты 

и непротиворечивости, а самое главное, приемлемости построенной на 

их основе геометрии (теории). 



488 Глава 15. Метафизический анализ геометрофизики 

Всякая аксиоматика опирается на систему примитивов - исход

ных (далее не определяемых) элементарных понятий, подчиняющих
ся лишь данной системе аксиом, из которых по определенным прави

лам строятся теоремы [7 4]. Имеется большой произвол в выборе как 
самих примитивов, так и аксиом. Например, то, что в одной акси

оматике является теоремой, в другой может быть аксиомой. В этом 

случае некоторые аксиомы первой аксиоматики становятся теорема

ми во второй. Конкретизация аксиоматики, в конечном счете, обу

словлена миропониманием, т. е. выбранной метафизической парадиг

мой. В большинстве предлагавшихся аксиоматик фактически отра

жалась именно триалистическая парадигма. Естественно, аксиомати

ки 3-мерной евклидовой геометрии отражали представления о про

странстве в ньютоновой физике. После открытия специальной тео

рии относительности (СТО) были разработаны аксиоматики 4-мерно

го пространства-времени в работах, Д. Гильберта [45], А. Робба [137], 
А. Д. Александрова [1] и др. Затем были предложены аксиоматики ОТО 
[27, 116]. 

2. Анализ представленных в литературе аксиоматик геометрии (про
странства-времени) показывает, что в них минималы-1,ое и устой:чиво nо

втор.яющеесл число примитивов равно трем. Как правило, в качестве 

примитивов геометрии выбираются: точки, метрика (расстояния), обла

сти непрерывных множеств. В теории относительности геометрические 

точки трактуются как физические точки-события, а вместо расстояний 

выступают интервалы (метрика). 

Сопоставим названные примитивы геометрии (аксиоматики про

странства-времени) с тремя физическими категориями: 

1) точка (точка-событие) - категория частиц; 

2) интервал (метрика)- категория полей переносчиков взаимодей

ствий; 

3) области непрерывного множества - категория пространства-вре

мени. 

Первое из названных соответствий не вызывает сомнений, посколь

ку теория относительности имеет дело именно с событиями, в которых 

обязательно участвует какая-либо частица. Второе - менее очевидное 

в рамках специальной теории относительности -становится понятным, 

если иметь в виду общую теорию относительности, где через компонен

ты метрического тензора (метрики) описывается гравитационное взаи

модействие. В многомерных теориях Калуцы-Клейна метрика ответ

ственна и за появление электромагнитного и других физических полей. 
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Соответствие областей и самой категории пространства-времени также 

выглядит достаточно естественно. 

3. Оказывается, даже аксиоматика евклидовой геометрии представ
ляет собой довольно сложный комплекс из примитивов и аксиом; число 

последних превышает два десятка и варьируется в некоторых пределах. 

Как правило, совокупность аксиом разбивается на три основные группъ~: 

аксиомы порядка, .метри-ческие и топологи-ческие аксиомы. Аксиомы по

рядка и метрические аксиомы непосредственно определяют порядковые 

или числовые соотношения для пар точек или их ограниченного числа. 

Затем эти свойства распространяются на все множество. Топологиче

ские аксиомы задают свойства непрерывных подмножеств - областей и 

окрестностей. 

Кратко охарактеризуем названные группы аксиом. 

1) Аксиомы порядка задают характер упорядоченности точек в гео
метрии и соответствуют свойству причинности в физике. 

Напомним, абсолютность времени в дорелятивистских представлени

ях на геометрическом языке выражается как свойство линейной упоря

до-ченности точек-событий. Оно означает, что для любых двух событий 

а и Ь имеет место одно из трех отношений: либо Ь следует за а (тогда 

Ь > а), либо а следует за Ь (тогда Ь < а), либо а и Ь одновременны 

(тогда а = Ь). Свойство линейной упорядоченности физически означает 

наличие сигналов с бесконечной скоростью распространения. 

Принятие постулата специальной теории относительности (СТО) о 

предельной скорости (света) привело к замене свойства линейной упоря

доченности свойством -часmи'Ч.ной упорядо-ченности. Последнее означает, 

что для любых двух различных точек а и Ь имеет место одно из трех 
отношений: либо Ь следует за а (тогда Ь >а), либо а следует за Ь (тогда 
Ь < а), либо а и Ь не следуют друг за другом (тогда Ь ~ а), т. е. они 

не упорядочены. Первые два отношения означают времени-подобность 

рассматриваемых событий, последнее - пространственно-подобность. 

Ряд аксиом частичной упорядоченности формирует систему упоря

доченности для трех точек. Например, имеется аксиома транзитивности, 

утверждающая: если Ь следует за а, а с следует за Ь, то и с следует за а. 

В большинстве аксиоматик теории относительности аксиомы частич

ной упорядоченности рассматриваются как ключевые, с которых начи

нается ее построение. На них нанизываются все остальные группы ак

сиом 1 . 

1 В частности, следует назвать работы Р. И. Пименова по аксиоматике более общих 
геометрий, нежели пространства-времени Минковского или римановой геометрии, ис

пользуемой в эйнштейновской ОТО. В монографии «Пространства кинематического 
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2) М етри'Ч,еские аксиомы определяют свойства интервалов (длин), 
задаваемых глобально (в пространстве-времени Минковского) или ин

финитезимально (в римановом пространстве) для пар точек-событий. 

Метрические аксиомы привязаны к аксиомам частичной упорядоченно

сти. Так, квадрат интервала между двумя точками положителен, ес

ли точки-события упорядочены (времени-подобны), и отрицателен, если 

точки-события пространственно-подобны. 

В некоторых аксиоматиках из метрических аксиом отдельно выделя

ется аксиома Архимеда, утверждающая: если даны два отрезка (числа), 

то, складывая несколько раз меньший отрезок (число), всегда можно 

превзойти больший отрезок (число). 
Принципиально важно отметить, что в определении метрических от

ношений содержатся представления о вещественных числах. В связи с 

этим нельзя забывать, что еще используется система не.явно заданных 

аксиом арифметики. 

3) Топологи'Ч,еские аксиомы формируют понятие непрерывности. 

Здесь не будем углубляться в обсуждение отдельных топологических 

аксиом (Хаусдорфа): аксиом окрестности, разделимости, объединения и 

др. (см., например, (93]). Из топологических аксиом особое место зани
мает аксиома размерности. 

Как правило, к этим трем группам аксиом добавляются еще специ

альные аксиомы, призванные уточнить их привязку друг к другу. 

Категория полей 

В самой дефиниции поля проявляются свойства фрактальности, так 

как она отражает все три ключевые категории. Во-первых, это областъ 

определени.я функции, - она задана на непрерывном пространственно

временном многообразии (или на некоторой его области), - в чем мож

но усмотреть проявление категории пространства-времени. Во-вторых, 

это 'Ч,ислова.я функция, которую, как и метрику, будем относить к про

явлениям самой категории переносчиков взаимодействий. В-третьих, ар

гументом функции .явл.яетс.я то'Ч,ка, олицетворяющая собой категорию 

частиц. 

типа (математическая теория пространства-времени)» [131] аксиоматически иссле
дуются геометрии, начиная от наиболее общих (кинематик), основанных на задании 

множества точек-событий и аксиом частичной упорядоченности, и далее геометрии с 

последовательным добавлением других групп аксиом: топологических, метрических 

аксиом и на конечной стадии -учета материи, что приводит уже к ОТО. Пример

но такая же схема рассуждений использована в работах Моулда [116] и некоторых 
других авторов. 
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Категория частиц 

Категория частиц во фрактальности по сущности предстает в виде 

трех составляющих: 

1) расс.матривае.мые 'Частицы или тела, которые непосредственно 
соответствуют категории частиц; 

2) тело отс'Чета, относительно которого определяются все понятия, 
в том числе и компоненты полей; 

3) все про'Чuе 'Частицъt (тела) окружающего мира (Все.ленной}, ко
торые позволяют говорить о категории пространства-времени. 

Совокупность названных составляющих изображена на рисунке 15.1. 
Первая из указанных составляющих может определяться отдельной эле-

Выделенная 

частица (тело) 

Частицы 

окружающего мира 

Тело 
отсчета 

( макроприбор) 

Рис. 15.1. Фрактальность по сущности категории частиц 

Вторая 

частица 

ментарной частицей или достаточно сложными макрообъектами. Вторая 

составляющая в общепринятом подходе - как в геометрической, так и в 

физической или реляционной парадигмах - представляет собой макро

объект ( макроприбор). Метафизический характер данной составляющей 
обуславливает важное значение систем отсчета в теории относительно

сти и понятия макроприбора в квантовой теории. Третья составляющая 

в триалистической парадигме лишь неявно подразумевается, но она иг

рает важную роль в геометрофизике и, особо подчеркнем это, в реляци

онном миропонимании. 
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15.1.2. Фрактальность по качеству 

Этому виду фрактальности соответствует таблица (15.1.2). 

Триалистическая парадигма: фрактальность по качеству 

Пространство-
Поля Частицы 

время 

Пространство- Пространство-время Пространство 
время Минковского (база) скоростей (слой) 

Категория Гравитационное Физические Поля сил 
поля поле поля инерции 

Категория Координаты Заряды и массы Скорости 
частиц частиц частиц (тел) (импульсы) тел 

(15.1.2) 

Поясним суть фрактальности по качеству последовательно для каж

дой из категорий. 

Категория пространства-времени 

В триалистической парадигме, как правило, постулируется плоское 

4-мерное пространство-время Минковского, на фоне которого задаются 

как гравитационное, так и все иные поля, которые будем называть фи

зическими. (В таблице (15.1.2) это отражено сдвоенной первой ячейкой.) 
В триалистической (и не только) парадигме исходят из априорно за

данного координатного пространства-времени, которое является своего 

рода статическим фоном, поскольку оно задается сразу для всех мо

ментов времени. Понятие эволюции в геометрию вводится через 3-мер

ные пространственно-подобные сечения, которые нумеруются времени

подобным параметром х0 . Абсолютизация категории пространства-вре

мени лежит в основе мифа о машине времени. 

Категория частиц (материи) описывается в геометрии посредством 

времени-подобных мировых линий, которые, с одной стороны, принадле

жат геометрии, но, с другой стороны, являются дополнительной матема

тической конструкцией. Отдельные точки-события представляют собой 

сечения мировых линий некоторой пространственно-подобной гиперпо

верхностью. В каждой точке мировой линии определен единичный каса

тельный вектор - монада. Если рассматривается континуум частиц, то 

в координатном пространстве оказывается заданной конгруэнция миро

вых линий, а вместе с ней и векторное поле скоростей - поле монады. На 

этом основании можно утверждать, что в категорию пространства-вре

мени, кроме координатного, включено еще и пространство скоростей в 

качестве подкатегории данной категории. Такое пространство принято 
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именовать расслоен:н.ъ~м. В нем базу образует координатное простран

ство, а слой составляют возможные значения скоростей в соответствую

щих точках. (В таблице (15.1.2) ему соответствует правая ячейка первой 
строки.) 

База и слой описываются качественно различными геометриями. 

Категория полей 

Для категории полей фрактальность по качеству проявляется в их 

разделении на гравитационное, физические и поля сил инерции. (В таб

лице (15.1.2) им соответствуют три ячейки второй строки.) 
Отметим, что каждая такая подкатегория также может быть подраз

делена. Так, например, физические поля делятся по качеству на элек

тромагнитное и на поля, переносящие слабые и сильные взаимодействия. 

Есть различия и в других подкатегориях, которые более строго описы

ваются в иных парадигмах. 

Категория частиц 

Фрактальность по качеству в категории частиц соответствует разде

лению частиц или тел по таким присущим им свойствам, как местопо

ложение, масса, различные виды зарядов, через которые описываются 

взаимодействия с физическими полями, или скорости, определяющие, в 

частности, движение систем отсчета. (Названные характеристики соот

ветствуют трем ячейкам третьей строки в таблице (15.1.2).) 
В микромире элементарные частицы, в соответствии со значениями 

своих зарядов, делятся (по качеству) на лептоны, барионы, кварки раз

личных ароматов и цветов и т. д. 

15.1.3. Фрактальность по количеству 

О фрактальности по количеству дает представление таблица (15.1.3). 

Триалистическая парадигма: фрактальность по количеству 

Пространство-
Поля Частицы 

время 

Пространство-
Области 

Конечный Отдельная 
время 

пространства-
набор точек точка (линия) 

времени 

Категория Классическое Совокупность Квант 

поля поле квантов поля 

Категория 
Вещество 

Совокупность Отдельная 
частиц частиц (тел) частица или тело 

(15.1.3) 
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В этой таблице правая колонка соответствует единичным понятиям 

(одна точка, один квант поля, одна частица), вторая справа - описыва

ет два или несколько (конечное число) элементов, а в третью справа

включены объекты континуального характера. 

Поясним фрактальность по количеству отдельно для каждой из трех 

ключевых физических категорий. 

Категория пространства-времени 

Классическое пространство-время является идеализированной кате

горией, обозначающей непрерывную совокупность (континуум) точек. 

Характерными частями этой категории выступают подмножества (n-об

ласти, n-ячейки) исходной или меньших размерностей (области и их 

границы). Свойства отдельных областей определяются топологическими 

аксиомами. 

Как отмечалось в разделе 1.1, для описания физической теории от
носительности достаточно исходить из дискретных (даже конечных) со
вокупностей геометрических точек, которые отождествляются с реально 

осуществившимися событиями, что соответствует второй ячейке справа 

в таблице (15.1.3). 
Следует особо подчеркнуть, что понятие метрики (интервала) нераз

рывно связано - как минимум - с двумя точками. Задание числовой 

характеристики именно для пары точек-событий - это принципиально 

важное свойство как евклидовой, так и римановой геометрии. Отметим, 

что существуют многоточечные геометрии [150], в которых метрика за
дается для трех и более точек. 

Отдельная геометрическая точка соответствует единичному физиче

скому событию (в 4-мерном мире) или одиночному идеализированному 

материальному объекту (в 3-мерном пространственном сечении). 

Категория полей 

Фрактальность по количеству применительно к категории поля озна

чает разделение полей на нечто единичное, на какие-то конечные под

множества и на понятия континуального характера. К единичному сле

дует отнести кванты соответствующих (различаемых по качеству) по
лей. Конечные подмножества испущенных или принятых квантов харак

теризуются вещественными (натуральными) числами. Есть все основа

ния утверждать, что понятие метрики и метрических отношений связано 

со счетом осуществившихся событий, которые, в частности, обусловле

ны числом поглощенных или испущенных квантов, главным образом, 
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электромагнитного поля. В этой связи следует напомнить рассмотрен

ную в главе 6 хроногеометрию, согласно которой интервал дs можно 
определить как произведение значения времени отправления светового 

сигнала на значение времени приема отраженного сигнала. Тогда вре

мя события отражения сигнала равно полусумме времен испускания и 

приема сигнала, а расстояние до события - полуразности этих времен 

(в системе единиц, где с= 1). 
Классическое поле характеризуется непрерывными (идеализирован

ными) значениями напряженности или амплитуды волны соответствую

щего поля. 

Категория частиц 

Фрактальность по количеству свойственна и категории частиц. Еди

ничное в этой категории соответствует отдельной частице (или кванту 
поля частицы), конечные подмножества- молекулярным или кристал

лическим структурам из атомов, а континуальное - понятию вещест

ва, понимаемому как непрерывное распределение материи с некоторой 

плотностью. 

В связи с этим следует напомнить размышления Б. Римана «о внут

ренней причине возникновения метрических отношений в простран

стве». Он писал: «Этот вопрос, конечно, также относится к области уче

ния о пространстве, и при рассмотрении его следует принять во внима

ние сделанное выше замечание о том, что в случае дискретного многооб

разия принцип метрических отношений содержится уже в самом поня

тии этого многообразия, тогда как в случае непрерывного многообразия 

его следует искать где-то в другом месте» [136, с. 32]. Имеется достаточ
но оснований утверждать, что геометрические метрические отношения 

обязаны принципам квантовой механики. С этим согласуется ряд выска

зываний Эйнштейна по поводу пространственно-временного континуу

ма, например: «Необходимо отметить, конечно, что введение простран

ственно-временного континуума может считаться противоестественным, 

если иметь в виду молекулярную структуру всего происходящего в мик

ромире» [198, с. 223]. 

Следствия из фрактальности по количеству 

1. Фрактальность категории пространства-времени по сущности тес
но связана с фрактальностью по количеству. Аналогичное можно ска

зать о примитивах аксиоматики геометрии (области, метрика, точка), 

которые различаются по своему колu'Ч.ественному характеру. 
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2. Основные понятия классической теории относительности, - такие, 

как координаты и метрика, - основаны на счете происшедших событий 

(в таблице (15.1.3) им соответствует средняя колонка), однако теория 
строится, исходя из посылки, что все понятия имеют континуальный 

характер. 

3. Квантовая теория имеет принципиально иной характер по срав
нению с классической теорией. Объектом ее рассмотрения являются за

кономерности единичных явлений в физике микромира. Аналогом чис

ловых характеристик осуществившихся процессов в квантовой теории 

являются вероятности, точнее, амплитуды вероятностей осуществления 

тех или иных процессов. 

4. Геометрофизика в рамках восьми и семи измерений, нацеленная 
на описание физических взаимодействий в микромире, соотносится, как 

и квантовая теория, с последней колонкой таблицы фрактальности по 

количеству. 

5. Фрактальность по качеству также тесно связана с фрактальностью 
по количеству, поскольку можно говорить о качестве введенных катего

рий, раскрывающихся либо в классическом мире, либо в микромире. 

15.2. Принцип фрактальности в дуалистической 
геометрической парадигме 

В дуалистической геометрической парадигме используются две ка

тегории: обобщенная категория искривленного пространства-времени и 

исходная категория частиц. Это означает, что в таблицах фрактальности 

для этой парадигмы значимыми будут лишь две строки (строка катего

рии полей оказывается пустой). Вопреки ожидаемой аналогии, по вер

тикали по-прежнему приходится выделять три столбца, поэтому фрак

тальность всех трех видов для геометрической парадигмы по-прежнему 

может быть представлена в виде 3 х 3-таблиц. В них двойными линиями 
разграничены строки и столбцы, соответствующие разным категориям 

данной парадигмы. 

15.2.1. Фрактальности по сущности и по качеству 

Выпишем для дуалистической геометрической парадигмы таблицы 

фрактальности по сущности (15.2.1) и по качеству (15.2.2), а затем про
комментируем наиболее существенные моменты. 
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Геометрическая парадигма: фрактальность по сущности 

Пространство-
Поля Частицы 

время 

Искривленное 
Метрика 

Области (расстояния, Точка-событие, 
пространство-

(окрестности) интервал) мировая линия 
время 

l l 
Подкатегория Область Числовое Аргумент-

метрики определения значение точка 

Категория 
i i i i i i поля 

Категория Окружающий мир Система Рассматриваемые 
частиц (Вселенная) отсчета частицы (тела) 

(15.2.1) 

То, что в таблицах триалистической парадигмы писалось во второй стро

ке для исходной категории поля, теперь будет относиться к метрике (к 

компонентам метрического тензора), представляющей подкатегорию ка

тегории искривленного пространства-времени. (На таблице (15.2.1) это 
показано направленными вниз стрелками во второй ячейке первой стро

ки.) В связи с этим внутри категории пространства выделена строка, 

соответствующая этой подкатегории. В символично оставленных стро

ках, соответствующих исключенной категории поля, везде проставлены 

стрелки вверх, означающие передачу функций категории поля к подка

тегории метрики (метрического тензора), изображенной строкой выше. 

Геометрическая парадигма: фрактальность по качеству 

Пространство-
Поля Частицы 

время 

Пространство-
4-мерное Скрытые Пространство 

пространство- размерности скоростей 
время 

время {хµ} {xs} {иµ} 

Метрический Гравитационное Физические 
Поле системы 

тензор поле как поля как 
отсчета как тµ 

как поле компоненты 9µv компоненты G sµ 

Категория 
i i i i i i полей 

Категория Координаты Массы и заряды 4-скорости 

частиц (положения) частиц частиц частиц (тел) 

(15.2.2) 
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Категория искривленного пространства-времени 

1. Наиболее существенным отличием таблицы (15.2.2) от случая три
алистической парадигмы, кроме уже упомянутого выше, является то, 

что подкатегория пространства-времени 1V1инковского в первой строке 

таблицы (15.1.2) заменяется на (в общем случае) 8-мерное искривлен
ное пространство-время, которое фактически расщепляется на класси

ческое 4-мерное пространство-время и 4-мерное пространство скрытых 
размерностей. При этом имеет место чрезвычайно любопытная симмет

рия между четырьмя классическими и четырьмя дополнительными раз

мерностями. Эта симметрия касается не только равенства чисел 4 клас
сических и 4 скрытых размерностей, но и выделенности в каждом из 
этих наборов по одной размерности. В классических координатах это 

времени-подобная размерность х0 , а в дополнительных - это клейнов

ская координата х4 . Данная симметрия простирается даже до понятия 
сигнатуры. Хотя исходная координата х4 пространственно-подобна, но 
за счет конформного фактора в ряде аспектов эта координата проявля

ется как времени-подобная. 

2. С другой стороны, в геометрофизике можно говорить о 8 измере
ниях пространства скоростей (импульсов), которые, как и координатное 

пространство-время, подразделяются на две четверки: четырем класси

ческим координатам хµ соответствуют четыре общеизвестные компонен

ты скорости иµ (или импульса Рµ), а четырем скрытым размерностям -
заряды полей: массы, хроматические и другие заряды, вводимые при 

понижении размерности. Два набора из восьмерок компонент, фигури

рующих в 8-мерной теории, можно представить в виде таблицы (15.2.3) 

Классические размерности Скрытые размерности 

Координаты хо xl х2 хз х4 xs х6 х1 

Сигнатура + =i= 

Импульсы Е=ро Р1 Р2 Рз т за ря ды 

(15.2.3) 

3. В 8-мерной геометрической теории скрытые координатные раз
мерности существенно отличаются от классических: дополнительные 

размерности компактифицированы с чрезвычайно малым периодом по 

сравнению с масштабами, доступными физике. При построении теории 

использовался принцип редуцирования гиперплотности лагранжиана к 

4-мерной теории, включающий в себя интегрирование по малым перио

дам зависимостей от скрытых координат. В итоге все скрытые координа-



15.2. Дуалистическая геометрическая парадигма 499 

ты исчезали из результирующих выражений, а оставались лишь соответ

ствующие им компоненты импульсов и зависимости величин только от 

четырех классических координат. Таким образом, в представлениях об 

обобщенной категории 8-мерного пространства-времени выделяются три 

составные части (пространства): 1) класси-ч.еское 4-мерное координат

ное пространство, 2) общепринятое 4-мерное пространство скоростеu 
(импулъсное} и 3) импульсное (зарядовое) пространство «скръtm'ЬtХ» 

размерностей. Произведенные действия можно трактовать как методи

ку построения теории на трех названных видах подкатегорий обобщен

ной категории пространства-времени, исходя из постулата многомерного 

координатного пространства. 

4. Из основных соотношений и закономерностей геометрофизики 
можно выделить такие, которые олицетворяют собой попарные связи 

между тремя составляющими единой категории. 

1) Характерные понятия в рамках двух 4-мерных пространств (ко
ординатного и импульсного) связаны соотношениями: 

л '1': д "1';'1 
Рµ = -~п-;:;-- ~ -iпv µi 

ихµ 

лµ •Jo: О 
Х = ~п--. 

дрµ 

В рамках классической механики можно было бы :выписать канониче

ские (гамильтоновы) уравнения. В статистической физике вводится тер

мин «фазовое пространство» для обозначения совокупности координат

ного и импульсного пространств. 

2) Связь 4-мерного классического координатного пространства с 

4-мерным дополнительным пространством можно усмотреть в опреде
лении 8-мерной метрики 

3) Связь 4-мерного классического импульсного пространства с 4-мер
ным дополнительным импульсным пространством находит отражение в 

8-мерном даламбертиане, играющем в теории важную роль: 

где Ф - некая функция от 8 координат. 
Ниже будет показано, что З выделенные части (стороны) категории 

пространства-времени так или иначе присутствуют и в других парадиг

мах. 
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Метрический тензор обобщенной категории пространства-времени 

В самом общем случае 8-мерной геометрофизики все бозонные по
ля описываются элементами единой 8 х 8-матрицы из компонент 8-мер
ного метрического тензора G м N, которая, как правило, трактуется на 

основе редукчuо'/-1,uстского подхода: она рассекается на несколько частей, 

которым придается онтологический статус. Так или иначе выделенная 

4 х 4-подматрица из 4-мерных компонент gµv рассматривается как грави

тационное поле, а 4-мерные части дополнительных столбцов общей мат

рицы трактуются как векторные потенциалы физических полей. При 

этом еще остается 4 х 4-подматрица из компонент скрытых размерно
стей. В рамках 5-мерной теории Калуцы ее единственная компонента 

G55 многими понимается как самостоятельное скалярное поле геомет

рического происхождения ( скаляризм) и обсуждаются возможности ее 
обнаружения. 

Однако уже в рамках 4-мерной ОТО проявилось принципиальное 

единство инерции и гравитации. Единый 4-мерный метрический тензор 

9µv включает в себя как 4-скорость системы отсчета тµ, так и 3-мерный 

метрический тензор hµv = TµTv - gµv, из которого в дираковском канони

ческом формализме предлагается выделять гравитационные динамиче

ские степени свободы. Это свидетельствует в холисти-ч,еской трактовке 

метрики в ОТО, где гравитация и инерция представляют собой две сто

роны единого целого. 

Аналогичный подход следует использовать и в 8-мерной геометро
физике. С позиций холисти-ч,еского подхода 8 х 8-матрица из компонент 
8-мерного метрического тензора G м N представляет собой единое нераз

дельное целое, проявляющееся разными сторонами (через конкретные 

поля) в различных физических обстоятельствах. С позиций холизма: 

гравитачит-тое взаимодействие (поле) '/-1,е является '/-1,езависи.мы.м, а 

представляет собой спечифи-ч,еское проявле'/-1,ие всего комплекса физи

-ч,еских взаимодействий. 

В пользу холистического подхода свидетельствует тот факт, что в 

многомерной геометрической теории компоненты 4-мерного метрическо

го тензора 9µv строятся из многомерной метрики и содержат в себе квад

ратично компоненты смешанного метрического тензора G µs, описываю

щие физические поля. 

Категория частиц 

Несмотря на то, что геометрическое миропонимание нацелено на 

включение категории полей в обобщенную категорию пространства-вре

мени, определяющую роль в построении многомерной теории играет ка-
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тегория частиц - для решения уравнений движения частиц необходимо 

задать начальные значения их координат и скоростей. (Это отражено 
первым и третьим столбцами таблицы (15.2.2).) Но в еще большей мере 
это относится к появлению скрытых размерностей (к наличию второго 

столбца). Напомним, что изложение материала каждой из глав третьей 

части книги, посвященной многомерию, начиналось с раздела о свойст

вах элементарных частиц. 

15.2.2. Ре,цукционизм по количеству 

В любом виде фрактальности следует различать два подхода к трем 

слагаемым каждой из категорий (трех столбцов в таблицах): холисти

ческий и редукционистский. При холистическом подходе составляющие 

предстают как три стороны единой категории, тогда как при редукцио

нистском подходе они рассматриваются как самостоятельные части, со

ставляющие категорию. В ряде случаев наиболее естественным пред

ставляется холистический подход, в других - допускаются оба подхода, 

а порой доминирующим является редукционистский подход. Последнее 

более всего относится к случаю фрактальности по количеству, поэтому 

целесообразно даже заменить термин «фрактальность по количеству» 

на редукциониз.м по количеству. 

Многомерные геометрические теории нацелены на описание законо

мерностей микромира (см. правую ячейку в таблице (15.1.3)). Но на этом 
пределе фрактальности по количеству проявляется свой редукционизм, 

характеризующийся числом - размерностью п используемого многооб

разия. 

Здесь также определяющую роль играет категория частиц. Наличие 

трех скрытых размерностей калуцевского типа обусловлено, как уже от

мечалось в начале главы 9, тремя цветовыми зарядами кварков. В нача
ле главы 10 также говорилось, что склейка пары координат калуцевско
го типа диктуется тем, что электрослабо взаимодействующие частицы 

характеризуются двумя видами зарядов. 

В итоге оказалось, что зарядовые свойства частиц тесно связали ре

дукционизм по количеству с размерностью пространственно-временно

го многообразия. Представим данный редукционизм двумя таблицами, 

соответствующими классической физике (левый столбец) и теории мик
ромира (правый столбец), которые также оказались разделенными чис

лом используемых измерений обобщенного пространства-времени. Обе 

эти таблицы выстраиваются на основе увеличения размерности. 
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Редукционизм по количеству для классической физики представлен 

таблицей (15.2.4). 

Геометрическая парадигма: редукционизм по количеству (1) 
Классическая физика 

Пространство- Ньютоново 4-мерие 5-мерие 
время 3+1-мерие ото Калуцы 

Метрика Эйнштейновская Гравитация, 
как поле гравитация электромагнетизм 

Категория 
i i i i i i 

поля 

Категория Классические Пробные Заряженные 
частиц тела тела частицы 

(15.2.4) 

Редукционизм по количеству в микромире представлен сводной таб

лицей (15.2.5). 

Геометрическая парадигма: редукционизм по количеству (П) 

Физика микромира 

Пространство-
6-мерие 7-мерие 8-мерие 

время 

Метрический Гравитация, Гравитация, 
Гравитация, 

тензор как Zµ-бозоны, WД:-бозоны, 
поля глюонов 

поля Аµ (фотоны) Аµ- и Zµ-бозоны 

Категория 
i i i i i i поля 

Категория Правые Левые Кварки 
частиц компоненты компоненты (адроны) 

(15.2.5) 

В заключение данного раздела еще раз подчеркнем, что в геометри

ческой парадигме для фрактальностей по качеству и по сущности ха

рактерно сокращение ключевых категорий от трех до двух, что, однако, 

не влечет за собой такого же сокращения в числе столбцов, соответству

ющих трем сторонам категорий или их трем подкатегориям. Подобное 

обстоятельство проявляется и в других дуалистических парадигмах. 
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15.3. Дуалистическое физическое миропонимание 

Физическая дуалистическая парадигма опирается на две категории: 

обобщенную категорию поля амплитуды вероятности, вобравшую в себя 

категории частиц и полей переносчиков взаимодействий, и категорию 

пространства-времени. (В таблицах, иллюстрирующих три вида фрак

тальности в данной парадигме, этот факт отображается пустой строкой, 

соответствующей категории частиц, а направленные вверх стрелки озна

чают, что роль этой категории берет на себя подкатегория фермионных 

полей из обобщенной категории поля амплитуды вероятности.) 

15.3.1. Фрактальность по сущности в физическом 
миропонимании 

Для физической дуалистической парадигмы фрактальность по сущ

ности проиллюстрирована в таблице (15.3.1). 

Физическая парадигма: фрактальностъ по сущности 

Пространство-
Поля Частицы 

время 

Пространство-
Метрика Точки 

Области (расстояние, (мировые 
время 

интервал) линии) 

Категория 
Свойства 

Скалярные Векторы 
амплитуды произведения состояния 

полноты 
l l вероятности векторов 

Фрактальность Состояние Вектор Состояние 
векторов внешнего состояния рассматриваемой 

состояния мира макроприбора системы 

Категория 
i i r r r 1 частиц 

(15.3.1) 

Категория пространства-времени здесь оставлена той же, что и в три

алистической парадигме, достаточно полно охарактеризованной в виде 

аксиоматики геометрии, где в качестве трех составляющих выступают 

4-области, метрика и точки. 

В особом пояснения нуждается категория поля амплитуды вероят

ности (ей соответствует вторая строка таблицы (15.3.1)). Свойства но
вой обобщенной категории, лежащей в основе квантовой теории поля, 
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анализировались аксиоматически многими авторами, начиная с трудов 

П. Дирака 30-х годов по аксиоматике квантовой механики (см. [58]), до 
исследований ряда вариантов аксиоматик квантовой теории поля, чрез

вычайно популярных в 60-х-70-х годах (см., например, [10]). Как и в 
случае аксиоматики геометрии (пространства-времени), аксиомы кван

товой механики (гильбертова пространства [114]) разбиваются на три 
группы (им соответствуют три ячейки второй строки): 

1) аксиомы линейного векторного пространства; 
2) аксиомы скалярного произведения; 
З) аксиомы (условия) полноты или непрерывности, дополняющие 

унитарное ( предгильбертово) пространство с двумя вышеназванными 
блоками аксиом до гильбертова пространства. 

1) Аксиомы линейного векторного пространства формируют свой
ства примитива данной аксиоматики вектора состояния, соответствую

щие известному принципу суперпозиции в квантовой механике. В век

торном пространстве определена операция сложения векторов, облада

ющая свойством коммутативности и ассоциативности. Кроме того, по

стулируется существование нулевого состояния (нулевого вектора). Дру

гими словами, векторы состояний образуют абелеву группу. Кроме того, 

в векторном пространстве определена операция умножения на комплекс

ные числа, обладающая свойством дистрибутивности. 

2) Аксиомы скал.ярного произведени.я. В линейном векторном про
странстве нет понятия длины. Два вектора, отличающиеся комплексным 

множителем, выступают как один и тот же вектор. Для определения 

амплитуды вероятности процессов необходимо ввести в векторное про

странство операцию скалярного произведения векторов, означающую, 

что каждой паре векторов ставится в соответствие комплексное число -
своеобразная метрика, которая удовлетворяет ряду известных свойств. 

При определении скалярного произведения векторов вводится наря

ду с пространством векторов также пространство со-векторов. Для сво

бодных частиц векторы этих двух пространств комплексно сопряжены 

друг другу. Скалярное произведение определяется для пары вектора и 

со-вектора. 

В понятиях, связанных с этим блоком аксиом, можно разглядеть глу

бокое метафизическое содержание, чрезвычайно важное для последую

щего перехода от физической дуалистической к монистической парадиг

ме. Определение векторов и со-векторов можно трактовать как отраже

ние двух платоновских сторон единого в любом процессе перехода систе

мы из одного в другое возможное состояние, тогда как задание скаляр

ного произведения (метрики) в виде амплитуды вероятности перехода 
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означает проявление третьего, аристотелевского начала, характеризую

щего переход к действительности. 

3} Условия 'Неnреръ~в'Ности и пол'Ноmы здесь лишь только обозначим, 
полагаясь на знание читателем определений непрерывности в математи

ке. Строго говоря, в гильбертовом пространстве скалярные произведе

ния имеют конечные значения, однако в квантовой механике (теории) 

фактически используются более общие пространства, допускающие бес

конечные значения длин. 

Усматривая параллели между примитивами и аксиомами геометрии 

и гильбертова пространства, отметим, что аксиомы скалярного произ

ведения векторов соответствуют в геометрии метрическим аксиомам, а 

понятие непрерывности (полноты) в пространстве Гильберта - тополо

гическим аксиомам в геометрии. 

Названные выше понятия векторов состояний и аксиом гильбертова 

пространства относятся к описанию микромира в физическом миропо

нимании (см. правый столбец в таблице 15.1.3), тогда как классическая 
физика представлена, строго говоря, левым столбцом таблицы и рядом 

понятий из среднего столбца. Единое описание классических и микро

понятий осуществляется посредством ряда дополнительных понятий и 

аксиом. В частности, к ним относятся понятия представлений и дина

мических переменных. 

Здесь ключевую роль играет понятие макроприбора, позволяющее 

ввести такие состояния, которые принято называть координатным или 

импульсным представлением волновой функции системы (частицы). 
Кроме того, для построения квантовой теории, интерпретируемой в по

нятиях макронаблюдателя, оказываются необходимыми понятия линей

ных операторов, соответствующих динамическим переменным кванто

вой системы. 

Во всех редукционистских парадигмах проявляются родственные ме

тафизические понятия, называемые по-разному: система отсчета, тело 

отсчета или макроприбор в квантовой теории. Различие в названиях 

связано с разными аспектами единого понятия, проявляющимися под 

разными углами зрения. Это обстоятельство подчеркивалось в рабо

тах классиков квантовой теории поля: В. Паули, В. А. Фока и других. 

В частности, В. А. Фок писал: «Понятие относительности к средствам 

наблюдения (в квантовой механике-Ю. В.) есть в известном смысле 

обобщение понятия относительности к системе отсчета. Оба понятия иг

рают в соответствующих теориях аналогичную роль. Но в то время как 

теория относительности, которая опирается на понятие относительности 

к системе отсчета, учитывает лишь движение средств наблюдения как 



506 Глава 15. Метафизический анализ геометрофизик11 

целого, в квантовой механике необходимо учитывать и более глубокие 

свойства наблюдения» [173, с. 73]. 

15.3.2. Фрактальность по качеству в физическом 

миропонимании 

Во многих книгах по квантовой теории поля излагаются свойства бо

зонных и фермионных полей единообразно, т. е. относясь к ним как к 

разновидностям внутри одной категории, различающимся представле

ниями группы Лоренца: спинорное, векторное, тензорное второго ранга 

и т. д. поля. Однако такая позиция оказывается ущербной по несколь

ким причинам. Во-первых, как уже отмечалось, в сути спинорного поля 

заключено больше, чем просто спинорное представление группы Лорен

ца. Во-вторых, в микромире векторными волновыми функциями опи

сываются различные физические поля. Так, в теории сильных взаимо

действий векторный характер имеет совокупность из 8 глюонов, а в тео
рии электрослабых взаимодействий имеется 4 промежуточных бозона, 
что привело к разработке более тонких методов введения физических 

полей, позволяющих вскрыть их качественное отличие. Выделим две 

стадии развития теории в рамках физического миропонимания: калиб

ровочный подход к описанию взаимодействий и различные варианты 

суперсимметричной теории. 

1. Калибровочный подход 
Калибровочный подход к описанию физических взаимодействий (в 

исходной формулировке) нарушает равноправие бозонных и фермион

ных полей: бозонные поля вводятся, исходя из соображений сохране

ния инвариантности теории (точнее, операторов дифференцирования) 

при локализации параметров групп внутренних симметрий. Напомним, 

последнее означает зависимость параметров группы от пространствен

но-временных координат, что приводит к дополнительным слагаемым в 

производных от волновых функций. Чтобы этого избежать, используют

ся так называемые «удлиненные» производные, содержащие векторные 

поля, которые тоже изменяются при преобразованиях во внутреннем 

пространстве, причем таким образом, чтобы точно скомпенсировать до

полнительные слагаемые. Следовательно, калибровочным способом вво

дятся лишь бозонные поля, тогда как фермионные поля не имеют ка

либровочного характера. 

Фрактальность по качеству в калибровочном подходе отображается 

таблицей (15.3.2). 
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Физическая парадигма: фрактальность по качеству (I) 
Пространство-

Поля Частицы 
время 

Пространство-
Пространство- Пространство 

Пространство 
время 

время внутренних 
скоростей (слой) Милковского (база) симметрий 

Категория Калибровочная Калибровочные Фермионные 
ПОЛЯ теория гравитации (бозонные) поля Аµ 1поля1 

Подкатегория 
Координатное Заряды Спинорные 

ПОЛЯ 

фермионов 
представление фермионов свойства 

Категория 1 1 1 1 1 1 частиц 

(15.3.2) 

В этом подходе категория пространства-времени фактически также 

оказывается обобщенной: она дополняется так называемым внутре'Н:ни.м 

пространством элементарных частиц, в котором определены SU(3)-, 
SU(2)- или И(l)-симметрии. 

П. Суперсимметричные теории 

Отмеченная выше асимметрия бозонных и фермионных полей в рам

ках дуалистической физической парадигмы устраняется в суперсиммет

ричных теориях, опирающихся на принцип суперсимметрии этих полей. 

Можно сказать, что в этих теориях достигается апогей дуалистической 

физической идеологии (парадигмы). Фрактальность по качеству этой 
стадии развития физического миропонимания проиллюстрирована таб

лицей (15.3.3). 

Физическая парадигма: фрактальность по качеству (П) 

Пространство-
Поля Частицы 

время 

Категория 4-мерное 
Грассмановы переменные 

суперпространства пространство-время 

Категория Гравитационное В озонные Фермионные 
супермультиплета поле +-- составляющие составлящие 

Категория 
1 1 1 1 1 1 

частиц 

(15.3.3) 
Как было показано в главе 13, теория на данной стадии развития 

дуалистической физической парадигмы опирается на обобщение катего-
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рии классического 4-мерного пространства-времени до суперпростран

ства добавлением к 4 классическим координатам грассмановых перемен
ных. Таким образом, здесь также используется своеобразное многомс

рие, однако если в теориях Калуцы-Клейна дополнительные размерно

сти вводились для геометризации бозонных полей, то в суперсимметрич

ных теориях оно предназначено для единообразного описания бозонных 

и фермионных полей. 

В категории суперпространства также проявляется принцип фрак

тальности: классические координаты непосредственно соответствуют 

прежней категории пространства-времени, а элементы грассмановой ал

гебры - второй обобщенной категории поля амплитуды вероятности. В 

свою очередь, в категории супермультиплета также проявляется фрак

тальность в виде двоичности, - бозонные составляющие соответствуют 

категориям пространства-времени и полей, а фермионные составляю

щие - категории частиц. Гравитационное поле является одной из бозон

ных составляющих супермультиплета. 

15.3.3. Редукционизм по количеству в физическом 
миропонимании 

1. Калибровочный подход 
Во всех дуалистических парадигмах при описании закономерностей 

микромира проявляется редукционизм по количеству, состоящий в том, 

что возникает ряд вариантов теории, определяемых значением некото

рого числа. В рамках геометрической парадигмы таковым было чис

ло дополнительных (скрытых) размерностей. В калибровочных теори
ях физической парадигмы варианты различаются группами используе

мых симметрий, которые характеризуются числом параметров. Редук

ционизм по количеству калибровочного подхода проиллюстрирован таб

лицей (15.3.4): 

Физическая парадигма: редукционизм по количеству (I} 
Физика микромира 

Пространство- Группа Группа Группа 
время И(l) U(l) х SU(2) SU(З) 

В озонные Электромагнитное Промежуточные Глюонные 
поля поле Аµ бозоны: Аµ, Zµ, Wj= поля 

Подкатегория Электрически Электрослабо Сильно взаимо-
фермионных заряженные взаимодействующие действующие 

полей фермионы фермионы фермионы (кварки) 

Категория i i i i i i частиц 

(15.3.4) 
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11. Суперсимметричные теории 
Как уже отмечалось, в суперпространстве четыре классические ко

ординаты дополняются N наборами из четверок новых переменных Ва, 
принадлежащих алгебре Грасс.мана, где индекс а пробегает значения: 1, 
2, 3, 4. Рассматриваются варианты теорий с N от единицы (простое су
перпространство) до восьми. Напомним, что число 8 определяется усло
вием, чтобы среди бозонных составляющих мультиплета было лишь одно 

тензорное поле второго ранга, которое интерпретируется как гравита

ционное поле. Редукционизм по количеству суперсимметричных теорий 

представлен в таблице (15.3.5). 

Физическая парадигма: ре,цукциопизм по количеству (11) 

Физика микромира 

Супер-
N=l l<N<8 N=8 

пространство 

В озонные 
спин о о 70 
спин 1 о (1/2)N(N -1) 28 

поля 
спин 2 1 1 1 

(15.3.5) 

Фермион- спин 1/2 о N(N - l)(N -2)/6 56 
ные поля спин 3/2 1 N 8 

Категория 
i i i частиц 

В правых колонках таблицы указано, сколько полей соответствующе

го спина возникает в каждом из вариантов суперсимметричных теорий. 

Выскажем ряд замечаний метафизического характера относительно 

программы развития теории суперструн (супермембран). 

1. В силу отсутствия экспериментальных подтверждений и четкого 
математического аппарата теории суперструн, энтузиазм ее сторонни

ков основывается, в сущности, на вере в справедливость дуалистической 

физической парадигмы, т. е. имеет метафизи'Ч,еские корни. В связи с 

этим приведем высказывание Ш. Глэшоу и П. Гинспарга: «Вместо тра

диционного соревнования теории и эксперимента специалисты теории 

суперструн заняты поисками внутренней гармонии там, где критери

ем истинности являются элегантность, уникальность и красота. Само 
существование теории держится на магических совпадениях, чудесных 

сокращениях и связях между казавшимися несвязанными (и, возможно, 
еще не открытыми) областями математики. Достаточно ли этих свойств, 

чтобы поверить в реальность суперструн? Могут ли математика и эсте

тика заменить и превзойти обычный эксперимент?» (Цит. по [50, с.144]). 
2. Следующее замечание касается несоответствия претензий на по

строение «теории всего» дуалистическому характеру теории струн, опи-



510 Глава 15. Метафизический анализ геометрофизики 

рающейся на две категории: суперструн и обобщенную категорию про

странства-времени. Так, Б. Грин в своей книге пишет: «Современная 

формулировка теории струн заранее предполагает существование про

странства и времени, в котором струны (и другие объекты М-теории) 

движутся и вибрируют. Это позволяет вывести физические .свойства 
теории струн во Вселенной с одним временным измерением, определен

ным числом развернувшихся пространственных измерений (обычно рав

ным трем) и определенным числом дополнительных измерений, которые 
свернуты в одну из конфигураций, допускаемых уравнениями движения 

теории» [50, с. 244]. Нам же представляется, что «теория всего» может 
быть построена лишь в рамках монистической метафизической пара

дигмы. 

3. В рамках теории суперструн нет руководящей идеи для обосно
вания размерности пространства-времени, компактификации и разделе

ния на классические и скрытые размерности. 

4. Сторонники теории суперструн не хотят видеть других парадигм. 
Не случайно, как пишет Б. Грин, «Ричард Фейнман незадолго до своей 

смерти дал ясно понять, что он не верит в то, что теория струн является 

единственным средством для решения проблем, в частности, катастро

фических бесконечностей, препятствующих гармоничному объединению 

гравитации и квантовой механики» [50, с. 144]. Как известно, Фейнман 
был сторонником реляционного миропонимания. Выше уже приводилось 

его высказывание о ряде способов изложения одной и той же истины, 

если она таковой является. С позиций иерархии метафизических пара

дигм, дуалистическая физическая парадигма, в рамках которой разви

вается теория суперструн, является лишь одной из промежуточных па

радигм на пути к теории монистической парадигмы. 

15.4. Реляционное миропонимание 

Реляционным называется миропонимание в рамках концепции даль

нодействия. В главе 14 рассмотрена теория прямого межчастичного вза
имодействия, представляющая собой одну из наиболее исследованных 

ветвей данного подхода. Имеются и другие направления в развитии кон

цепции дальнодействия. 

15.4.1. Парадигмы теории прямого межчастичного 
взаимодействия 

Теории прямого межчастичного взаимодействия Фоккера-Фейнма

на, как отмечалось в главе 14, опираются на две категории: 4-мерного 
плоского пространства-времени и категорию классической материи (ча-
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стиц). В этой теории среди первичных категорий отсутствовали поля 

переносчиков взаимодействий. Последние можно ввести, но лишь как 

вспомогательные понятия, составленные из характеристик категории ча

стиц. Существенным элементом этой теории является специальный по

стулат (принцип Фоккера), определяющий вид действия для пар вза

имодействующих частиц. Если сосредоточить внимание лишь на вели

чинах, входящих в формулировку принципа Фоккера, то как будто бы 

справедливо утверждение о возможности построения теории не на трех, 

а на двух исходных категориях: пространства-времени и частиц. Но сам 

постулат заставляет отнестись к данному утверждению более взвешен

но. Заложенные в основания теории понятия можно интерпретировать 

с позиции ряда парадигм. 

1. Триалистическая парадигма 
Теорию прямого межчастичного взаимодействия можно трактовать 

как триалистическую, основанную на трех категориях: (плоского) про

странства-времени, частиц-событий и действия парного межчастичного 

взаимодействия. В этом случае каждая из названных категорий облада

ет своими составляющими, обозначенными в таблице фрактальности по 

сущности (15.4.1). 

Триалистическая реляционная парадигма 

Пространство-
Взаимодействие Частицы 

время 

Пространство-
Метрика 

Точка-событие, 
Области (расстояния, 

время 
интервал) 

мировая линия 

Действие Все парные 
Числовое 

Аргумент-
значение 

взаимодействия комбинации 
действия 

пара частиц 

Категория 
События 

Тело отсчета Рассматриваемые 
частиц 

окружающего ( макроприбор) пары частиц 
мира 

(15.4.1) 

Категория действия парного взаимодействия соответствует категории 

полей (в таблице изображается средними столбцом и строкой). Для этой 

категории имеются свои составляющие: область определения - все воз

можные парные комбинации элементов (точек-событий, частиц), само 

действие характеризуется вещественным значением, аргументом явля-
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ется пара частиц. Для других двух категорий смысл подкатегорий преж

ний. 

Фрактальность по качеству в данной парадигме близка описанной 

выше фрактальности по качеству триалистической парадигмы, отоб

раженной таблицей (15.1.2). Различным полям общепринятой теории 
в данной парадигме соответствуют виды действия фоккеровского типа 

отдельно для гравитационного (тензорного) и отдельно для электромаг
нитного (векторного) взаимодействий. 

2. Дуалистическая парадигма особого вида 
Если фоккеровский принцип действия исключить из числа категорий 

на том основании, что в его формулировку входят лишь характеристики 

двух исходных категорий, то тогда следует считать обе первичные ка

тегории взявшими на себя (через постулат Фоккера) функции третьей 

категории - полей переносчиков взаимодействий. В этом случае имеем 

дуалистический вариант реляционного миропонимания, отличающийся 

от теорий двух других дуалистических парадигм: геометрической и фи

зической. Подчеркнем, что в теории прямого межчастичного взаимо

действия не ставилась задача перехода к новой обобщенной категории, 

заменяющей две выделенные исходные. 

3. Дуалистическая парадигма, родственная геометрической 
Можно иначе распорядиться исходными положениями теории пря

мого межчастичного взаимодействия: включить фоккеровское действие 

в состав метрики, т. е. положить, что наряду с обычной геометрической 

метрикой имеется вторая метрическая функция, описывающая взаимо

действие. Тогда в таблице фрактальности по сущности будет отсутство

вать вторая строка, но останутся три столбца. Для второго вида метрики 

имеют место те же свойства, что и для метрического тензора в геомет

рофизике. 

15.4.2. Дуалистическая реляционная парадигма 

В рамках реляционного подхода (в концепции дальнодействия) мож

но сформулировать дуалистическую парадигму, аналогичную ранее рас

смотренным дуалистическим геометрической и физической парадигмам. 

Кратко охарактеризуем суть такой теории. 

Из опыта построения двух предыдущих дуалистических парадигм 

(геометрической и физической) следует, что для введения новой обоб

щенной категории необходимо найти адекватный математический аппа

рат. Для геометрической парадигмы таковым явился аппарат диффе

ренциальной (римановой) геометрии, а для физической парадигмы -
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методы теории дифференциальных уравнений и гильбертовых про

странств. Для построения теории прямого межчастичного взаимодей

ствия был использован принцип Фоккера, где важную роль играют про

пагаторы или функции Грина. Однако для перехода к новой обобщенной 

категории этого недостаточно. 

I. Обобщенная категория парных отношений 
Долгое время не был известен математический аппарат, подходящий 

для формирования новой обобщенной категории, а когда он появился, 

его не заметили. Возможно, это объяснялось приверженностью к ре

шению проблем на традиционных направлениях исследований (в рус

ле физической и геометрической парадигм), а реляционная парадигма 

оставалась на обочине, или неприятием субъективной авторской окрас

ки в духе философии Платона. Имеется в виду так называемая теори.я 

физu'Ческих структур Ю. И. Кулакова (91, 92], точнее, ее частный слу
чай - теория унарных физических структур (в нашей терминологии -
теори.я унарнъ~х систем веществе'Н'НъtХ от'Ноше'Ний (УСВО)). Суть этой 

теории изложена в ряде работ [35, 36, 41], поэтому здесь ограничимся 
лишь кратким пояснением ее основных идей. 

Ключевым понятием этой теории является отношение - веществен

ное число, приписываемое парам элементов, в качестве которых могут 

выступать точки-события, частицы или что-либо другое. В общепри

нятой геометрии парное отношение соответствует расстояниям между 

парами точек в 3-мерной геометрии 1 или интервалам между событиями 
в теории относительности. Оказывается, можно построить содержатель

ную теорию для дискретного набора точек-событий, не вводя континуу

ма лишних точек, как это делается в геоме-:rрофизике или в теориях фи

зической парадигмы. Напомним, в этой книге уже неоднократно отме

чалось, что при построении теории относительности было существенно 

лишь то, что реальные точки-события вкладываются в 4-мерный прост

ранственно-временной континуум. Придание континууму точек онтоло

гического статуса в конечном итоге приводит к ряду парадигмальных 

проблем. 

В основу теории отношений положен постулат о существовании за

кона - равной нулю некой функции, аргументами которой являются все 

возможные парные отношения (интервалы) между произвольными r 
элементами (точками-событиями). Число r называется ра'Нгом системы 

отношений. При использовании вещественных отношений, как это при-

1 Еще Э. Мах в своей книге «Познание и забJiуждение» [101) обращал внимание на 
попытки Де Тили построить геометрию лишь на основе понятия расстояний между 

парами точек. Затем эта идея развивалась в работах ряда других геометров. 

17-2979 
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нято в геометрии и теории относительности, следует говорить о законах 

унарных систем вещественных отношений (УСВО) ранга r. Особое вни
мание следует обратить на то, что закон выполняется для произволънъ~х 

эле.ментов, т. е. имеет место фунда.мента.лъна.я си.м.метри.я, заменяю

щая симметрии, описываемые группами Ли в теории поля. 

Привлекая ряд дополнительных соображений, Г. Г. Михайличенко 

[108] свел задачу нахождения законов возможных УСВО к решению си
стем функционально-дифференциальных уравнений. Для низших ран

гов r = 3, 4, 5 удалось решить систему уравнений и найти вид законов и 
соответствующих им парных отношений. Эти решения легко обобщить 

на случаи больших рангов (без доказательства теорем единственности). 

Найденные законы соответствуют известным (и малоизвестным) ви

дам геометрий, причем их размерность п связана с рангом системы отно

шений равенством п = r - 2. Оказалось, что функционально-дифферен
циальные уравнения допускают несколько видов решений. Из них выде

ляются два основных вида законов: невырожденный (будем обозначать 

такой случай номером ранга в скобках (r)) и вырожденный (обозначае
мый через (r; а)). Законы вырожденных систем отношений соответству
ют, в частности, евклидовым и псевдоевклидовым геометриям. Так, гео

метрия пространства-времени Минковского описывается вырожденной 

системой отношений ранга (6; а). Невырожденные УСВО соответствуют, 
в частности, геометрии Лобачевского. Так, пространство скоростей (им
пульсное пространство) описывается невырожденной УСВО ранга (5). 

Можно записать законы УСВО более высокого ранга, соответству

ющие многомерным геометриям различной сигнатуры. Таким образом, 

посредством УСВО описывается обобщенная категория парных отноше

ний, включающая в себя как категорию пространства-времени (вместе 
с пространством скоростей), так и категорию частиц в том смысле, что 

отношение применимо лишь для тех точек, где произошло событие с 

материальными объектами (частицами). 

11. Категория действия взаимодействия 
Посредством теории УСВО можно описать парные отношения, со

ответствующие координатному и импульсному пространствам с симмет

риями, т. е. плоским или искривленным пространствам постоянной по

ложительной (пространство Римана) или отрицательной (пространство 

Лобачевского) кривизны. В теории такого рода отсутствуют взаимо
действия между частицами. Чтобы их описать, необходимо ввести вто

рую категорию, описывающую взаимодействия. Сразу же отметим, что 

теории такого рода как следует не исследовались. В работах Ю. И. Ку-
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лакова был приведен способ описания 2-го закона Ньютона на базе так 

называемых бинарных физических структур, однако это не решает зада

чи построения современной релятивистской теории взаимодействующих 

частиц. 

Данную задачу можно решить, используя описанный в главе 14 прин
цип Фоккера, поскольку действия взаимодействия между двумя заря

женными (14.1.1) или массивными (14.3.1) частицами представляют со
бой не что иное, как дополнительные парные отношения между вза

имодействующими частицами. Действительно, в подынтегральные вы

ражения входят только парные отношения из пространства скоростей 

(пространства Лобачевского) и(1)и(z)µ и из координатного простран
ства (пространства-времени Минковского), что отражено аргументом 
8-функции s2 (1,2). 

15.4.3. Фрактальность в реляционной дуалистической 
парадигме 

1. Для данной дуалистической реляционной парадигмы фракталь
ность по суw,ности представлена таблицей (15.4.2). 

Дуалистическая реляционная парадигма: фрактальность по сущности 

Пространство-
Взаимодействие 

Пары 

время элементов 

Пространство-
н ц ц 

время 

Действие Все парные Числовое Аргумент-

взаимодействия комбинации значение действия пара элементов 

Категория Все парные Отношение как 
Аргумент-

парных t комбинации t вещественное 

отношений элементов число 
пара элементов 

Подкатегория 
Элементы Элементы, Элементы 

окружающего составляющие рассматриваемой 
пар элементов 

мира базис системы 

(15.4.2) 
Первое существенное отличие этой таблицы от аналогичных таблиц для 

геометрической (15.2.1) или для физической (15.3.1) парадигм состоит 
в том, что в ней пустой оказывается первая строка, соответствующая 

исходной категории пространства-времени, которая оказалась включен-
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ной в обобщенную категорию парных отношений, занимающей третью 

строку таблицы. В этой строке выделена подстрока, соответствующая 

столбцу категории пространства-времени (первой ячейке). Как видно из 

сравнения трех таблиц, в каждой из них выделялась своя индивидуаль

ная подкатегория, соответствующая столбцу исключенной категории. 

2. Фрактальность по ка-ч,еству в данной парадигме отображается таб
лицей (15.4.3). 

Дуалистическая реляционная парадигма: фрактальность по качеству 

Пространство-
Взаимодействие 

Пары 
время элементов 

Пространство-
н н н время 

Действие Действие 

Действие 
тензорного векторного 

(гравита- (электро-
взаимодействия 

ционного) магнитного) 
взаимодействия взаимодействия 

Категория Вырожденная Невырожденная 
парных УСВО УСВО 

отношений ранга (б;а) ранга (5) 

Подкатегория Отношения, Заряды Отношения, 
пар соответствующие и массы соответствующие 

элементов координатам частиц скоростям 

(15.4.3) 

В этой таблице опять отсутствует первая строка, соответствующая ка

тегории пространства-времени. 

3. Отметим, что в данной парадигме редукциониз.м по коли-ч,еству 
определяется рангом r используемой системы отношений, который за

меняет размерность многообразия п в геометрическом миропонимании 

или вид группы внутренних симметрий (или число N в суперсиммет

ричных теориях) в физическом миропонимании. 

В теории прямого межчастичного взаимодействия разные виды вза

имодействий вводились на основе различия тензорного ранга характе

ристик частиц: скалярное, векторное (электромагнитное) или тензор
ное (гравитационное) взаимодействия. (Этот принцип описания взаи

модействий нашел отражение в таблице (15.4.3).) Исследователи, рабо
тавшие в русле этой парадигмы, причем в рамках 4-мерия, не видели 

путей введения электрослабых и сильных взаимодействий. Новые воз-
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можности открываются на пути увеличения размерности используемого 

пространства-времени, навеянного геометрофизикой. В данной парадиг

ме это соответствует увеличению ранга системы отношений, что более 

подробно обсуждено в [36]. 

15.5. Выводы из сравнения метафизических парадигм 

Сравнив между собой описания взаимодействий в разных метафизи

ческих парадигмах, сформулируем ряд принципиально важных следст

вий, некоторые из которых можно возвести в ранг принципов. 

1. Прежде всего, следует дополнить дефиницию принципа фракталь
ности, включив в него положение о проявлении троичности ( триединст
ва) в представлениях не только о простых (исходных), но и в обобщенных 

категориях, поскольку в каждой из них можно выделить три составля

ющие (стороны), соответствующие основополагающим категориям три

алистической парадигмы. 

2. Принцип консонанса дуалистических парадигм. При сравнении ме
тафизических парадигм на основе принципа фрактальности проявляет

ся их удивительное созвучие. В каждой из трех представленных дуали

стических парадигм оказывается исключенной по одной из категорий. (В 

иллюстрирующих таблицах дуалисmи'Ческоu геометри'Ческоu парадигмы 

(15.2.1) и (15.2.2) пустыми оказываются вторые строки, соответствую
щие потерявшей самостоятельный статус категории (бозонных) полей 

переносчиков взаимодействий. В таблицах дуалисmи'Ческоu физи'Ческоu 

парадигмы (15.3.1) и (15.3.2) пустыми остаются третьи строки, так как 
соответствующая им категория частиц включена в новую обобщенную 

категорию поля амплитуды вероятности. В таблицах дуалисmи'Ческоu 

рел.я:ционноu парадигмъ~ (15.4.2) и (15.4.3) не заполнены первые строки, 
которые соответствуют категории пространства-времени, включенной в 

новую обобщенную категорию парных отношений.) 

Обратим также внимание на тот факт, что во всех трех группах 

таблиц фрактальности по сущности и качеству были выделены в виде 

строк по одной составляющей, соответствующие исключенным категори

ям (строкам) в этих парадигмах. Так, в дуалистической геометрической 

парадигме оказалась выделенной метрика (метрический тензор), фак

тически выполняющая в ней роль полей переносчиков взаимодействий. 

В дуалистической физической парадигме была выделена подкатегория 

фермионных полей, соответствующая исключенной категории частиц. В 

дуалистической рел.я'Ционноu парадигме оказалась выделенной область 

определения парных отношений, которая в данной парадигме соотно-

1&--2979 
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сится с ролью категории пространства-времени. В итоге оказались по

следовательно выделенными составляющие, соответствующие всем трем 

исходным категориям (столбцам). 

Примечателен также тот факт, что можно установить соответствие 

между числовыми характеристиками, определяющими редукционизм по 

количеству во всех трех дуалистических парадигмах. В гео.метри'Ческой 

парадигме числовой характеристикой является размерность п использу

емого многомерного многообразия. В физи'Ческой парадигме таковой яв

ляется либо размерность s группы внутренних симметрий SU ( s), либо 
N, определяющее число комплектов грассмановых переменных. В ре
Л.Я'Цио·н:ной парадигме эту роль выполняет ранг r используемых систем 
отношений. 

3. Принцип дополнительности метафизических парадигм является 
обобщением известного принципа дополнительности Н. Бора 1 : метафи
зические парадигмы не противоречат, а дополняют друг друга, представ

ляют собой видение одной и той же физической реальности под разными 

углами зрения. Как в 3-мерном пространстве полное представление об 

объемном объекте можно составить, изобразив его проекции на три вза

имно перпендикулярные плоскости, так и согласно метафизике физиче

ская реальность достаточно полно представляется лишь совокупностью 

теорий из разных метафизических парадигм. 

Анализ описания физического мира в рассмотренных парадигмах по

казывает, насколько различны мировосприятия в рамках каждой из них. 

То, что хорошо просматривается и необходимо в русле одной из них, 

может оказаться не замеченным в теориях иной парадигмы. Например, 

принцип Маха не нашел подобающего воплощения в рамках геометриче

ской или физической парадигм, но играет важную роль в теориях реля

ционной парадигмы. Существование спинорных частиц никак не следует 

из известных теорий геометрической или (унарной) реляционной пара

дигм, но оказывается естественным в рамках физической парадигмы. 

Все три миропонимания сыграли свою важную и неповторимую роль 

в создании современной физической картины мира. 

1) Рел.я'Ционное .миропонимание сыграло ведущую роль в становле
нии специальной теории относительности. На основе анализа соотно

шений между точками-событиями было введено понятие инвариантного 

1 На стене кафедры теоретической физики МГУ Н. Бор написал: «Contraria non 
contradictoria rad complimenta sunt». («Противоположности не противоречат, а до
полняют друг друга».) Этот принцип дополнительности, сформулированный для ин

терпретации квантовой механики, Н. Бор возвел в ранг общефилософского принци

па (11]. 
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интервала и затем осуществлен (Г. Минковским) переход к 4-.мерно.му 

{координатному) пространству-времени. Можно утверждать, что спе
циальная теория относительности наиболее адекватно соответствует ре

ляционной парадигме. В свете этого становится ясно, почему, создавая 

ОТО, А. Эйнштейн следовал идеям Э. Маха, т. е. придерживался имен

но реляционного миропонимания. 

2) Гео.метри'Ческое .миропонимание позволило геометризовать снача
ла гравитационное взаимодействие, а затем посредством многомерных 

обобщений эйнштейновской теории гравитации (на основе идей Т. Калу

цы и О. Клейна) осуществить геометризацию всех других физических 
взаимодействий. Тем самым в рамках геометрического миропонимания 

были выявленъ~ скрытые раз.мерности, которые в той или иной форме 

воспроизводятся в теориях иных парадигм. 

3) Физическое .миропонимание позволило сформулировать кванто
вую теорию поля, а затем - на основе калибровочного подхода - описать 

закономерности электрослабых и сильных взаимодействий. 

4. Принцип целостности состоит в том, что ни одно утверждение 
{или формула) в теории редукционистскоu парадигмы не .может пре

тендовать на физическую значи.мостъ, если в нем не представлены все 

категории исполъзуе.моu парадиг.мъt. В противном случае придание абсо

лютного онтологического статуса его категориям разрушит всю систему 

представлений об иерархии метафизических парадигм. 

Так, в ньютоновой триалистическоu парадигме физически значи

мым (фундаментальным) является второй закон Ньютона та= :f, в 
котором т соответствует категории частиц, а - категории пространства 

и времени, а :f - категории полей. 
В геометрическоu дуалистическоu парадигме физически значимыми 

(фундаментальными) являются уравнения Эйнштейна, в которых левая 

часть описывает категорию искривленного пространства-времени, а пра

вая часть - категорию частиц и других бозонных полей. Фундаменталь

ными являются плотности и гиперплотности лагранжиана, содержащие 

как геометрическую, так и фермионную части. 

В физu'Ческой дуалистическоu парадигме физически значимыми яв

ляются ковариантные волновые уравнения (Клейна-Фока, Дирака) для 

взаимодействующих полей, поскольку в них содержатся производные от 

амплитуды вероятности (обобщенной категории полей и частиц) по ко

ординатам, представляющим категорию пространства-времени. 

В рел.яционном подходе физически значимым следует назвать прин

цип Фоккера, поскольку он характеризует взаимодействие через харак

теристики частиц на фоне пространственно-временного многообразия. 
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5. Из анализа физических теорий и программ ХХ века выявляется 
тенденция дальнейшего сокращения числа категорий, т. е. стремление 

перейти от дуалистических парадигм к монистической. В разделе 13.4 
были отмечены попытки построения монистической парадигмы, исходя 

из геометрического миропонимания. В рамках физического миропони

мания такая же тенденция проявляется в виде теории суперструн. 

Особого внимания, на наш взгляд, заслуживает идея перехода к мо

нистической парадигме со стороны реляционного миропонимания. Ана

лиз таблиц (15.4.2) и (15.4.3) подсказывает, что две используемые катего
рии парных отношений и действия взаимодействия имеют много общего, 

в частности, они имеют одни и те же область определения и аргумен

ты. Оба этих понятия имеют характер метрических отношений. Все это 

наводит на мысль о возможности перехода к единой обобщенной мет

рике (парному отношению), которая будет включать в себя свойства и 
функции двух названных категорий. Этот переход можно осуществить 

на основе теории так называемых бинарн:ых систем комплекснъtх отно

шений, изложенной в наших работах {35, 36, 41]. 
6. Общая тенденция стремления к монистической парадигме свиде

тельствует в пользу холистического подхода к обобщенным категориям 

дуалистических парадигм, т. е. к восприятию выделенных в них под

категорий как сторон единого целого. Это же относится к трактовке 

членений в выделенных подкатегориях. 

В случае геометрофизики холистический подход к многомерной мет

рике приводит к взгляду на гравитацию как на специфическое проявле

ние других видов (физических) взаимодействий. 

Отметим, что к близким соображениям о вторичном, производном 

характере гравитационного взаимодействия пришел ряд авторов в рам

ках физического миропонимания. В частности, к аналогичным выводам 

об обусловленности искривленности пространства-времени свойствами 

квантованных полей пришел в своих работах А. Д. Сахаров {148). В 
связи с этим им даже были введены образные термины: «теория ну

левого лагранжиана» и «метрическая упругость вакуума». Можно на

звать также других авторов, писавших об «индуцированной гравита

ции»: О. Клейна, Х. Теразава, С. Адлера и Д. Амати, Г. Венециано. Так, 

П. Уэст, обсуждая возможности «объединения тяготения (гравитации) 

со всеми другими силами природы» в рамках теории суперструн, пишет:. 

«Но в этой связи следует напомнить, что гравитация может оказатъс.я 

не фундаменталъноu силой, а бытъ обусловленной динамическим меха

низмом (курсив Ю. В.)» [162, с. 14]. 
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7. В этой главе внимание было сосредоточено на триалистической и 
трех дуалистических парадигмах, в которых осуществляется переход к 

одной обобщенной категории при одной простой категории. К програм

мам, соответствующим оставшимся трем дуалистическим парадигмам, 

где исключается из рассмотрения одна из категорий, относится теория 

прямого межчастичного взаимодействия, развивавшаяся в русле реля

ционного подхода. 

В рамках геометрической парадигмы к программам такого типа от

носятся попытки исключить из теории понятие частиц и построить кар

тину мира исключительно на категориях пространства-времени и бозон

ных полей. Теории такого рода опираются на системы уравнений для 

бозонных полей (Максвелла, Клейна-Фока и других) на фоне плоского 

или даже искривленного пространства-времени. К таким теориям при

надлежат исследования солитонных способов описания частиц. Посколь

ку в этой парадигме ключевой характер имеют категории пространства

времени и полей, то естественно причислить эти исследования к геомет

рическому миропониманию, тем более, что в работах Уилера и других 

авторов они рассматриваются как промежуточный шаг на пути от ду

алистической геометрической парадигмы к искомой монистической па

радигме. 

Наиболее уязвимым оказывается второй вариант дуалистическо

го физического миропонимания, поскольку понятие поля оказывается 

неопределенным в отсутствие категории пространства-времени. 

8. Троичность проявляется не только в количестве исходных катего
рий или дуалистических парадигм, рассмотренных в данной главе, но и 

в трех видах редукционизма: по сущности, по качеству и по количест

ву, что позволяет говорить о связи этих видов редукционизма с числом 

исходных категорий. Так, идея построения теорий геометрического ми

ропонимания (геометрофизики) возникла в рамках редукционистского 

подхода по качеству при попытке геометризации вслед за гравитацион

ным всех других физических полей. Можно полагать, что физическое 

миропонимание тесно связано с редукционизмом по сущности, где пред

ставляется органичной идея объединения категорий полей и частиц. Ре

ляционное миропонимание опирается на счет и сопоставление количеств 

событий, т. е. можно сказать, что реляционное миропонимание наиболее 

тесно связано с редукционизмом по количеству. 
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Парадигмальные проблемы общей 
теории относительности 

Следует особо подчеркнуть что метафизика, как таковая, ничего не 

доказывает, однако на ее основе можно осмыслить суть ряда принци

пиальных проблем в рассматриваемой теории, занять реалистическую 

позицию и выбрать подходящие пути преодоления трудностей. 

Метафизика прежде всего, предостерегает от абсолютизации поня

тий и категорий в теориях, развиваемых в рамках той или иной редукци

онистской парадигмы. По этому поводу еще Э. Мах писал: «Средствам 

мышления физики, понятиям массы, силы, атома, вся задача которых 

заключается только в том, чтобы побудить в нашем представлении эко

номно упорядоченный опыт, большинством естествоиспытателей припи

сывается реальность, выходящая за пределы мышления. Более того, по

лагают, что эти силы и массы представляют то настоящее, что подлежит 

исследованию, и если бы они стали известны, все остальное получилось 

бы само собою из равновесия и движения этих масс. ( ... ) Мы не должны 
считать основа.ми действительного мира те интеллектуальные вспомо

гательные средства, которыми мы пользуемся для постановки мира на 

сце'Не 'Нашего .мъtшле'НU.Я» [102, с. 432]. К названным Махом понятиям, 
характеризующим категории ньютоновой триалистической парадигмы, 

добавим ряд других, соответствующих исходным и обобщенным кате

гориям дуалистических парадигм. К таковым следует отнести понятия 

волновых функций, кривизны пространства-времени и т. д. 

Назовем парадигма.л,ън'ы.ми те проблемы, которые вызваны превы

шением смысла (ролей) категорий и понятий используемой парадигмы 

или попытками введения в одну парадигму понятий иной парадигмы. 

Как правило, превышение смысла категорий состоит в их абсолютиза

ции, т. е. в допущении их действительного существования в отрыве от 

других категорий этой же парадигмы. Серьезным предупреждением от 

подобных заблуждений является сам факт наличия нескольких теорий, 

построенных в рамках разных метафизических парадигм. 
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В случае геометрофизики и ОТО к парадигмальным проблемам сле

дует отнести попытки ввести энергию и импульс гравитационного поля, 

определить гравитационные волны как новый вид материи, квантовать 

гравитацию и ряд других. Рассматривая данный комплекс проблем, мы 

стремились показать опасность нарушения метафизических принципов, 

сформулированных выше. 

16.1. Эффекты ОТО в разных метафизических 
парадигмах 

Одни и те же эффекты можно описать в рамках теорий из разных ме

тафизических парадигм. При одинаковых конечных результатах в про

межуточных выкладках и рассуждениях используются различные поня

тия, соответствующие категориям используемой парадигмы [122]. Одна
ко при смешении понятий из разных метафизических парадигм можно 

прийти к парадоксальным, нелепым выводам. Продемонстрируем это на 

примере эффекта гравитационного красного смещения света в метрике 

Шварцшильда. 

Геометрическое миропонимание было рассмотрено в главе 3 при об
суждении понятий системы отсчета в метрике Шварцшильда. Напомним 

основные моменты. Было решено уравнение изотропной геодезической 

в радиальном направлении, соединяющем источник излучения, харак

теризуемый радиальной координатой r 1 , и приемник, характеризуемый 

координатой r2. Подчеркивалось, что в ОТО физически наблюдаемыми 
следует считать лишь инвариантные величины, не зависящие от выбо

ра координат, в том числе и радиальной координаты r. Этого можно 
достичь, используя понятия системы отсчета. Была использована систе

ма отсчета, покоящаяся (зависшая) относительно гравитирующего цен

тра, которая адекватно описывается хронометрической ( кинеметриче
ской) калибровкой монады для метрики Шварцшильда в координатах 

кривизн. Сравниваемыми инвариантами являлись проекции волнового 

вектора е = kµт µ электромагнитного излучения, распространяющегося 

вдоль радиальной геодезической 

е2 = ~=====;::= J1 - 2GM/c2r2' 
(16.1.1) 

где е0 - константа интегрирования. Полагалось, что для процессов од

нотипного излучения (в собственной системе отсчета излучателя) инва
рианты ek одинаковы. Из выражения (3.6.20) для относительного изме
нения данного инварианта в точках испускания и приема было получено 
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известное значение (3.6.22) для гравитационного красного смещения 

= (16.1.2) 
дv 

v 

Физическое миропонимание обычно дается на основе формул, по

лученных из геометрической теории гравитационного поля. Как уже 

отмечалось, данный эффект одинаков в ньютоновой и эйнштейновской 

теориях гравитации (имеет место принцип соответствия), поэтому мож

но рассуждать следующим образом. Испущенный источником фотон, 

обладая начальной энергией е1 = hv1, для достижения приемника, 
находящегося на высоте Н = (r2 - ri), должен затратить энергию 
де = mgH = (hv1/c2)g(r2 - ri). В итоге фотон достигает приемника, 
обладая меньшей энергией ei - де по сравнению со своей начальной 

энергией, равной энергии однотипного фотона е1 , излученного в месте 

расположения приемника излучения. 

Очевидно, данное рассуждение формально опирается на координат

ные понятия и зависит от выбора координатной системы. Однако ничто 

не мешает в физическом подходе использовать понятия системы отсчета 

и в данном рассуждении говорить о сравнении инвариантных понятий 

энергии фотона в двух его положениях. 

Заметим, что в геометрическом миропонимании можно было не ис

пользовать понятие фотона, распространяющегося по геодезической. 

Достаточно было сравнивать проекции волнового вектора вдоль данной 

геодезической в двух ее точках. 

Реляционное миропонимание исключает из числа используемых 

(первичных) понятий поле, а следовательно, в нем нет и распространяю

щегося от излучателя к приемнику кванта поля - фотона, другими сло

вами, имеет место прямое электромагнитное воздействие излучателя на 

приемник путем непосредственного релятивистского контакта ( ds 2 = О), 
т. е. вдоль светового конуса. В этой парадигме гравитационное воздей

ствие шварцшильдовского центра на излучатель и на приемник может 

быть описано посредством эффективной римановой метрики, т. е. для 

рассуждений в реляционной парадигме опять можно использовать по

нятия ОТО. Однако в данном случае следует сравнивать ход часов в 

точках излучения и приема. Теперь инвариантом следует считать ин

тервал координатного времени дх0 в фоновом плоском пространстве

времени. Ему соответствуют следующие показания двух часов: 

(16.1.3) 
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Отсюда следует, что часы в местонахождении излучателя идут медлен

нее часов, где находится приемник. Частоты излученного и полученного 

сигналов обратно пропорциональны интервалам времени испускания и 

поглощения: 

(16.1.4) 

Опять полагая, что частоты излучения однотипного излучения должны 

быть одинаковыми во всех точках, приходим к формуле (16.1.2), полу
ченной в геометрическом или физическом миропониманиях, однако в 

реляционном миропонимании отсутствует понятие распространяющего

ся фотона, расходующего энергию на преодоление силы тяжести. 

Таким образом, все три рассуждения, использующие разные поня

тия, приводят к одному и тому же результату. Иначе говоря, они пред

ставляют собой три различные интерпретации (в трех парадигмах) одно

го и того же результата. Нет оснований утверждать, что одно из рассуж

дений верно, а другие ошибочны, -все они верны в соответствующих 

парадигмах. Если последовательно опираться на понятия, присущие од

ной и той же парадигме, то не должно возникать недоразумений. Все 

неприятности возникают тогда, когда производится смешение понятий 

и способов рассуждений из разных парадигм. Например, если сторон

ники реляционного способа рассуждений (без фотонов) все же введут 

фотоны, то они приходят к выводу, что распространяющийся от излу

чателя к приемнику сигнал в процессе распространения не меняет своей 

энергии, а эффект обусловлен исключительно разностью хода часов в 

местах нахождения излучателя и приемника. Однако этот вывод сразу 

вступает в противоречие с объяснением эффекта в физическом миропо

нимании. 

Подобные недоразумения могут возникать при использовании эклек

тических рассуждений при объяснениях и других эффектов теории гра

витации. 

16.2. Проблема энергии-импульса 
гравитационного поля 

Проблема определения гравитационной энергии и законов сохране

ния энергии-импульса оказалась ключевой в блоке парадигмальных про

блем ОТО. На безуспешные попытки ее решения было затрачено чрез

вычайно много усилий. Сразу же отметим, что с позиций метафизики 

суть неудач состояла в том, что, во-первых, допускалось существование 

категории искривленного пространства-времени в отрыве от категории 
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частиц (материи, помещаемой в пространство-время) и, во-вторых, ис

следователи стремились внести в дуалистическую геометрическую пара

дигму свойства, ей не присущие, однако имеющие место в теориях иных 

парадигм. 

16.2.1. Ситуация с законами сохранения энергии и импульса 
в ото 

Напомним ключевое выражение, из которого следуют законы сохра

нения энергии и импульса материи в плоском пространстве-времени (в 

декартовых координатах): 

(16.2.1) 

где тµv - тензор энергии-импульса материи. Записав интеграл от ле

вой части этого выражения по 4-мерному объему, с помощью теоремы 

Остроградского-Гаусса можно перейти к интегрированию по 3-мерной 

гиперповерхности, ограничивающей выбранный 4-объем. Беря в качест

ве 4-объема область пространства-времени, заключенную между дву

мя пространственно-подобными гиперповерхностями х(1 ) = constщ и 

х(2) = constc2) (см. рис. 16.1), и полагая, что на пространственной гипер
поверхности в бесконечности тµv =О, получаем законы сохранения: 

Здесь а v - элемент гиперповерхности, включающий в себя вектор еди

ничной нормали к этой гиперповерхности. Знак минус обусловлен тем, 

что при обходе по всей гиперповерхности, ограничивающей объем инте

грирования, имеем противоположные знаки нормали. 

На ситуацию с законом сохранения энергии и импульса в ОТО можно 

взглянуть под несколькими углами зрения. 

хо 

о 

Рис. 16.1. Выбор 4-мерного объема для получения законов сохранения в плос
ком пространстве-времени 
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1. В искривленном пространстве-времени соотношение (16.2.1) долж
но быть заменено на ковариантное выражение 

_1_a(v=gт11v) +г11 ya.v - о 
А дхv av - ' (16.2.3) 

ранее использованное при записи ( постулировании) уравнений Эйнштей
на. Однако это выражение в общем случае не соответствует сохранению 

какой-либо величины, так как для перехода к интегрированию по ги

перповерхности необходимо иметь обычную, а не ковариантную дивер

генцию. «Лишним» оказывается последний член справа. Таким образом, 

в искривле'Н:но.м пространстве-времени, вообще говоря, законьt сохране-

ни.я энергии и и.мпулъса отсутствуют, то'Ч:нее, теряют с.мьtсл. 

2. Другое объяснение отсутствия законов сохранения энергии и им
пульса в ОТО состоит в следующем: чтобы проинтегрировать некую 

величину, необходимо снести ее значения в одну точку, однако для тен

зорных величин подобная операция зависит от пути переноса из одной 

точки в другую. Предпринимались попытки решить проблему законов 

сохранения посредством конкретизации путей переноса, например по 

геодезическим линиям. Однако при этом возникают другие трудности, 

связанные с тем, что во многих конкретных ситуациях между парой 

точек можно провести несколько геодезических линий. 

Заметим, что сама искривленность пространства-времени еще не 

означает вообще отсутствия законов сохранения. Так, в ОТО имеет 

место закон сохранения электрического заряда. Этот закон в плоском 

пространстве-времени обычно связывается с соотношением, подобным 

(16.2.1): 

(16.2.4) 

где jv - вектор плотности 4-мерного электрического тока. В искривлен

ном пространстве-времени имеем 

v _1_ д( NJV) = о. 'V'vj =0-; 
А axv 

(16.2.5) 

Отсюда получается закон сохранения заряда 

i ('\1 vJv)Hd4x = f Fgjv dav =О__.., J Fgjv da v = const . 
(16.2.6) 

Заметим, что в данном случае интегрируется не тензорная величина, а 

скаляр jvnv, т. е. вектор тока, свернутый с нормалью к гиперповерхно
сти. В качестве нормали может выступать монада nv = Tv в кинеметри
ческой калибровке. 
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3. На отсутствие законов сохранения энергии, импульса или момента 
импульса в ОТО можно взглянуть с позиций симметрий пространствен

но-временного многообразия. Обычно в плоском пространстве-времени 

эти законы связываются соответственно с однородностью времени, про

странства или с изотропией пространства. В общем случае искривлен

ных многообразий свойства симметрии необходимо трактовать на языке 

векторов Киллинга, но, как уже отмечалось, в самом общем случае век

торы Киллинга могут отсутствовать. 

В частных метриках, обладающих векторами Киллинга, можно вве

сти соответствующие им законы сохранения. Действительно, пусть в 

рассматриваемом искривленном пространстве-времени имеется вектор 

Киллинга ~µ· Построим вектор pv = yµv~µ· Согласно (16.2.3) и уравне
ниям Киллинга (4.3.10), этот вектор удовлетворяет соотношению 

(16.2.7) 

т. е. имеем свойство pv, аналогичное (16.2.5) для вектора плотности то
ка. Отсюда следует закон сохранения. Если вектор Киллинга ~v време

ни-подобен, то можно говорить о законе сохранения энергии, если он 

пространственно-подобен - о законе сохранения импульса или момента 
импульса. При отсутствии векторов Киллинга нет смысла говорить о 

законах сохранения энергии и импульса. 

Исходя из изложенного, можно констатировать, что при решении 

корректно поставленных задач в рамках парадигмы ОТО нет проблем, 

вызванных отсутствием законов сохранения. Для конкретно заданной 

классической системы можно при помощи уравнений Эйнштейна рас

считать метрику пространства-времени, посредством уравнений геоде

зических линий (уравнений движения) найти движение отдельных тел 

в этой метрике и с помощью монадного метода проинтерпретировать 

полученные результаты в используемой системе отсчета, в том числе и 

получить значения энергии и импульса рассматриваемой маmериа.л,ъной 

систем'Ы. 

В плане метафизики при таком подходе достигается единство всех ка

тегорий геометрической парадигмы (искривленного пространства-вре

мени и помещенной в него материи). Осуществляется также единство 

всех трех подкатегорий пространства-времени, отмеченных в таблице 

(15.2.2): рассматриваются системы в каких-то областях 4-мерного про
странства-времени, материальные объекты обладают 4-мерными им

пульсами и характеризуются величинами из пространства скрытых раз

мерностей (массами, зарядами). 
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По вопросу законов сохранения энергии-импульса в геометрофизике 

(в ОТО) можно утверждать следующее: 

1) Оставаясь в рамках парадигмы ОТО, можно игнорировать отсутс
твие законов сохранения названных величин. Их отсутствие не следует 

трактовать как нарушение этих законов, а означает лишь потерю их 

смысла. 

2) Разумно анализировать такие ситуации, когда в рамках ОТО мож
но говорить о законах сохранения энергии или импульса, т. е. когда про

странство-время обладает соответствующими векторами Киллинга. 

3) Проблемы возникают лишь при попытках решения некорректно 
поставленных задач в ОТО, как правило, обусловленных смешением по

нятий и принципов из разных метафизических парадигм. В этих случаях 

иногда может оказаться удобным использование неких вспомогательных 

понятий, соответствующих энергии и импульсу «гравитационного поля», 

однако при этом не следует забывать об их условном характере, не пе

реносимом автоматически за пределы условий решаемой задачи. 

16.2.2. Критика псевдотензорного подхода 

Энергия и импульс являются важнейшими понятиями физики и за

нимают важное место в триалистической и дуалистической физической 

парадигмах вследствие законов их сохранения. Отсутствие этих законов 

в искривленном пространстве-времени, по мнению многих физиков, вы

зывает ряд трудностей, в частности при описании явлений квантовой 

теории или ожидаемых гравитационных волн, поэтому значительные 

усилия исследователей были нацелены на введение энергии и импуль

са гравитационного поля, что позволило бы, наперекор изложенному, 

оставить в геометрической парадигме законы сохранения этих величин. 

Естественно, что речь могла идти лишь о неком подобии понятий энер

гии и импульса, описываемом так называемым псевдотензором энергии

импульса гравитационного поля. Обсудим суть данного направления ис

следований и некоторые варианты решения, вызывавшие в свое время 

большой интерес. 

I. Суть псевдотензорного подхода 
Псевдотензорный подход основан на следующем широко используе

мом приеме в теоретической физике. Известно, что в ньютоновой меха

нике в общем случае не сохраняется кинетическая энергия Т механиче

ской системы. Однако закон сохранения энергии удается «спасти», введя 
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потенциальную энергию И материальных объектов так, что 

d(T +И)= О. 
dt 

(16.2.8) 

Эйнштейн и ряд других авторов в свое время предложили аналогичный 

метод в искривленном пространстве-времени: следует требовать сохра

нения энергии и импульса рµ материи вместе с дополнительным членом 

рµ, понимаемым как энергия-импульс гравитационного поля. Тогда вме

сто (16.2.1) следует писать: 

(16.2.9) 

где нетензорный добавок tµv называют псевдотензором энергии-импулъ

са гравитационного пол.я. Очевидно, что tµv не может быть тензором, 

так как действие нетензорного оператора д / дхv на тензорную величину 
не дает тензора. 

Разберемся, что означает величина tµv. Для этого перепишем урав

нения Эйнштейна в форме 

(16.2.10) 

где N - целое или полуцелое число, и разобьем левую часть на два сла

гаемых: 

(16.2.11) 

Соотношение вида (16.2.9) выполняется, если eµv имеет вид: 

(16.2.12) 

где hµv>. = -hµ>.v - так называемый суперпотенциал гравитационного 

пол.я. Тогда очевидно, что 

(16.2.13) 

т. е. формально получена нужная форма закона сохранения знергии

импульса. 



16.2. Проблема энергии-импульса гравитационного поля 531 

Казалось бы, проблема с законами сохранения решена, однако вве

дение таких величин вызывает ряд новых проблем. Прежде всего, это 

неоднозначность. Можно построить счетное множество симметричных 

псевдотензоров эйнштейновского типа, используя в качестве суперпо

тенциалов выражения вида [47]: 

(16.2.14) 

где, как отмечалось, N - любое целое или полуцелое число. Спрашива

ется, какое значение N нужно предпочесть? Различные авторы предла
гали свои способы выбора N. Рассмотрим несколько из них. 

П. Варианты псевдотензоров энергии-импульса 

1) Псевдотензор энергии-и..мпулъса гравитационного поля Эйнштей
на определяется посредством специального способа превращения «лиш

него» слагаемого в (16.2.3) в обычную дивергенцию. Исходя из выраже-
ния: 

~тv д(ГgТ~) ~Г°' yv 
У -у µ,;v = дхv - У -g µ,v а' (16.2.15) 

Эйнштейн предложил преобразовать последний член, пользуясь своими 

уравнениями, т. е. 

_ .c::ra тv = _ А Г°' (Rv _ .! v R) = _А дgva- (Rva- _ _! 9vu R) 
у -g µ,v а Х µ,v а 29а 2х дxl-L 2 . 

(16.2.16) 
Далее был использован тот факт, что в метрической лагранжевой фор

мулировке ОТО уравнения Эйнштейна могут быть получены действием 

оператора Эйлера-Лагранжа на плотность лагранжиана (5.2.12), что 
позволяет записать (16.2.16) в виде 

Отсюда находится псевдотензор Эйнштейна в виде 

(16.2.18) 
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Ему соответствует суперпотенциал 

h~~ = 
2 

g'Fo .;:,д сх [(-g)(g°'Лg1ю _ gЛст g11°')j, 
и -gux 

(16.2.19) 

а закон сохранения записывается следующим образом (при N = 1/2): 

(16.2.20) 

2) Псевдоmе'Нзор Ла'Ндау и Лифшица [94] был выведен, исходя из 
предположения о преимущественном характере локально-геодезической 

координатной системы. Было показано, что в этой координатной системе 

левая часть уравнений Эйнштейна может быть представлена в виде 

~ (Rµ11 _ l 9µ11 R) = _1_ ~ [~ ~ ( ( -g) (gµ11 9ла _ gµЛg11°'))] = 
и 2 (-g) ах>- 2х &хсх 

= _1_9µ11 _ _ l_~hµ11Л 
- (-g) - (-g) дхЛ (16.2.21) 

Поскольку hµ 11 л антисимметрично по индексам v и ,\, было предложено 
выбрать эту величину в качестве суперпотенциала гравитационного по

ля. Очевидно, что в другой координатной системе соотношение (16.2.21) 
не выполняется. Авторы предложили считать добавочные выражения 

псевдотензором гравитационного поля. Следовательно, суперпотенциал 

и псевдотензор гравитационного поля в подходе Ландау и Лифшица име

ют вид: 

(16.2.22) 

(16.2.23) 

(16.2.24) 

Эти выражения в общем случае отличаются от эйнштейновских. 

3) В литературе анализировался псевдоmе'Нзор, предлагавшийся 

независимо К. Меллером, Н. В. Мицкеви'Че.м [112} и Э. Шредитером, 

·11 _ 1 д [ г-;,( ) 11/3 >.а] tµ - 2 r=:;:, д Л у -g gµjЗ,cx - gµa,jЗ g g . 
Иу-g Х 

(16.2.25) 

4) Обсуждались и иные варианты псевдотензоров: Папапетру и ряда 
других авторов. 
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111. Несостоятельность псевдотензорного подхода 
После получения псевдотензора Эйнштейна казалось, что проблема 

энергии-импульса гравитационного поля решена, однако вскоре Э. Шре

дингер и Бауэр показали, что энергия гравитационного поля, вычисляе

мая при помощи этого псевдотензора, изменяется при чисто пространст

венных преобразованиях координат, что естественно, поскольку псевдо

тензор не является тензором. Более того, Бауэр показал, что источник 

метрики Шварцшильда в сферических координатах обладает бесконеч

но большой энергией, вычисленной на основе псевдотензора Эйнштейна. 

Этот результат вошел в литературу под названием «парадокса Бауэра». 

Сложившаяся ситуация побудила поиски других выражений для псев

дотензора гравитационного поля. 

Однако и другие псевдотензоры обладали теми же недостатками. 

Было выполнено множество работ, в которых на конкретных примерах 

была продемонстирована несостоятельность различных вариантов псев

дотензора энергии-импульса гравитационного поля (например, см. [98)). 
В группе Н. В. Мицкевича был получен еще более разительный ре

зультат-было показано, что, если взять метрику пространства-времени 

Минковского, где заведомо отсутствует гравитационное поле, записать 

ее в некой криволинейной координатной системе и подставить ее в псев

дотензор, например Эйнштейна, можно получить отличный от нуля ре

зультат для «энергии» гравитационного поля. 

Наконец, в 60-х годах К. Меллер сформулировал 5 условий [103), ко
торым должен удовлетворять искомый псевдотензор гравитационного 

поля: 

1) Плотность (веса 1) псевдотензора t~ = Fgt~ должна алгебраи
чески выражаться через компоненты метрики и их производные. 

2) Должен иметь место (слабый) закон сохранения д(t~)/дхv =О. 
3) При чисто пространственных преобразованиях координат t~ долж

но вести себя как плотность 4-вектора, т. е. должен отсутствовать пара

докс Бауэра. 

4) При преобразованиях координат, сводящихся к тождественным 
преобразованиям вдали от островной системы, интегральная величина 

Рµ = Jt~d3x не должна изменяться. 
5) Для островной системы в системе центра масс интегральный век

тор энергии-импульса Рµ должен иметь вид Рµ = {Мс2 ,О,О,О}, где М -
полная масса системы. 

Эти условия должны были исключить возможность упомянутых 

нелепых результатов. Меллер же доказал теорему, что из компонент 

метрu'Ч.еского тензора и их производwых в принципе невозможно по-
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строить комплекс вели'Чин, удовлетворяющих всем сформулированни.м 

требованиям (см. также [104]). 
Несмотря на то, что все упомянутые исследования проводились как 

бы в рамках ОТО, они были нацелены на достижение цели, диктуемой 

иной метафизической парадигмой. 

16.3. Системы отсчета и законы сохранения 

Как уже отмечалось, монадный метод описания системы отсчета поз

воляет в каждой точке выделить из тензорной плотности тензора энер

гии-импульса материи Tµv плотность наблюдаемой энергии р и плот

ность модуля полного импульса Р: 

р тµvт т · Р-°' = -h°'µтvTµv., = µ V> (16.3.1) 

Монадный метод позволяет также для пространственно-подобного 

сечения используемой системы отсчета найти суммарное значение энер

гии материи, так как определенная выше плотность энергии является 

скаляром, а перенос скаляра не зависит от пути. Если система отсчета 

нормальная, то имеется семейство пространственно-подобных гиперпо

верхностей, ортогональных конгруэнции ее мировых линий. Для любой 

такой гиперповерхности 

(16.3.2) 

16.3.1. Монадные векторы энергии грави~инерциального поля 

1. В общем случае полная энергия материи, определенная соглас
но (16.3.2), не обязана сохраняться. Предпринимались попытки спасти 
закон сохранения энергии в рамках монадного метода, руководствуясь 

принципами, схожими с псевдотензорным подходом, т. е. добавлением к 

энергии материи некоторого выражения. Проанализируем этот подход. 

Для описания только закона сохранения энергии следует использо

вать четыре (а не 10, как в разделе 16.2) уравнения Эйнштейна 

: ( Rµv - ~gµv R) = yµvTµ = Pv, (16.3.3) 

где pv -4-вектор энергии материи. Разобьем левую часть этих уравне
ний на два векторных слагаемых 

: ( Rµv _ ~ 9µv R) = ev _ Pv, (16.3.4) 
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где 

e v = -rvµ 
.Г;µ • (16.3.5) 

Здесь тензор ;:µv играет роль суперпотенциала в псевдотензорном под
ходе; он антисимметричен ;:µv = -:Fvµ. Вследствие соотношения 

(16.3.6) 

имеем закон сохранения 

V'vev = Y'v(Pv + pv) = ~88 [Fg(Pv + pv)] =О, 
y-g XV 

(16.3. 7) 

где настоящий вектор pv является аналогом псевдотензора гравитаци
онного поля. Сохраняющейся величиной является 

(16.3.8) 

2. Рассмотрим конкретную реализацию этой процедуры [56], выбрав 
в качестве монадного суперпотенциала выражение 

1 1 
Fµv = х(тv,µ - Tµ,v) = x(-2wµv - аµтv + аvтµ)· (16.3.9) 

Учитывая монадный вид проекций уравнений Эйнштейна (3.5.24) и 
(3.5.25), из (16.3.4) находим проекции вектора pv в вакууме: 

1 
р(О) = pvтv = -(wo.rзw°'/З + darзd°'/3 + ао.ао. - 8тd); (16.3.10) 

х 

Ри = -huvPv = .!_['\7 v(d~ + w~ + h~d) + hvu(8т - d)av]. (16.3.11) 
х 

Отсюда видно, как добавок р(О) в сохраняющемся обобщенном вы
ражении для энергии (16.3.10) строится из физико-геометрических тен
зоров, характеризующих систему отсчета. В частности, в него входят 

квадратично тензоры угловой скорости вращения и ускорения системы 

отсчета. Переходя от одной системы отсчета к другой, можно в широ

ких пределах изменять величины (16.3.10) и (16.3.11). По этой причине 
величину pv правильнее назвать вектором энергии грави-инер-циалъного 
пол.я. 

3. Особенно рельефно проявляется суть вектора pv в вакууме в кил
линговых системах отсчета: 

(16.3.12) 

Данное выражение для плотности энергии грави-инерциального поля 

в киллинговых системах отсчета очень напоминает плотность энергии 
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электромагнитного поля (5.3.12), записанную через компоненты элек
трической и магнитной напряженностей. 

4. В метрике Шварцшильда в покоящейся системе отсчета плотность 
энергии грави-инерциального поля имеет вид: 

(16.3.13) 

где g - ускорение силы тяжести. 

5. Из изложенного видно, что монадный подход обладает рядом пре
имуществ по сравнению с псевдотензорным: 

1) В нем удается ввести истинные скаляры для выражения энергии 
грави-инерциального поля, для которых корректно определена операция 

интегрирования. 

2) Скалярные плотности энергии строятся из монадных физико-гео
метрических тензоров, т. е. получающиеся величины допускают кор

ректную интерпретацию. 

6. Однако следует констатировать, что монадный подход не решает 
задачи введения физической сохраняющейся величины типа энергии по 

следующим причинам. 

1) Введенная выше плотность энергии грави-инерциального поля 
р(О) может быть отличной от нуля даже в плоском пространстве-вре

мени в неинерциальной системе отсчета. 

2) Как и в случае псевдотензорного подхода, встает проблема неод
нозначности энергии грави-инерциального поля. Имеется бесконечное 

число способов определения монадного вектора энергии грави-инерци

ального поля, отличающихся выбором тензора суперпотенциала Fµv· В 
общем случае можно выбрать величину 

1[ - ,\ - ,\ Fµv = - ao1Wµv + со2(тµаv - тvаµ) + соз(тµ \1,\d11 - тv\?лdµ) + 
х 

+со4( тµ '\7,\w~ -т/{l ,\w~)+co5 ( тµдтаv-тvдтаµ)+еов ( тµ '\7 vd-тv '\7 µd)+ ... ]. 
(16.3.14) 

Здесь под многоточием следует понимать выписанные слагаемые, умно

женные на d с некими коэффициентами с18 , затем те же слагаемые, 

умноженные на аа.аа. с коэффициентами с28 и т. д. Итого, в общем случае 
имеем бесконечно много возможностей. 

Использованное выше определение представляет собой частный слу

чай, когда с01 = -2, ео2 = 1, а остальные коэффициенты равны нулю. 
3) Легко понять, что все таким образом определенные плотности 

энергии грави-инерциального поля соответствуют введению наряду с 
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реальной материей еще фиктивного «материального» поля (инерции) 

с плотностью р ,....., 1/ х, заполняющего все пространство. При формаль
ном изменении системы отсчета плотность фиктивной материи остается 

прежней, но меняются характеристики системы отсчета, что в физиче

ском плане означает генерирование или уничтожение материи, не вы

званное никакими физическими процессами. 

Положение можно было бы исправить, материализовав систему от

счета, т. е. связав ее с обычными видами материи, как это имеет место 

в случае выбора сопутствующей материи системы отсчета в метриках 

Фридмана. Но эта ситуация, по определению, диктует использование 

тензора энергии-импульса материи Tµv· 
4) В метафизическом плане данная ситуация ничем не лучше, неже

ли в псевдотензорном подходе. По-прежнему, предлагается ввести фи

зически значимую величину, опираясь на характеристики лишь части 

используемых категорий. Отличие состоит лишь в том, что задачу пред

лагается решать, используя более узкую характеристику искривленного 

пространства-времени, связанную с вектором тµ. 

16.3.2. Тетрадные комплексы энергии-импульса 

1. Когда возникает необходимость одновременно рассматривать во
прос о сохранении энергии и импульса вдоль выделенного направления, 

целесообразно использовать диадный метод. Диада тµ, zµ позволяет про
изводить интегрирование в 3-мерных пространственно-подобных сечени

ях используемой системы отсчета скалярных величин: Р(О) = уµvтµтv -
плотности энергии материи и P(l) = yµvzµтv -плотности импульса ма
терии вдоль направления zµ. 

Если же нужно рассмотреть вопрос об определении или о сохране

нии энергии и проекций импульса материи по всем трем ортогональным 

пространственным направлениям, то следует использовать тетрадный 

метод, где плотности энергии и импульса материи определяются сим

метричным образом: 

(16.3.15) 

2. Для получения аналогов законов сохранения энергии и проекций 
импульса в симметричном виде опять можно воспользоваться методи

кой, изложенной выше. Уравнения Эйнштейна представляются в форме: 

(16.3.16) 

19-2979 
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где Тµ (а) = тµv 9v (а); tµ (а) - четыре вектора, составляющие комплекс 

энергии-импульса грави-инерциального поля; еµ(а) - совокупность из 

четырех векторов, представимых в виде: 

(16.3.17) 

где ;:µv(a) = -Fvµ(a). 
Законы сохранения следуют из соотношения 

1 д 
У'µВµ(а) =У'µ (Тµ(а) +tµ(a)) = ~-8 (н(Тµ(а) + tµ(a))), 

y-g хµ 

(16.3.18) 
а сохраняющаяся величина записывается симметрично для всех значе

ний индекса в круглых скобках 

(16.3.19) 

3. В тетрадном методе опять существует бесконечно много тетрадных 
комплексов энергии-импульса грави-инерциального поля. Они определя

ются видом антисимметричного тензора ;:µv (а). У кажем несколько из 
них. 

1) Тетрадный комплекс В. Н. Фролова [177] наиболее непосредствен
но обобщает рассмотренное выше монадное определение энергии грави

инерциального поля. В качестве Fµv(a) выбирается выражение 

1 2 
Fµv(a) = х (gv(a),µ - 9µ(a),v) = х Cµv(a), (16.3.20) 

где Cµv(a) -введенные в (6.2.27) объекты неголономности. Очевидно, 
что при а= О имеем 9v(O) = Tv и (16.3.20) совпадает с (16.3.9). 

Соответствующий тетрадный комплекс энергии-импульса имеет вид: 

(16.3.21) 

где Лµ (а/]) - коэффициенты вращения Риччи. 

2) Тетрадный комплекс Роди'Ч,ева [138] соответствует выбору 

2 
Fµv(a) = -Л(а)µv, (16.3.22) 

х 

тогда комплекс энергии-импульса записывается в виде 

(16.3.23) 

Можно указать счетное множество других тетрадных комплексов 

энергии-импульса. Все они оказываются несостоятельными по перечис-
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ленным выше причинам для случая вектора энергии грави-инерциаль

ного поля. Касаясь истории данных исследований, отметим, что в 70-х-

80-х годах ряд авторов формулировал необходимые требования к тет

радным комплексам энергии-импульса, аналогичные требованиям Мел

лера к псевдотензорам (см., например, [156]). Доказывались теоремы, 
что на основе тетрадных комплексов такого рода невозможно решить 

поставленную физическую задачу. 

16.3.3. Определения грави-инерциальной суперэнергии 

Для полноты обсуждения данной проблемы отметим, что предлагались 

способы преодоления того недостатка, что монадные векторы энергии грави

инерциального поля могут оказаться отличными от нуля даже в плоском про

странстве-времени, когда о гравитационном поле нет смысла говорить. Была 

предложена совокупность монадных (и тетрадных) векторов, которые в плос
ком пространстве-времени обращаются в нуль. Приведем ряд примеров такого 

рода. 

1. Пусть 
(16.3.24) 

где в качестве антисимметричного тензора Jaf3 = - Jf3a можно использовать 
любой тензор :Fa/3 из (16.3.14). Тогда монадный вектор энергии определяется 
выражением 

рµ, = !_ \! (Rµ," farз). 
х " ··Ol./3 (16.3.25) 

Используя тождества Бианки, pl' можно представить в виде 

µ, - !_ (Rµ,v ja/3 + Jaf3(Rµ, - Rµ, )) 
Р - Х ··а/3 ;v а;{З {З;с. · (16.3.26) 

С помощью уравнений Эйнштейна тензор Риччи справа можно выразить через 

тензор энергии-импульса материи, тогда плотность сохраняющейся величины 

будет описываться выражением 

FgS = н[Тl'"тµ,тv + ja/3 ( T/:;/3-Tfta + ~(g~g~ - g~g~)T,17 )тµ, + 

+;; R'!'.~rзf;~/3]. (16.3.27) 

Если совокупность членов, содержащих тензор энергии-импульса материи, на

звать п.лотностъю суперэнергии материи, то последний член 

(16.3.28) 

следует назвать п.лотностъю суперэнергии грави-инерчиа.лъного по.ля. 



540 Глава 16. Парадигмальные проблемы общей теории относительности 

2. Отметим частный случай, когда 

р:~rз = a(F0тf3 - Ff3т0 ), (16.3.29) 

где а - постоянная, тогда 

(16.3.30) 

где X 0 f3 и Y'"1°f3 - проекции тензора Римана-Кристоффеля, определенные в 
(3.5.28)-(3.5.29). 

3. Не вдаваясь в подробности, укажем тетрадное обобщение векторов еу
перэн,ергии-и.мпулъса. По аналогии с (16.3.24) определим 

(16.3.31) 

где в качестве l"fЗ(a) можно взять, в частности, выражения (16.3.20) или 
(16.3.22). В результате получим плотности четырех сохраняющихся величин: 

F9fJ(a) = А н:.~.вf"JЗ(а);119µ(о). 
х 

(16.3.32) 

4. В работе [149, с. 205] тензор Fµ 11 был выбран в виде 

;::µ11 = ~ k µ11 10.JЗ 
х ··o.f3 ' 

(16.3.33) 

* где дуальный тензор кривизны R o.f3µ 11 определен в (5.5.17). Используя тож-
дества Бианки в виде R0,вла; 11 еµ11Ла = О и выбирая в качестве l 0 f3 (16.3.29), 
находим для плотности суперэнергии грави-инерциального поля выражение 

F9fJ*(o) = -ан (УЛаV11аа - zа.вл"(d~ +w~.)a°'), 
х 

(16.3.34) 

где проекция тензора Римана-Кристоффеля Z01rзла определена формулой 
(3.5.27). 

5. Заметим, что в ряде работ обсуждался под названием суперэнергии гра
витационного поля (или тензора суперэнергии Беля-Робинсона) принципиаль
но иная величина, построенная исключительно из компонент тензора Римана

Кристоффеля: 

yo.f3µ11 = .! (R°'тµа Rf3·11 + R* о.тµа R* {3·11 ) . 
2 ·Т·а ·т·а 

(16.3.35) 

Это выражение примечательно в двух отношениях. 

1) Тензор суперэнергии в последней форме имеет такой же вид, как и тен
зор энергии-импульса электромагнитного поля, записанный в форме (5.1.6). 

2) Для тензора суперэнергии имеет место дифференциальный «закон со-
хранения» 

(16.3.36) 

Однако это выражение, как и \l µТµ11 = О, не означает сохранения какой бы то 
ни было физической величины. 
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16.4. Проблема гравитационных волн 

Другой проблемой ОТО (геометрофизики) метафизического харак

тера является проблема гравитационных волн. Она привлекала при

стальное внимание физиков в течение всего ХХ века. По этой теме было 

выполнено много теоретических исследований, были затрачены большие 

средства на попытки экспериментального обнаружения гравитационных 

волн, однако проблема так и не была решена. Это заставляет обратиться 

к метафизическому анализу постановки задачи и попробовать взглянуть 

на суть данной проблемы с максимально общих позиций. 

Анализируя сложившееся понимание проблемы гравитационных 

волн можно обнаружить, что в его основе лежат предпосылки, наве

янные аналогиями со свойствами электромагнитного взаимодействия в 

рамках 4-мерной теории, но, как показано в главе 5, с позиций 4-мерия 
следует различать несколько видов аналогий между теориями гравита

ции и электромагнетизма. Чаще всего подразумеваются аналогии ком

понент метрического тензора ( 4-мерного 9µv или 3-мерного hik) с ком
понентами электромагнитного векторного потенциала Аµ. В ряде работ 

полагалось, что более корректным является сопоставление компонент 

тензора кривизны Rµvaf3 с компонентами тензора напряженности элек

тромагнитного поля Fµv· Но имеется и вариант сопоставления тензора 

кривизны с квадратом тензора электромагнитного поля. 

Оперевшись на одну из аналогий, далее полагают, что компоненты 

метрического тензора (или тензора кривизны) представляют собой лишь 

разновидность известных физических полей. При этом вскрытые ОТО 

геометрические свойства пространства-времени воспринимаются в каче

стве информации, позволяющей записать вид лагранжиана гравитаци

онного поля, существующего наравне с другими полями. Далее обраща

ются с гравитационным полем по всем правилам, принятым в теории 

поля. Этот шаг имеет явно метафизический характер, причем, сделав 

его, рассуждения уже проводят на основе триалистической (или дуали

стической физической) парадигмы. 

В рамках многомерной теории метод аналогий гравитации и физиче

ских полей возможен в редукционистском подходе к многомерной мет

рике. Однако имеется и холистический подход, согласно которому мно

гомерный метрический тензор представляет собой единое целое, а грави

тационное взаимодействие является специфическим проявлением физи

ческих взаимодействий. Этот подход к сущности теории гравитации не 

означает противоречия с ОТО, а лишь подсказывает, как использовать 

геометрические понятия в физической теории. 
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С позиций холистического подхода имеет смысл понятие волновых 

грави-инерциальных процессов (полей), однако лишь как сопутствую

щее, например, электромагнитным явлениям. При этом то, что принято 

трактовать как энергия-импульс гравитационной волны, теперь следует 

понимать как дополнительные вклады в энергию и импульс, переноси

мые электромагнитным излучением. 

16.4.1. Трудности общепринятой трактовки 
гравитационных волн 

Нарушение метафизических принципов в виде некорректно постав

ленных задач в рамках используемой парадигмы неизбежно проявляется 

через непреодолимые математические трудности, встающие на пути ис

следователя, который, справившись с решением одной математической 

проблемы, как правило, встречается с еще более сложной. 

Так обстояло дело при введении законов сохранения энергии-импуль

са в ОТО, нечто аналогичное наблюдается при попытках введения гра

витационных волн в указанном выше смысле. 

Перечислим главные математические и физические трудности, кото

рые в конце концов являются следствиями нарушения метафизических 

принципов в понимании сущности гравитационных волн. 

1) Проблема гравитационных волн оказывается тесно связанной с 
проблемой энергии-импульса гравитационного поля, поскольку так или 

иначе введенные гравитационные волны (с заложенной в них трактов

кой) должны обладать энергией-импульсом. Как уже отмечалось, слож

ности в определении энергии-импульса гравитационного поля связаны с 

попытками нарушения метафизического принципа целостности в описа

нии физических понятий. При сопутствующем характере гравитацион

ной волны целостность восстанавливается и понятие энергии-импульса 

волнового процесса приобретает смысл. 

2) Электромагнитные волны в вакууме описываются линейными 

уравнениями Максвелла, а ожидаемые гравитационные волны - сущест

венно нелинейными уравнениями Эйнштейна. Как известно, в случае 

нелинейных уравнений отсутствует принцип суперпозиции, типичный 

для волновых решений. Это влечет за собой математические трудности 

в определении критерия, позволяющего отделить волновые решения от 

неволновых, чем занимались многие исследователи. 

3) При описании электромагнитных или иных волновых процессов 
важную роль играют динамические степени свободы, т. е. величины, 

непосредственно описывающие волну и ее поляризации. Так, в случае 



16.4. Проблема гравитационных волн 543 

электромагнитного излучения таковыми являются две поперечные (от

носительно направления распространения волны) компоненты вектор

ного потенциала. Для ожидаемых гравитационных волн в общем слу'Ч,ае 

не удается корректно выделить динамические степени свободы. 

4) Так или иначе вводимое гравитационное излучение обладает ка
чественно иными свойствами по сравнению с электромагнитными вол

нами. Поскольку электромагнитные волны воздействуют лишь на элек

трически заряженные тела, их можно обнаружить, сравнивая поведение 

заряженных объектов с нейтральными. В случае гравитационных волн 

подобное сравнение исключено. Теперь мы имеем дело с искривлени

ем самого пространства-времени, что означает одинаковые возмущения 

(смещения) в данном месте всех объектов. Ищутся специальные прие

мы, которые позволили бы заметить проявления таких универсальных 

воздействий. 

5) В ОТО реализовано глубокое единство гравитации и инерции. 
По сути дела изучаются не чисто гравитационные, а грави-инерциаль

ные процессы, описываемые кинематическими характеристиками систе

мы отсчета. Своеобразие ситуации состоит в том, что в искривленном 

пространстве-времени принципиально нельзя различить, что описывает 

инерцию, а что - чистую гравитацию. По этой причине правильнее го

ворить не о гравитационных волнах, а о грави-инерциалънъ~х волновъtх 

процессах. 

6) Как показывают оценки, в реальных ситуациях гравитационные 
волны настолько слабы, что пока не могут быть обнаружены совре

менными приборами. Ведущиеся экспериментальные поиски рассчита

ны на сверхмощные источники, главным образом, гипотетической при

роды. Фактически обсуждаются явления, лежащие далеко за пределами 

возможностей эксперимента, что позволяет довольно долго сохранять

ся тем или иным иллюзиям. В этих условиях правильный путь могут 

подсказать лишь соображения метафизического характера. 

Следует выделить три главных направления исследований грави

инерциалъных волновых процессов. 

а) Алгебраи'Чесх:ий подход, опирающийся на алгебраическую класси

фикацию Петрова пространств Эйнштейна. 

6) Референционн/ый анализ грави-инерциалън,ъ~х волновых процессов, 
тесно связанный с методами описания систем отсчета. 

в) Подход н,а основе линеаризованной теории гравитации (анализ 

слабых гравитационных волн). 
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16.4.2. Алгебраический подход к определению 
гравитационных волн 

В 60-х-70-х годах в связи с открытием алгебраической классифи

кации Петрова пространств Эйнштейна сразу же встал вопрос о фи

зическом смысле пространств различных алгебраических типов и под

типов. Была высказана идея, поддержанная многими исследователями, 

что некоторые алгебраически специальные типы метрик описывают вол

новые решения уравнений Эйнштейна. Это побудило поиск алгебраи

ческих критериев гравитационных волн. Законность постановки такой 

проблемы обосновывалась рядом указанных в главе 5 аналогий теорий 
гравитации и электромагнитного поля, в частности, в связи с алгебраи

ческими свойствами электромагнитных волн и с классификацией элек

тромагнитных полей, изложенной в главе 5. 

1. Алгебраические критерии гравитационных волн 
Алгебраическая классификация пространств Эйнштейна значитель

но сложнее, нежели электромагнитных полей. Теперь пришлось иметь 

дело с 6 подтипами метрик. Подтип D сразу же исключался, поскольку к 
нему принадлежит, в частности, метрика Шварцшильда. Основное вни

мание было обращено на метрики типов Т2 и Тз по Петрову. Чтобы оста

новиться на каком-то варианте, следовало опереться на какие-то допол

нительные соображения. Разные авторы, сопоставляя различные сторо

ны электродинамики со свойствами искривленных пространств, предла

гали ряд критериев гравитационных волн. Их набралось более десятка. 

Некоторые из них оказались эквивалентными, отличаясь лишь термино

логией. Интересно отметить, что подавляющая часть критериев имеет 

общую область пересечения. Назовем наиболее известные критерии (см. 

(64]) в порядке сужения множества пространств, удовлетворяющих им. 
1. Согласно критерию Пирани, в вакууме волновыми являются все 

метрики, принадлежащие подтипам II, N или III. Критерию Пирани 
эквивалентен первъtu критерий Вел.я, который связан с монадным ме

тодом. Согласно этому критерию, в окрестности произвольной точки 

пустого пространства-времени существуют гравитационные волны, ес

ли для любого единичного времени-подобного вектора тµ в этой тоЧ:ке 

вектор потока суперэнергии (16.3.35) отличен от нуля: 

(16.4.1) 

Если ра = О, то гравитационные волны в окрестности данной точки 

отсутствуют. 
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2. Все пространства подтипов N и I I I удовлетворяют второму кри
терию гравитационных волн, Бел.я. Его можно сформулировать на язы

ке инвариантов из тензора Римана-Кристоффеля: пространства пред

лагается считать волновыми, если обращаются в нуль все четыре фун

даментальных скаляра (4.5.33). В противном случае свободные гравита
ционные волны отсутствуют. Этому критерию эквивалентны критерии 

Дебеве, сформулированный на языке уравнений Беля ( 4.5.39) для дан
ных подтипов, и критерии Мизры и Сингха. 

3. Согласно критерию Лихнерови'Ча, волновыми следует считать 

лишь пространства, принадлежащие подтипу N. Этому критерию эк
вивалентен критерии Малдъ~баевои, формулируемый в виде общекова

риантных уравнений для тензора Римана-Кристоффеля. 

Следующие три критерия гравитационных волн выделяют подмно

жества пространств подтипа N. 
4. Критерии Зелъманова исключает из подтипа N два вида симмет

рических пространств и звучит следующим образом: пространство-вре

мя описывает гравитационные волны в том и только в том случае, когда 

его тензор Римана-Кристоффеля не является ковариантно постоянным, 

т. е. \7 лRofЗµv # О, и удовлетворяет общековариантному волновому урав
нению 

(16.4.2) 

5. Еще более узкими являются критерий Хэли и критерий Зунда
Л евина, также выделяющие некие случаи пространств подтипа N. 

Предлагались и другие алгебраические критерии гравитационных 

волн (см. [64]). 

II. Недостатки алгебраических критериев гравитационных волн 
Перечислим главные недостатки алгебраических критериев. 

1) Поскольку алгебраический подход опирается на аналогию с элек
тромагнитным полем, то следует иметь в виду, что условие равенства ну

лю двух инвариантов электромагнитного поля еще не означает наличия 

электромагнитного излучения. Действительно, пусть имеются взаимно 

перпендикулярные электрическое и магнитное поля (Ё J_ Й) и пусть 
их напряженности равны (IЁI = \Й\), тогда оба инварианта обратятся 
в нуль, но никакого излучения нет. Таким образом, даже для случая 

электромагнитного излучения недостаточно выполнения лишь алгебра

ического волнового критерия. Аналогичный довод можно привести и в 

случае гравитации. 

2) Имеются явные примеры метрик, не удовлетворяющих ни одному 
из перечисленных алгебраических волновых критериев, однако по ряду 
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других соображений их следует причислить к волновым. Таким приме

ром являются цилиндрические волны Эйнштейна-Розена (4.5.42). 
3) Алгебраический подход опирается на некоторые аналогии с элек

тромагнетизмом, однако, как указывалось в главе 4, имеются и иные 
аналогии, в частности вариант, когда электромагнитное поле описыва

ется конформно-плоскими метриками, т. е. принадлежит подтипу О по 

алгебраической классификации Петрова. 

4) К недостаткам алгебраического подхода можно отнести также 
множественность критериев гравитационных волн при отсутствии кри

терия, выделяющего один из них. 

5) Рассмотренные критерии относятся к идеализированным мет

рикам, далеким от соответствия с физической реальностью. Внесение 

сколь угодно малой массы в пространство, ранее удовлетворявшее ка

кому-либо волновому критерию, существенно изменяет его алгебраиче

ский тип. В работах некоторых авторов метрики представлялись в виде 

суперпозиции вкладов различных подтипов по Петрову. 

Эти и ряд других обстоятельств заставили дополнять алгебраиче

ские критерии рядом других соображений. Отметим также, что ана

лиз алгебраических свойств метрик относится как к вакуумным, так и 

невакуумным метрикам, т. е. справедлив и для случаев, где имеют ме

сто грави-инерциальные процессы с участием физических бозонных или 

материальных полей. 

16.4.3. Референционный анализ грани-инерциальных 
волновых процессов 

Как и в случае неудач с определением энергии-импульса гравита

ционного поля, в псевдотензорном подходе, предпринимались попытки 

преодолеть или осмыслить возникшие трудности с помощью понятий си

стемы отсчета (и ориентаций). Здесь можно выделить три направления 

поиска с целью: 

1) осмыслить ситуацию в алгебраическом подходе в рамках понятий 
систем отсчета; 

2) ввести в терминах понятий систем отсчета дифференциальный 
критерий грави-инерциальных волновых процессов; 

3) исследовать понятие грави-инерциальной волны (волновых про
цессов) непосредственно в терминах физико-геометрических тензоров. 

Сразу же отметим, в данном подходе исследовались волновые свойст

ва тензора Римана-Кристоффеля, которые можно отнести как к гипо

тетическим чисто гравитационным (вакуумным) волнам, так и неким 
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волновым процессам с участием физических полей. Другими словами, 

эти исследования не решали и в данной постановке задачи не могли дать 

ожидавшегося от них решения проблемы введения 'Чисто гравитшцион

ных волн. 

1. Диадное описание волновых процессов 
В главе 6 отмечалось, что диадный метод удобен для описания вол

новых процессов, поскольку волновой вектор может быть представлен 

в виде kµ = е( тµ ± zµ)' где тµ - 4-скорость системы отсчета, а zµ - про

странственно-подобное направление распространения волнового процес

са. С помощью диадного метода можно разделить 20 компонент тензора 
Римана-Кристоффеля на три группы: 

а) продольные составляющие: 

хл Х [Q[{З ·{т - у [Л µ v. = Q{З ; L о:{З - - Лµv '"Уа: "f{З, 

б) продольно-поперечные составляющие: 

(16.4.4) 

в) поперечно-поперечные составляющие: 

х х µ v У У Л µlv Z Z [µ v[Л (]" (16 4 5) о:fЗ = µv"fo: '"У(З; о:(З = - Лµv'"Уо: '"УfЗ ; о:(З = µvЛ(]" 'Уа 'Уrз · · · 

Здесь при определении поперечности или продольности учтено, что 

спроектированные на 2-мерные направления индексы в конкретной ка

либровке принимают два значения, тогда если эти проекции определены 

для антисимметричной величины, то дуальное им направление оказы

вается вдоль вектора [f.l. 
Пусть вектор kµ является вектором Дебеве, тогда, используя опре

деления алгебраических подтипов пространств через векторы Дебеве 

(4.5.37)-(4.5.40), можно получить интересные соотношения между про
екциями тензора Римана-Кристоффеля, принадлежащими определен

ным выше группам. Некоторые из этих соотношений можно рассматри

вать как аналоги соотношения векторов напряженностей электрического 

и магнитного полей в электромагнитной волне. 

1} Дл.я. подтипа I по Петрову, подставляя вид kf.l в выраже

ние ( 4.5.37), находим соотношение, связывающее поперечно-поперечные 
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компоненты матриц Х и У: 

-Хил+ Zа-л ±(У о-Л +У ли)= О. (16.4.6) 

2) Для подтипов Пи D из условий (4.5.38) находим соотношения: 

(16.4.7) 

Отсюда следует, что продольно-поперечные компоненты Ха- и Уа- по мо
дулю равны друг другу, а поперечно-поперечные компоненты связаны, 

как и в (16.4.6). 
3) Для подтипа III из условий (4.5.39) находим соотношения: 

Уа-± Ха-= О; УµvЛ =f ZµvЛ = О; (16.4.8) 

(16.4.9) 

Соотношения (16.4.8) означают равенство друг другу продольно-попе
речных компонент трех матриц Х, У и Z, а соотношение (16.4.9)- ра
венство трех поперечно-поперечных компонент. 

4) Дл.я подтипа Nиз условий (4.5.40) находим, что все продольные и 
продольно-поперечные компоненты тензора Римана-Кристоффеля рав

ны нулю, а поперечно-поперечные компоненты матриц Х и У одинаковы, 

что полностью соответствует свойствам векторов Ё и Й электромагнит
ной волны. Можно сказать, что грави-волновой процесс определяется 

одним тензором Xµv, причем его след Xµv'Yµv =О. 
Очевидно, что после проведенного анализа остаются в силе все пере

численные выше замечания относительно алгебраического подхода. 

11. Дифференциальные волновые критерии гравитационных волн 
В ряде работ (см. [64]) предлагались дифференциальные волновые 

критерии, которым должен удовлетворять тензор Римана-Кристоффе

ля в случае существования гравитационных волн, а на самом деле неких 

волновых процессов, связанных с искривлением пространства-времени. 

В общековариантном монадном виде такие референционные критерии 

означают выполнение следующих условий: 

1) Компоненты тензора Римана-Кристоффеля, всевозможным спо
собом спроектированные посредством тµ и h~ используемой системы от

счета, т. е. R(N) = {Xµv, Уµvл, Zµva:,в}, должны удовлетворять волновым 
уравнениям вида 

(16.4.10) 

где Ф(N) - произвольная тензорная функция координат, не содержащая 

производных выше первого порядка от R(N), представляющего собой со

бирательное обозначение всех проекций тензора Римана-Кристоффеля. 
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2) Левая часть уравнений (16.4.10) должна быть нетривиальной хо
тя бы для одной компоненты R(N), т. е. соответствующий тензор R(N) 

должен быть нестационарным и пространственно-неоднородным: 

(16.4.11) 

Отметим, что для случая пространств Эйнштейна, где имеет место 

тождество 

существенным является именно второе требование. 

Проектируя (16.4.10) или тождества (16.4.12) посредством тJ.L и h~ и 
переходя к монадным величинам и операторам, получаем соотношения: 

(82 hµvi=-J i'7 )Х _ ф(х). 
Т - v µ v v аfЗ - аfЗ ' 

(д2 hµvi=-J i'7 )v _ ф(у) . 
т - v µ v v .l а/Зи - а/Зи' 

2 µv - - _ (z) 
(дт - h \! µ \! v )Zа(ЗиЛ - Ф аfЗиЛ' 

(16.4.13) 

где Ф~"J, Ф~Jи, Ф~~ил -ковариантные тензорные функции, не содержа
щие производных выше первого порядка от проекций тензора Римана

Кристоффеля. 

Этот критерий в ряде случаев соответствует упомянутым выше ал

гебраическим критериям гравитационных волн (Малдыбаевой, Зельма

нова и др.), фактически означая различные способы обрезания тождест

ва (16.4.12). 
Если референционный критерий выполняется не для всех трех тензо

ров Х, У, Z, а только для одного или двух из них, то можно говорить о 
Х-, У-, Z-волновых процессах или о смеси их. (Отметим, что в вакууме, 

вследствие соотношения Rµv = О, величины Х µv и ZaµfЗv оказываются 

связанными друг с другом, поскольку в этом случае Xµv + Z~av = О, 
т. е. тогда достаточно говорить лишь о волновых процессах двух типов: 

х и У.) 

111. Физико-геометрические тензоры волнового процесса 
Важной задачей референционного подхода является выяснение усло

вий существования грави-инерциальных волновых процессов в зависи

мости от значений и свойств физико-геометрических тензоров. В частно

сти, можно сделать некоторые выводы об отсутствии волнового процес

са в искривленном пространстве-времени (в указанном выше смысле) 
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в зависимости от обращения в нуль этих тензоров в отдельности или 

совместно в различных комбинациях (см. [49, 64]). Возможны восемь 
случаев: 

1) аµ= О; dµv =О; Wµv =О; (16.4.14) 

2) аµ# О; dµv =О; Wµv =О; (16.4.15) 

3) аµ# О; dµv #О; Wµv =О; (16.4.16) 

4) аµ= О; dµv #О; Wµv =О; (16.4.17) 

5) аµ= О; dµv =О; Wµv #О; (16.4.18) 

6) аµ# О; dµv =О; Wµv #О; (16.4.19) 

7) аµ# О; dµv #О; Wµv #О; (16.4.20) 

8) аµ= О; dµv #О; Wµv #О. (16.4.21) 

Анализ показывает, что грави-инерциальные волновые процессы отсутс

твуют в случаях (1), (2) и (5), во всех остальных 5 случаях волновые 
процессы возможны. Отметим, что имеются более тонкие условия от

сутствия грани-инерциальных волновых процессов в зависимости от об

ращения в нуль производных от физико-геометрических тензоров. 

Число возможностей существенно сокращается, если ограничиться 

рассмотрением лишь нормальных систем отсчета, когда Wµv = О. Тогда 

отпадают последние четыре возможности (5)-(8) и остаются лишь два 
случая (3) и (4). Из (16.4.16) и (16.4.17) видно, что в них необходимым 
условием является отличие от нуля тензора скоростей деформаций. В 

нормальных системах отсчета напрашивается простая классификация 

грани-инерциальных волновых процессов в зависимости от равенства 

или неравенства нулю вектора аµ. 

16.4.4. Слабые грави-инерциалъные волны 

В этом подходе трудности, связанные с нелинейностями, отпадают. 

По существу, теория сводится к описанию линейных волн тензорного 

поля второго ранга на фоне плоского пространства-времени, что озна

чает переход к триалистической парадигме. От геометрической парадиг

мы остается лишь ранг 2 рассматриваемого тензорного поля. На основе 
этой теории производятся оценки ожидаемых эффектов с участием гра

витационных волн в такой трактовке (см. (19, 13]). Изложим ключевые 
положения общепринятой теории слабых гравитационных волн. 
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1. Поперечно-поперечные компоненты слабых гравитационных волн 
1. В линеаризованной теории гравитации, обсужденной в главе 13, 

полагается, что компоненты метрического тензора слабо отличаются от 

метрики пространства-времени Минковского (в декартовых координа

тах), т. е. представляются в виде 

9µv = 'Г]µv + <pµv· (16.4.22) 

Далее во всех геометрических выражениях отбрасываются слагаемые, 

приводящие к нелинейностям, и строится теория свободного тензорного 

поля 'Pµv· Для него из скалярной кривизны получается функция Ла

гранжа (13.1.26), из которой по стандартным правилам теории поля 
в плоском пространстве-времени выводится тензор энергии-импульса и 

уравнения движения. Последнее можно получить также непосредствен

но, линеаризуя уравнение Эйнштейна (в вакууме) Rµv = О. В любом 

варианте имеем 

(16.4.23) 

где ер= r('!З'Ра{З· 
2. Гармонические координатные условия (1.4.31) в линейном прибли

жении принимают вид 

(16.4.24) 

Поскольку в этой теории индексы поднимаются и опускаются метриче

ским тензором пространства-времени Минковского, все индексы можно 

писать снизу. Условия (16.4.24) соответствуют условиям Лоренца в элек
тродинамике. 

3. Легко показать, что 4 условия (16.4.24) допускают еще возмож
ность координатных преобразований 

(16.4.25) 

где фµ(х)-малые по сравнению с единицей функции координат, удовле

творяющие волновому уравнению 

(16.4.26) 

4. Пусть нас интересует гравитационная волна, распространяющая
ся вдоль направления х1 . С помощью 4 гармонических координатных 
условий (16.4.24) и выбором 4 функций фµ в (16.4.26) можно добить
ся обращения в нуль 8 компонент 'Pµv· Прежде всего, устраняется след 
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<р = r('fЗ!fJafЗ =О. Далее, полагая, что все компоненты i{Jµv имеют волно
вой характер, т. е. зависят от комбинации координат (х0 ±х1 ), устраняем 
продольные, продольно-поперечные и с индексом О компоненты: 

ifJll = !{J12 = !fJlЗ = ifJoo = ifJol = !{Jo2 = !fJoЗ = ( !{J22 + <рзз) = О. (16.4.27) 

Отличными от нуля остаются лишь две поперечно-поперечные компо

ненты <р2з и ( <р22 - <рзз) (динамические переменные). 
5. Переобозначая две функции: <р2з = {3, <р22 = -<рзз = о:, находим, 

что в линейном приближении плоскому грави-инерциальному волновому 

процессу соответствует метрика 

(16.4.28) 

11. Волновые критерии для слабых гравитационных волн 
Можно показать, что метрика (16.4.28), соответствующая слабой гра

витационной волне, удовлетворяет волновым критериям как в алгебра

ическом, так и в референционном подходах. Действительно, волновой 

вектор kµ, соответствующий данной волне, например, в кинеорометриче
ской калибровке, в рассматриваемом приближении является ковариант

но постоянным, т. е. можно сказать, что метрика (16.4.28) принадлежит 
подтипу N по классификации Петрова и, следовательно, удовлетворяет 
алгебраическому критерию гравитационных волн Лихнеровича. 

Отличные от нуля компоненты тензора Римана-Кристоффеля в 

данном приближении 

- 1 [J2<p€7J 
x€7J = - y€7J = дгd€7J = 2 дх6 (16.4.29) 

удовлетворяют референционному критерию грави-инерциальных волн, 

если функции о: и {3 нетривиально удовлетворяют волновым уравнениям. 

111. Излучение слабых плоских гравитационных волн 
Рассмотрим теперь уравнения Эйнштейна для линеаризованного гра

витационного поля с правой частью 

DifJµv = 2xTµv· (16.4.30) 

Решение этого уравнения, как и в случае излучения в электродинамике 

(для малых скоростей и больших расстояний R по сравнению с разме-
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рами излучающей системы), можно представить в виде 

х ! Tµv(x
0 

- R) Х ! 0 
'Pµv = 2 R dV ~ 2R Tµv(x - R)dV. (16.4.31) 

Далее следует воспользоваться свойством тензора энергии-импульса 

материи в плоском пространстве-времени дТµv/дхv = О, которое, вы

деляя времени-подобные компоненты, можно представить в виде двух 

соотношений: 

(16.4.32) 

С помощью этих соотношений можно привести решение (16.4.31) 
к более удобному выражению. Так, умножив первое соотношение в 

(16.4.32) на х1 и проинтегрировав по всему пространству, находим 

~ f т xidV = ! д'Дk jdV = ! д(TikXj) dV -f т ·dV дхо io дхk х дхk ~з . (16.4.33) 

Первый член справа исчезает, так как по теореме Гаусса интеграл можно 

преобразовать по поверхности на бесконечности, где Tik =О. В резуль
тате, произведя симметризацию, получаем 

! TijdV = - ~ д~о ! (TioXj + TjoXi)dV. (16.4.34) 

Умножим второе соотношение в (16.4.32) на XjXs и проинтегрируем 

по всему пространству: 

д ! ! дТоk ! д(TokXjXs) !( ) дхо T0 oXjX8 dV = дхk XjX 8 dV = дхk dV- T 0 jxs+T08 Xj dV. 

(16.4.35) 
Собирая вместе (16.4.34) и (16.4.35), имеем 

! TijdV = 1. 
82

2 ! TooXiXjdV ~ 'Pij = _!!_ 
82

2 ! TooXiXjdV. (16.4.36) 
2 дх0 4R дх0 

Компоненту Т00 с достаточной точностью можно представить в виде 

Т00 = рс2 , тогда для двух поперечно-поперечных компонент плоской 

гравитационной волны находим 

х .. 
t.р2з = 12R D2з; 

х .. .. 
( t.p22 - t.рзз) = 

12
R ( D22 - Dзз), 

где использовано обозначение 

Dij = j p(Зxixj - бijx2 )dV. 

Здесь х2 = XI + х§ + х~. 

(16.4.37) 
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Из плотности функции Лагранжа линеаризованного гравитационно

го поля стандартным методом находятся компоненты тензора (псевдо

тензора) энергии-импульса гравитационного поля 

t v = 2._ (д'{Jа{З д~р°'(З - l д~р д~р) - 'Т/µv (дtра(З дrраfЗ _ 1:_ дер д1.р) 
µ 2и дхµ дхv 2 дхµ дхv 4и дхЛ дхЛ 2 дхЛ дхЛ · 

(16.4.38) 
Используя решения (16.4.28), отсюда находим плотность энергии грави
тационного излучения 

too =:и (Ф~з + ~(Ф22 - <Рзз) 2) = 3671~2с6 (ь ~з + ~(D22 - Dзз)2). 
(16.4.39) 

Здесь точки означают дифференцирование по t = х0 /с. 

IV. Мощность гравитационного излучения 
Из (16.4.39) находится формула для мощности гравитационного из-

лучения 

dE G ... 2 
-dt = 45cs D ik· (16.4.40) 

Именно на основе этой формулы производятся оценки гравитационного 

излучения различных ожидаемых источников. 

Приведем ряд частных случаев гравитационно излучающих систем: 

1) Для двойной системы, образованной двумя вращающимися с ча
стотой П звездами с массами М1 и М2, находящимися на расстоянии r 

друг от друга, вычисления приводят к результату 

(16.4.41) 

2) Для стержня длины l и массы М, вращающегося с частотой П 
вокруг оси, проходящей через середину стержня и перпендикулярной 

ему, мощность гравитационного излучения находится в виде 

(16.4.42) 

V. Критические замечания 
1. В данном подходе использованы представления псевдотензора гра

витационного поля, т. е. автоматически здесь имеют место замечания, 

сделанные относительно псевдотензорного подхода к определению энер

гии-импульса. 
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2. Для всех реалистичных, как земных, так и астрофизических, объ
ектов оценки приводят к чрезвычайно малым значениям, далеким от 

возможностей обнаружения современной измерительной аппаратурой. 

Надежды возлагаются на гипотезы существования экзотических источ

ников. 

16.5. Воздействие грави-инерциальных волн на прибор 

Особо выделим вопрос о воздействии слабых грави-инерциальных 

волн на прибор. 

16.5.1. Поведение свободных пробных масс в слабой 
плоской грани-инерциальной волне 

Пусть пробные массы таковы, что можно выбрать сопутствующую 

им синхронную систему отсчета, и, кроме того, пусть тµ и направление 

распространения волны lµ находятся в кинеорометрической (хронооро
метрической) калибровке из метрики (16.4.28), в которой 

(16.5.1) 

А<< 1; В<< 1. Тогда, определяя тµ и lµ, можно сказать, что волновой 
процесс распространяется вдоль х1 . 

Возьмем точки-приборы, которые до прихода волны (при А = О, 

В = О) находились на одном расстоянии бr0 от какой-то выделенной 
точки О. Эти точки лежат на сфере радиуса бr 0 : 

бх2 + бх2 + бх2 = бr2 1 2 3 о· 

Здесь и далее, чтобы не путать степени с индексами, последние будем 

писать снизу. Когда волновой процесс достигает системы, расстояние 

между близкими точками задается формулой 

бr = бхi + бх§ + бх~ + а(бх§ - бх~) + 2(38х2бх3. (16.5.2) 

Характерно, что по определению данной калибровки пространственные 

координаты каждой точки-прибора неизменны, приборы «вморожены» 

в координатную сетку. 

Отдельно рассмотрим поведение свободных пробных масс для про

цессов двух типов. 
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1. Пусть а i= О, /3 = О, тогда 

or = J oxi +ОХ~+ ох~+ а(бх~ - дх~). (16.5.3) 

В координатном пространстве поверхность дr = or 0 = const является 
эллипсоидом: 

8х2 8х2 8х2 

s: ~ + s: ~ (1 +а)+ s: ~ (1 - а) = 1 (16.5.4) 
иr0 иr0 ur0 

с полуосями 8r0 , 8r0/)Г+а, дr0/~. В сечении х1 = const получим 
эллипс. Аналогично, окружность с координатным радиусом r 0 превра

тится в обратный эллипс. На рисунке 16.2 изображены в координатах 
плоской 2-мерной поверхности (х2 , х3 ) точки, попадающие на эллипс: 

(16.5.5) 

в течение периода волны. Примечательно, что есть два направления 

хз хз хз 
Зп/2 

хз 

х2 х2 х2 

Рис. 16.2. Поведение свободных пробных частиц в метрике слабой плоской 
грави-инерциальной волны (а f. О, /3 =О) 

бх2 = ±бхз, вдоль которых расстояния не меняются. 
2. Пусть а = О, /3 -/= О, тогда 

дr = J oxi +ох~ +ох~+ 2(Збх2дх3. (16.5.6) 

Опять поверхность дr = бr 0 = const образует эллипсоид. Сечение эллип
соида бх1 = О представляет собой эллипс: 

(16.5.7) 

который поворотом координат на угол () = 45° можно привести к кано
нической форме 

(16.5.8) 
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За период волны на этот эллипс попадают точки, изображенные на ри

сунке 16.3. Опять имеются два направления 8у2 = ±8у3 , вдоль которых 

расстояния не меняются. 

хз+ хз+ хз+ хз+ у2 

-- --х2 х2 

1 1 1 1 

f =0 f =7r/2 f =7r f=37r/2 

Рис. 16.З. Поведение свободных пробных частиц в метрике слабой плоской 

грави-инерциальной волны (а:= О, f3 =!=О) 

Рассмотренные два случая соответствуют двум возможным поля

ризациям свободного плоского грави-инерциального процесса. Таким 

образом, две поляризшции плоской свободной грави-инер'Циалъной вол

Н'Ы соответствуют периоди-ч,еским растяжениям и сжатиям 2-мер

ной поверхности одинаковой фаз'Ы вдолъ пар взаимно перпендикулярных 

направлений, повернутых относителъно друг друга на 45°. Направле
ния максимальных удлинений (сокращений) одной поляризации соот

ветствуют несмещающимся точкам другой поляризации и наоборот. 

16.5.2. Воздействие грани-инерциальных волн на детектор 

I. Постановка задачи 
Рассмотрим несвободные пробные частицы, моделирующие в упро

щенном виде твердотельные детекторы гравитационного излучения. 

Пусть на линейный осциллятор, который состоит из двух одинаковых 

частиц массой m 0 , соединенных пружиной жесткости k и длиной 2r0 

в ненапряженном состоянии и ориентированных вдоль направления х2 

(см. рис. 16.4), падает вдоль х1 плоско поляризованная волна, описыва
емая метрикой 

ds 2 = dx; - dxf - (1 - a)dx~ - (1 - a)dx5, (16.5.9) 

где а = А sin ( w /с) ( х0 - х1 ); А < < 1. Здесь для простоты оставлена 
лишь одна поляризация. Систему отсчета будем задавать хронометри

ческой калибровкой. Пространственные уравнения мировых линий масс 
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хз 

Рис. 16.4. Осциллятор из двух связанных пружиной масс 

записываются в данной калибровке следующим образом: 

d: = L~kp8vk + mai + 2pk(w~k - cfk) + Р, (16.5.10) 

где f:i - компоненты негравитационных сил, т. е. силы напряжения пру
жины Р и диссипативной силы. Нам понадобится только компонента 
уравнения вдоль х2 . 

Сила напряжения пружины (вдоль х2 ) F 2 пропорциональна ее жест
кости и абсолютному удлинению (индексы опять будем писать снизу) 

(16.5.11) 

где 6l2 = -hikдxi дхk - квадрат длины пружины ( дхi - разность коорди
нат ее концов). 

11. Качественный анализ процесса 
Для данного процесса можно указать три пары характерных миро

вых линий (рис. 16.5). Тонкие непрерывные линии соответствуют миро
вым линиям масс в отсутствие пружины (геодезические). Пунктирные 

линии изображают негеодезические мировые линии равновесия пружи

ны. Расстояние между ними всегда равно 2r0 • Жирными линиями по

казаны истинные мировые линии масс, связанных пружиной. В данной 

задаче имеются два положения равновесия: ненапряженное положение 

пружины и геодезические линии. Отклонения масс от них характеризу

ются соответственно величинами ~ и (. 
Рассмотрим поведение масс относительно трех систем отсчета, кон

груэнциям которых принадлежат три пары указанных мировых линий. 

При этом ограничимся рассмотрением одной лишь правой частицы. Кро

ме того, предположим, что до прихода гравитационной волны частица 

покоилась и пружина была в ненапряженном состоянии. Тогда скорости, 

приобретаемые массами, и смещения будут иметь порядок амплитуды 

падающей волны. 
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Рис. 16.5. Поведение осциллятора из двух связанных пружиной масс в метрике 
слабой плоской грави-инерциальной волны 

1. Синхронная система отсчета (i..<Jik = О, ai = О). Конгруэнции этой 

системы отсчета принадлежат тонкие и центральная штрих-пунктирная 

линии. Очевидно, что система координат, в которой записана метрика 

(16.5.9), является хронометрической для синхронной системы отсчета. 
Координата правой массы определяется выражением бх2 = r0 + (. Пре
небрежем величинами L~kp8vk и 2pkd1 (третьего и второго порядков ма
лости). Уравнение (16.5.10) тогда приобретает вид: 

(16.5.12) 

Из-за малости скоростей здесь и в дальнейшем пренебрегаем членами 

порядка ( v /с) 2 . Компонента :F2 силы напряжения пружины запишется 
следующим образом: 

F2=-2k ( Vh228x~-r0) =-2k ( y'(l+a)(r0 +() 2 -r0 ) c:::.-2k (а;о -(). 
(16.5.13) 

Подставляя это выражение в (16.5.12) и вводя диссипативную силу, по-
лучаем: 

d2( 2k л d( k 
- 2 + -( + -- = --ar0 • 

dt то то dt то 
(16.5.14) 

Если возле массы осциллятора (или торца цилиндра Вебера) под

весить покоящуюся до прихода волны пробную массу на длинной нити 

(или поместить рядом на борту спутника), то ( будет определяться от
носительным смещением пробной и связанной масс (или массы и торца 

цилиндра Вебера). 
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2. Сопутствующая массам система отсчета. Координаты рассматри
ваемых масс в этой системе отсчета неизменны. Тогда vi = pi = О, а 
уравнения (16.5.10) существенно упрощаются: 

(16.5.15) 

и имеют смысл равенства силы инерци·и силе напряжения пружины. 

Рассматриваемому случаю соответствует хронометрическая система ко

ординат, получающаяся из исходной, в которой записано (16.5.9), преоб
разованиями: 

хю =хо; х11 = х1 ; х'2=х2(1+17(хо)); х'з = хз, (16.5.16) 

где 17(х0 ) < < 1 и имеет порядок малости амплитуды падающей волны. 
В этой системе координат с точностью до величин первого порядка ма

лости имеем: 

9~о = 1; 
1 • 

902 :::::: Х21]; 9~2 = -(1 +а - 277) = -h~2· (16.5.17) 

Здесь и далее точка означает дифференцирование по времени выбран

ной системы отсчета. Подставляя последние соотношения в выражение 

для ускорения системы отсчета, получаем в точке нахождения массы 

(16.5.18) 

Силу напряжения пружины находим в виде 

F2 = -2k ( h~2 5x~2 - ro) = -2kr0 ( )(1 +а - 217 - 1) :::::: -2kr0 (~ -17) . 

(16.5.19) 
Подставляя два последних выражения в (16.5.15), получаем уравнение 
колебаний: 

d2 2k >..' d k 
dt2

(ro1J) + -(ro1J) + -dt(ro1J) = -aro. 
то то то 

(16.5.20) 

Здесь опять введена диссипативная сила. Это уравнение совпадает с 

(16.5.14), если ( = -r0 17. 
3. Система отсчета ненаnряженной пружины. Пусть ее конгруэн

ции принадлежат пунктирные линии и средняя мировая линия (на ри
сунке штрих-пунктирная). Остальные линии определяются из условия 

h~kx'ixik = const. В хронометрической системе координат этой системы 
отсчета пространственные координаты x'i мировых линий постоянны. 
Учитывая указанные условия, находим преобразования от исходной ко-
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ординатной системы, в которой записана метрика (16.5.9), в хрономет
рическую систему координат данной системы отсчета: 

х'о =хо; х'1 = х1; х'2 = х2 
( 1 - ~) ; х'з = хз. (16.5.21) 

Искомая метрика имеет вид: 

2 2 · 2 2 да 2 ds = dx 0 - x2adx0 dx2 -dx1 -dx2 - х2-8 dx1dx2 - (1 + a)dx3 . (16.5.22) 
Х1 

Координаты массы бх2 = r0 +~, где~ -малая величина порядка а. Сила 
напряжения пружины определяется выражением 

(16.5.23) 

Оставляя в уравнении движения только величины первого порядка ма

лости, получаем: 

(16.5.24) 

Учитывая, что в данной системе отсчета 

(16.5.25) 

и вводя диссипативную силу, находим уравнение колебаний 

d2~ 2k >.." d~ w2 

-+-~+-- = --aro. 
dt2 то то dt 2 

(16.5.26) 

III. Обсуждение результатов 
1) В использованном приближении упругие силы пружины во всех 

трех системах отсчета одинаковы, откуда следует, что 

~=ro(~-71) =~ro+(. (16.5.27) 

Подставив в уравнение (16.5.26) вместо~ величину r 0 (a/2-'r]), получаем 
уравнение (16.5.20). Таким образом, уравнения (16.5.26) и (16.5.20) опи
сывают колебания одной и той же мировой линии несвободной массы 

относительно двух положений равновесия: для пружины и геодезиче

ской. При резонансе, когда w = J2k/m0 , эти уравнения совпадают. При 
отсутствии гравитационной волны положения равновесия тождествен

ны и уравнения совпадают. В отсутствие пружины уравнения (16.5.14) 
и (16.5.20) тривиальны, а уравнение (16.5.26) описывает колебания сво
бодных масс. 
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2) Отметим, что в проведенных рассуждениях нигде не использова
лись понятия псевдотензора энергии-импульса или вектора энергии гра

витационной волны, а присутствовали лишь характеристики, присущие 

дуалистической геометрической парадигме. 

3) Во всех физически интерпретируемых выражениях выполняет
ся принцип целостности метафизических парадигм. В частности, в них 

присутствовали характеристики всех трех подкатегорий категории про

странства-времени: смещения в 4-мерно:м пространстве-времени, пара

метры пробной частицы, а также физических полей, которые олицетво

рялись силой напряжения пружины Fk. 
4) Можно также отметить, что в рассмотренных уравнениях движе

ния представлены все три подкатегории категории частиц: рассматри

ваемая пробная масса, одна из конкретных систем отсчета и влияние 

окружающей материи в виде метрики волнового типа. 

16.6. Проблема квантования гравитации 

Проблема «квантования гравитации» понималась (в широком смыс

ле) как об'()един,ен,ие прини,ипов двух столпов теорети:ческоu физики ХХ 

века: ОТО и квантовой теории поля. Поскольку эти два раздела опи

раются на разные системы понятий и принципов, такая двойственность 

чрезвычайно беспокоила физиков и на попытки ее решения были за

трачены огромные усилия (см. обзоры [14, 28)), так и не увенчавшиеся 
успехом. 

16.6.1. Метафизический характер проблемы квантования 
гравитации 

Как правило, физические теории возникали на базе накопленных на

блюдательных данных. В рассматриваемом же случае сложилась совер

шенно иная ситуация: в прошлом столетии не были непосредственно 

обнаружены даже гравитационные волны, представляющие собой клас

сический аспект гипотетических гравитонов. В этих условиях физикам

теоретикам приходилось опираться лишь на соображения метафизиче

ского характера. 

Главная причина неудач решения проблемы квантования гравитации 

состояла в том, что объединяемые теории принадлежат разным мета

физическим (дуалистическим) парадигмам, а исследователи пытались 

ее решить в рамках одной из них, тогда как необходим переход к мани-
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стической парадигме, основанной на новой обобщенной категории, объ

единяющей категории двух исходных парадигм. 

В рамках дуалистических парадигм фактически провозглашалась 

альтернатива: либо квантовую теорию выводить из геометрии, либо гео

метрию выводить из квантовой теории. Первой точки зрения придержи

вался А. Эйнштейн, который писал: «Мои усилия пополнить ОТО путем 

обобщения уравнений гравитации были предприняты отчасти в связи с 

предположением о том, что, по-видимому, разумная общая релятивист

ская теория поля, возможно, могла бы дать ключ к более совершенной 

квантовой теории. Это - скромная надежда, но никак не убеждение» 

[197, с. 6261. Отсутствие прогресса в этом направлении исследований 
позволило В. Гейзенбергу сделать вывод: «Однако он (А. Эйнштейн. -
Ю. В.) переоценил возможности геометрической точки зрения. Грану

лярная структура материи является следствием квантовой теории, а не 

геометрии; квантовая же теория касается очень фундаментального свой

ства нашего описания Природы, которое не содержалось в эйнштейнов

ской геометризации силовых полей» [44, с. 871. 
Противоположный подход к решению проблемы - в рамках физиче

ского дуалистического миропонимания - был представлен, в частности, 

в виде суперсимметричных теорий, где выбор N :::; 8 диктовался усло
вием, чтобы в мультиплете физических полей было представлено ( сре
ди других полей) лишь одно тензорное поле ранга 2, отождествляемое 
с гравитационным полем. Этот подход также не привел к осязаемому 

успеху. 

Исходя из изложенного, предлагается смотреть на полученные ре

зультаты в этой области исследований сквозь призму принципа допол

нительности метафизических парадигм, т. е. как на попытки разглядеть 

более глубин:н:ые основания физи'Ч.еского мироздания под отделън'Ьtми уг

лами зрения. 

Из рассмотрения этого вопроса в главе 12 в рамках геометрофизики 
можно сделать вывод, что в какой-то степени были правы и Эйнштейн, 

и Гейзенберг. Эйнштейн ощущал возможность пролить свет на кванто

вые закономерности в рамках более развитой геометрической теории, 

но для этого нужно было продолжить исследования многомерных гео

метрических моделей, начатые Т. Калуцей, О. Клейном, Ю. Б. Румером 

и другими авторами. Отметим, что здесь важную роль сыграла рабо

та А. Эйнштейна и П. Бергмана 1938 года [1961 о замкнутости скрытой 
5-й размерности. Прав был и В. Гейзенберг, поскольку невозможно по

лучить ответ на вопрос о причинах квантованности, т. е. «гранулярной 
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структуры материи», оставаясь в рамках лишь 4-мерной ОТО, без при

влечения скрытых размерностей (квантовой механики). 

Однако следует признать, что в большинстве исследований был пред

ставлен более прагматичный подход: предлагалось оперировать с при

вычными категориями 4-мерного пространства-времени, ( фермионны
ми) частицами и бозонными полями- переносчиками физических взаи

модействий, причем гравитационное поле (взаимодействие) рассматри

валось и квантовалось по образу и подобию электромагнитного поля. 

16.6.2. Замечания по некоторым исследованиям проблемы 
квантования гравитации 

1. Прежде всего, следует упомянуть цикл работ [3, 60], в которых 
предполагалось провести предварительную работу по выделению дина

.ми-ческих степеней свободы гравитшционного пол.я, предназначенных 

для квантования. Здесь имеются в виду работы П. Дирака [60], Р. Арно
витта, С. Дезера, Ч. Мизнера [3) и других авторов на базе дираковского 
канонического формализма ОТО. Работы этого направления упомяну

ты в главе 5. Реальным результатом этих исследований явилось лишь 
разделение 10 компонент метрического тензора 9µv на 4 компоненты тµ, 
формируемые из компонент 9оµ (описывающие 4-скорость системы от

счета), и 6 компонент 3-мерного метрического тензора hik, остающиеся 
кандидатами на описание динамических степеней свободы гравитацион

ного поля (гравитационных волн или гравитонов в квантовом аспекте 

теории). Попытки корректно осуществить следующие этапы отделения 

динамических степеней свободы от нединамических в самом общем слу

чае успеха не имели. 

2. Отдельно следует остановиться на исследованиях так называемых 
квантовых кос.мологи-ческих .моделей. В них речь идет не о вложении 

волновых функций отдельных частиц в искривленное пространство-вре

мя, а о квантовом описании материи всего мира, как бы «вморожен

ной» в пространство, когда вместо движения материи можно рассмат

ривать эволюцию сопутствующего пространства. В классической обла

сти это реализуется в однородных изотропных космологических моде

лях Фридмана (см. раздел 3.6.1). Возник соблазн построить квантовые 
аналоги классических моделей, в которых вместо физических характе

ристик материи выступали бы геометрические величины, описывающие 

пространство-время, куда «вморожена» материя. В такой замене усмат

ривается принципиально важный момент - квантовая теория материи 

как бы становится квантовой геометрической теорией. 



16.6. Проблема квантования гравитации 565 

Для решения этой задачи, прежде всего, необходимо было опереть

ся на нормальную сопутствующую материальной среде систему отсчета, 

где имеет место глобальное расщепление 4-мерного пространства-време

ни на время и ортогональное ему 3-мерное пространственное сечение. 

Состояние геометрической системы предлагается описывать компо

нентами 3-мерного метрического тензора во всех точках пространства. 

В работах Дж. Уилера и Б. ДеВитта для этой цели была разработа

на теория класси'Ческих суnерnространств (см. раздел 5.4.3), которые 
не следует путать с суперпространствами, содержащими грассмановы 

переменные. (Часто классическое суперпространство называют супер

пространством Уилера-ДеВитта.) В классическом суперпространстве 

введены понятия обобщенной метрики, геодезических линий и других 

уравнений в классическом пространстве. Особенно просто эти и другие 

уравнения в суперпространстве записываются для случаев 4-мерных ми

ров, характеризуемых всего несколькими параметрами, т. е. метриками с 

симметриями. Таковыми являются пространственные сечения однород

ных изотропных космологических моделей Фридмана или ряда других 

метрик. 

3. Схема квантования однородных изотропных космологических мо
делей Фридмана была проанализирована Б. ДеВиттом и продолжает об

суждаться многими другими авторами. Бралось одно из уравнений Эйн

штейна - компонента 00 (скалярная проекция уравнений Эйнштейна на 
время используемой системы отсчета) - так называемая гамильтонова 

связь, соответствующая энергии (гамильтониану системы). Геометриче

ская (левая) часть этого уравнения легко представляется в виде сум

мы двух частей, одну из которых можно трактовать как кинетическую, 

а вторую - как потенциальную энергию. Данная космологическая мо

дель очень проста в том смысле, что характеризуется всего одним пара

метром - радиусом мира R. Кинетическая часть энергии представляет
ся квадратом временной производной от R, т. е., можно сказать, имеет 

вид квадрата импульса. Далее предлагается переход к квантовой схеме, 

аналогичный стандартной процедуре квантования одной частицы, ко

гда от соотношения между энергией и импульсами частицы переходят к 

операторному выражению и получают волновое уравнение. В итоге по

лучается уравнение ДеВитта [55], напоминающее одномерное уравнение 
Клейна-Фока. Решения такого уравнения хорошо известны. Используя 

их, можно представить развитие мира (расширение, а затем сжатие) как 

эволюцию одномерного волнового пакета в суперпространстве. 

4. Следующий шаг был сделан Ч. Мизнером, который рассмотрел бо
лее сложную - однородную анизотропную космологическую модель (см. 
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раздел 4.3.3). Эволюция этой классической модели состоит в том, что 
мир сжимается и расширяется попеременно по-разному вдоль трех про

странственных направлений. В этом случае Вселенная характеризует

ся тремя параметрами: один параметр соответствует общему масштабу 

мира, а остальные два определяют степень его анизотропии. Процеду

ра, аналогичная случаю ДеВитта, приводит к трехмерному волновому 

уравнению Мизнера [106], опять по структуре напоминающему уравне
ние Клейна-Фока. В них роль времени выполняет масштабный фактор, 

а роль пространственных координат - параметры анизотропии. Опять 

эволюция мира описывается волновым пакетом. 

5. Эти две модели рассматриваются как первые шаги в направлении 
построения геометрической квантовой теории, однако здесь встретился 

ряд принципиальных трудностей: 

1) Прежде всего, не ясно, каким образом конкретно переходить от 
двух простых случаев к теориям с меньшими симметриями. 

2) Имеются трудности в выборе временного параметра эволюции для 
всего мира. Кроме того, имеются проблемы с заданием начальных и 

граничных условий при решении волновых уравнений для физической 

задачи такого сорта. 

3) Максимальные трудности возникают при физическом осмыслении 
полученных решений. Что означает функционал состояния для кванто

ванного мира, когда для него не существует внешнего классического 

прибора? Как понимать суперпозицию гармоник мира, описывающих 

множество различных миров, в том числе сжимающихся и расширяю

щихся? И т. д. 

Таким образом, уже на первых этапах развития программы, а они 

значительно растянулись на несколько десятилетий, возникло множест

во вопросов концептуального характера, на которые не было дано удо

влетворительных ответов. Многолетние попытки их решения убедили в 

том, что данная проблема имеет более глубокие корни, нежели это мно

гим представлялось на первых этапах исследований. Постепенно стано

вилось ясно, что здесь затрагивается фундамент представлений о клас

сическом пространстве-времени и о других ключевых понятиях физики. 

16.6.3. Гипотеза гравитонов 

Для полноты картины обрисуем ситуацию, сложившуюся в исследованиях 

гипотезы гравитонов в рамках триалистической парадигмы, т. е. теории лине

аризованного гравитационного поля. 
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1. Квантование свободноrо JШНеаризованноrо гравитационного поля 
Линеаризованное гравитационное поле (вторично) квантуется как тензор

ное поле второго ранга на фоне плоского пространства-времени по образу и 

подобию квантования электромагнитного поля. Для волновых функций 'Ра.fЗ 
в координатном представлении записываются перестановочные соотношения в 

виде 

[<;?а.rз(х), <;?µv(x')J = -ili1(7Ja.µ7Jf311 + 7Ja.v7Jf3µ, - 'r/a.(З'ТJµ,v)Do(x - х'), 

где Do(x) = i(2~p J eikxд(k2)c(k0)d4k. 

(16.6.1) 

Переход к импульсному представлению 'Ра.rз(х) -+ aa.fЗ(k) осуществляется 
посредством формулы 

(16.6.2) 

где еа.rз - коэффициенты поляризации. В импульсном представлении переста

новочные соотношения принимают вид 

(16.6.3) 

В квантованной теории гармонические координатные условия (1.4.31) бе
рутся в «ослабленном~. виде, т. е. как условия на функционалы состояния \w >: 

д~рµ,-11 
--\w >=О· 
дхv ' 

д + 
< w\ 

8
'Pµ,v =о. 
xv (16.6.4) 

Эти условия приводят к исключению вклада 8 лишних компонент в значениях 
энергии «свободного~. гравитационного поля: 

< Ро >=< w\ ~ j kod3 k { a!3 (k)a23 (k) + ~(a!2(k)-aj3 (k))(a22 (k)-a33 (k))} \w >, 

(16.6.5) 
т. е. опять остаются только две поперечно-поперечные компоненты а23 и 

(1/2)(а22 - а33 ). Эти две степени свободы в данной парадигме соответствуют 
двум типам гравитонов с двумя возможными проекциями спина ±2 на направ
ление движения (вдоль оси х1 ). 

11. Взаимодействие квантованного гравитационного поля с другими полями 
Для описания взаимодействия гравитационного поля с другими полями к 

плотности лагранжиана гравитационного поля (5.2.10) добавляется плотность 
лагранжианов других полей в искривленном пространстве-времени. В частно

сти, для случая взаимодействующих гравитационного gµ, 11 , электромагнитного 
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Аµ, спинорного фи скалярного Ф полей плотность лагранжиана записывается 
в виде 

т'2 Ф*Ф-iеg1'',дФ* А Ф+iegl'"ф* А дФ +gl'"e2A А Ф*Ф]. 
дхl' " µдх" µ " 

(16.6.6) 
Для случая линеаризованного гравитационного поля величины А, gl'", gl' (а:) 
следует разложить в ряды по малым добавкам <pµv к метрике Минковского 

согласно формулам (13.1.22)-(13.1.24). 
Зная плотность лагранжиана взаимодействия полей, стандартными мето

дами квантовой теории поля можно построить S-матрицу и, пользуясь диа

граммной техникой Фейнмана, рассчитывать конкретные процессы взаимных 

превращений различных частиц, включая гипотетические гравитоны. При 

этом члены третьего порядка и выше разложения плотности лагранжиана гра

витационного поля описывают превращения между самими гравитонами. 

111. Процессы гравитационных трансмутаций 
Гипотеза о возможности взаимных превращений гравитонов и квантов из

вестных видов материи была высказана в 1947 г. Д. Д. Иваненко (68, 69]. Впо
следствии гравитационные превращения исследовались в работах многих ав

торов (см. обзор в [28]). В частности, двухгравитонная аннигиляция пары фер
мионов описывается диаграммами Фейнмана, изображенными на рисунке 16.6. 
Сечение процесса ничтожно мало; так, для частиц в системе центра масс, об-

k~ k2 kl k~ k1 k; kJ k,;. ki k2 
i " " .... " " i 

\ 1 \ 1 \ 1 .... .... " " \ 1 
\ ( \ 1 \ 1 '( ;1' \ 1 

\ / \ 1 \ 1 .... \ / 

/\ Г\ Г\ 
1 '-v 
1 

~ Р1 Р2 
Р1 Р2 Р1 Р2 Р1 Р2 Р1 Р2 

Рис. 16.6. Диаграммы Фейнмана процесса двухгравитонной аннигиляции элек
тронно-позитронной пары 

ладающих скоростями с/100, сечение процесса а "" ~о- 110см2 . В ультрареля
тивистском случае, когда k 0 ,..., ре ~ mc2 , полное сечение процесса дается фор-

мулой ( )2 
2 ko ( ) а:::: r 0 те? , 16.6.7 
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где r 0 = 2Gm/c2 -гравитационный радиус электрона, т. е. сечение растет про
порционально квадрату энергии сталкивающихся частиц. Напомним, что се

чение двухфотонной аннигиляции пары фермионов в ультрарелятивистском 

случае убывает с ростом энергии а ,...., 1/ k~. При энергиях электронов и по
зитронов k 0 ~ 1021 mc2 сечение процессов двухгравитонной и двухфотонной 
аннигиляций имеют одинаковый порядок. 

Рассматривался также гипотетический процесс смешанной фотон-грави

тонной аннигиляции пары фермионов, который описывается теми же диа

граммами 16.6 с заменой одной гравитонной (пунктирной) линии на фотонную 
(волнистую) линию. Этот процесс мог бы оказаться более существенным, по
скольку его сечение пропорционально первой степени а ,...., k0 • При скоростях 

сталкивающихся частиц v ,...., с/100 сечение имеет порядок а ,...., 10-76см2 • В 
ультрарелятивистском случае сечение приближается к постоянному значению 

(16.6.8) 

где r е = е2 / mc2 • Согласно проведенным оценкам, за счет данного процесса 
можно ожидать от сверхновой звезды мощность гравитационного излучения 

порядка N ,...., 10 16эрг /сек. 
Производились оценки сечений процессов гравитационного тормозного из

лучения фотонов, в частности, в связи с попытками объяснить этим процессом 

космологическое красное смещение в спектре излучения далеких звезд. Оцен
ки показывают, что средняя энергия, теряемая фотоном на гравитационное 

излучение, дается формулой 

а2м2 
Лk0 ~ 104~k~nL, (16.6.9) 

где М ,...., 1044г - средняя масса галактик; п ,...., 10-68см-3 - плотность галак
тик в наблюдаемой части Вселенной; k0 - начальная энергия фотона; L - рас

стояние, пройденное фотоном. Для видимого света (k0 ,...., 10-12эрг) имеем 
дk0 / k0 ,...., L · 10-93 , тогда как красное смещение, обусловленное фридмановским 
разбеганием галактик, определяется величиной дk0/k0 ""L-10-28 и не зависит 
от начальной энергии фотона. Таким образом, данным эффектом невозможно 

объяснить фридмановское расширение Вселенной. 

Наиболее существенным представляется эффект превращения фотона в 
гравитон на внешнем электромагнитном поле, поскольку является эффек
том первого порядка по константе гравитационного взаимодействия. Однако 
в реальных условиях этот эффект также чрезвычайно мал. Так, суммарная 

мощность такого гравитационного излучения Солнца оценивается величиной 

N,...., 106эрг/сек. 
Исследовался ряд других эффектов с участием гипотетических гравитонов. 

IV. Критические замечания 
По поводу этого направления исследований можно высказать ряд веских 

критических замечаний: 

20-2979 
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1. Как было показано, все эффекты с участием гравитонов оказались чрез
вычайно малыми в мыслимых реальных условиях. Обычно авторы указывали 

на возможность их проявлений в неких экстремальных астрофизических про

цессах, таких как начальные стадии развития Вселенной или в окрестности 

черных дыр. 

2. Квантовая теория линеаризованного гравитационного поля неперенор
мируема. Напомним, это означает, что при учете более высоких порядков при

ближений (по константе G) возникают бесконечно большие величины, которые 
нельзя устранить подбором конечного числа бесконечных контрчленов. Дру

гими словами, учет членов, которыми пренебрегли при вычислениях эффектов 

низших порядков в линеаризованной теории, приводит к бессмысленным вы

ражениям. 

3. Ограничение лишь малыми добавками в метрике приводит к нарушению 
ряда основополагающих принципов ОТО, например, общей ковариантности. 

Таким образом, это направление исследований имеет весь набор недостат

ков, которыми обладают исследования слабых гравитационных волн. 

16.7. Пределы измеримости геометрических понятий 

Параллельное существование квантовой теории и ОТО, принадлежа

щих разным дуалистическим метафизическим парадигмам, накладыва

ет ограничение снизу на область применимости классических координат, 

а тем самым приводит к ряду концептуальных вопросов о сути мате

матического аппарата дифференциального исчисления, исходящего из 

постулата о существовании бесконечно малых смещений в координат

ном пространстве-времени. Это еще один вид парадигмальных проблем 

в теоретической физике. Рассмотрим этот вопрос более подробно, опи

раясь на мысленные эксперименты с участием характеристик всех клю

чевых категорий (подкатегорий:) физики. 

16.7.1. Планковская длина и коллективные ошибки 

1. Планковская длина 
Согласно закономерностям квантовой механики, вследствие соотно

шений неопределенности 

(16.7.1) 

невозможно сколь угодно точно одновременно измерить как координа

ту Xk, так и импульс Pk частицы. Однако отдельно координату части

цы можно измерить сколь угодно точно за счет сколь угодно больших 

неопределенностей импульса: дх 2: n/ др. При очень больших др (уль
трарелятивистский случай) можно положить др~ дЕ/с ,...., дmс, где 
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Е = mc2 - энергия, т - масса частицы. Следовательно, можно запи-
сать соотношение 1t 

Лх>-
- сЛm' 

(16.7.2) 

т. е. неограниченно увеличивая неопределенность массы Лm, можно из

мерить как угодно точно положение частицы. 

Согласно ОТО, вблизи точечной массы пространство-время описы

вается метрикой Шварцшильда, т. е" согласно (2.1.28), 

900 = 1- 2GЛm 
c2r 

(16.7.3) 

Расстояния остаются расстояниями, а время временем лишь до тех пор, 

пока сохраняется стандартная сигнатура 4-мерной метрики, т. е. пока 

900 >О. Полагая r,...., Лх, отсюда находим 

GЛm 
Лх > --

2
-. 

с 
(16.7.4) 

Умножая друг на друга (16.7.2) и (16.7.4), получаем для Лх ограничение 
снизу, определяемое комбинацией фундаментальных констант: 

2 Glt 2 
(Лх) > - 3 = lpz -+ 

с 

{fijj -33 
Лх > у~ ~ 1,6 · 10 см, (16. 7.5) 

т. е. из совместного у"tета закономерностей ОТО и квантовой меха

ники следует, "tто расстояние не может бытъ менъше планковской 

длин'Ы. Соотношение (16.7.5) называют индивидуальной ошибкой в изме
рении координат, тогда как (16.7.1) следует именовать парной ошибкой. 

Рассуждая аналогичным образом, можно прийти к результату для 

минимального интервала времени 

Лt > lpz. 
с 

(16.7.6) 

Данные рассуждения заставляют задуматься о том, имеем ли мы 

право вообще говорить о сколь угодно малых длинах (бесконечно малых 

величинах). 

С помощью фундаментальных физических констант планковской 

длине можно поставить в соответствие планковскую массу 

1 {di, 5 
mpz = 2 у С ,...., 1,1 · 10- г. (16.7.7) 

В работах ряда авторов обсуждался вопрос о возможном физическом 

смысле этой массы. Напомним, в многомерных геометрических моделях 
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автоматически возникают массы заряженных частиц, отличающиеся от 

планковской массы на постоянную тонкой структуры. В главах 9 и 10 
решалась задача перенормировки таких масс до наблюдаемых значений 

масс заряженных полей. 

11. Коллективная ошибка в измерениях символов Кристоффеля 
Естественно поставить вопрос о точности, с которой можно изме

рять коэффициенты связности, а точнее, физико-геометрические тен

зоры, которые им соответствуют. Произведем грубые оценки на основе 

уравнений геодезических вида 

1 dpµ 1 dx0 dxf3 
---- - -Гµ ---- -+ 
mc2 dt - с2 а(З dt dt 

1 д~ 
гµ ,....., __ _ 
оо mc2 дt . 

Используя (16.7.1), приходим к выражению 

п 
ЛГ дхдt 2:: -

2
. 

те 

(16. 7.8) 

(16. 7.9) 

Умножая обе части неравенства на (16.7.4), приходим к коллективной 
ошибке z2 

ЛГ(дх)2Лt > д. 
с 

(16.7.10) 

Полагая ЛГ ,....., дg/ дх, находим аналогичную коллективную ошибку с 
участием неопределенности в метрике 

z2 
дgдхдt > д. 

с 
(16.7.11) 

Заметим, что при дg,....., 1 опять приходим к соотношению (16.7.5). 

111. Электродинамический аналог 
Еще в рамках классической электродинамики Н. Бор и Розенфельд 

[12) исследовали вопрос, насколько точно можно измерить напряжен
ность электромагнитного поля. Исходя из формулы 

(16.7.12) 

они сделали вывод, что для обеспечения большой точности измерения 

напряженности нужны большие значения зарядов q: 

ЛЕ,....., ~др. 
q дt 

(16.7.13) 
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Используя соотношение неопределенностей (16.7.1), отсюда легко полу
чить коллективную ошибку в электродинамике 

п 
ЛЕЛхЛt 2: -, 

q 
(16.7.14) 

соответствующую геометрическому выражению (16.7.9). 
Следовательно, для более точного измерения электромагнитного по

ля необходимо брать достаточно большие заряды, которые сами изме

няют измеряемое поле. Эту трудность Бор и Розенфельд предлагали 

устранить, введя в рассмотрение незаряженные пружины. 

16.7.2. Мысленные эксперименты 

К изложенным выше результатам можно прийти с помощью иных 

мысленных экспериментов, в которых длина измерялась бы световыми 

сигналами, взвешиванием и т. д. Этот вопрос подробно анализировался 

в работах М. П. Бронштейна [17] (1936), Т. Редже [135] (1958), Х. Тре
дера [155] (1963) и ряда других авторов. Рассмотрим несколько таких 
мысленных экспериментов. 

1. Измерение посредством облучения светом 
Для того чтобы измерить положение пробной массы (системы) по

средством облучения ее светом, необходимо, чтобы его длина волны бы

ла меньше размеров массы..\< Лх, т. е. 
с с 

v = Л > Лх' (16.7.15) 

Поскольку квант света имеет энергию Е = hv, то, рассеиваясь на систе
ме с линейными размерами Лх, он создает в ней плотность энергии 

hv hc 
Е '"""Тоо"" (Лх)З > (Лх)4 . (16.7.16) 

Согласно уравнениям Эйнштейна, для компонент тензора Риччи можно 

произвести оценку 

сп 1 
R,...., ЛR > -;;з (Лх)4. (16.7.17) 

Отсюда можно оценить неопределенность в значениях символов Кри

стоффеля 

R ,...., дГ ,...., ЛГ -t zi1 ( 
дх Лх ЛГ,...., ЛRЛх > (Лх)з, 16.7.18) 

т. е. рассеиваемый свет создает неопределенность в символах Кристоф

феля такой же величины, как при измерении пробной массой, соглано 

(16.7.10). 



574 Глава 16. Парадигмальные проблемы общей теории относительности 

11. Измерение испусканием света 
Определим неопределенность геометрических величин в эксперимен

тах по измерению гравитационного красного смещения. Испускание све

та частотой v приводит, согласно формуле Эйнштейна, к изменению мае-
сы излучающей системы 

hv 
Лm= 2 , 

с 
(16.7.19) 

что сказывается на изменении метрики, создаваемой излучающей систе

мой, в частности 

( 
2mG) Gдm Ghv 

Лgоо = Д 1- -2- ~ -Т-д ~ -Т---д . 
cr с х с х 

(16.7.20) 

Здесь положено, что неопределенность дх порядка r. Учитывая, что 
частота испущенного света связана с размерами системы согласно 

(16.7.15), находим неопределенность в значении метрики 

Gh 1 
Лgоо > ~ (Лх) 2 , (16.7.21) 

что совпадает с оценкой в (16.7.11). Отсюда следует оценка (16.7.18) для 
символов Кристоффеля. 

Для гравитационного красного смещения можно также записать 

дv 1 дr.р 
- = -(r.p1 - r.p2) = -. 
v с2 с2 

(16.7.22) 

Учитывая, что потенциалы в точках наблюдения и испускания опреде

ляются формулой r.p = Gm/r, на основании (16.7.20) опять приходим к 
оценке 

л(л;) (16.7.23) 

111. Измерение посредством математического маятника 
Рассмотрим мысленный эксперимент по определению геометриче

ских величин (физико-геометрической величины ak) посредством ма
тематического маятника длины l. Из известной формулы для периода 
колебаний имеем выражение для ускорения свободного падения 

т = 27Г fI. --t 

у~ 
(16. 7.24) 

Воспользуемся тем фактом, что максимальные значения кинетиче

ской и потенциальной энергий маятника равны друг другу: 

Р2 mg(o)za.2 
Emax = Иmах --t 

2
m = mg(o)H = mg(o)Z(l-cos а) ,....., 

2 
, (16.7.25) 
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где использовано предположение о малости угла отклонения маятника 

от вертикали 1 - cosa г-v 2sin2 (a/2) г-v а2 /2. Вводя обозначение для 
удвоенной амплитуды колебаний маятника l sin а "' la = дх /2 и полагая 
в оценках дх << l, можно записать 

mg(0J(дx)2 

Иmах С::: Sl < тg(о)Лх. (16.7.26) 

Перейдем от (16.7.26) к соотношению неопределенностей в левой и 
правой частях: 

(16.7.27) 

где v rv дх/Т-скорость маятника. Учитывая, что из квантовомехани

ческого соотношения неопределенностей ЛЕ > v!i/ дх, а также (16.7.26), 
находим 

( m9(о)(дх)
2 ) v!i 

Л(m9(о)Лх) = (дg(oJ)(mдx) > д Sl > дх. (16. 7.28) 

Умножая левую и правую части этого соотношения на очевидное нера

венство дх > mG / с2 , приходим к выражению 

(16.7.29) 

Учитывая, что ускорение свободного падения связано с вектором ускоре

ния системы отсчета g(o) = а 1 /с2 , приходим к согласию с оценкой неопре
деленностей символов Кристоффеля (или физико-геометрических тен

зоров) (16.7.18). 

IV. Измерение посредством пружинного динамометра 
Пусть масса т подвешена на пружине жесткости k, тогда измере

ние ускорения свободного падения 9(о) основано на известной формуле 

равновесия пружины 

kдl 
mg(o) = kдl --t 9(о) = -, 

т 
(16.7.30) 

где Лl = дх /2 - удлинение пружины под действием силы тяжести 

груза. 

Неопределенность в значении ускорения свободного падения обуслов

лена неопределенностью в жесткости пружины 

(16.7.31) 

Опять запишем условие равенства максимальных кинетической и потен

циальной энергий и соответствующее ему соотношение для неопределен-



576 Глава 16. Парадигмальные проблемы общей теории относительности 

ностей: 

.i_ = k (дх)2 -+ vдр = дk (дх)2. 
2m 8 8 

(16.7.32) 

Учитывая условие неопределенностей для импульса др ~ !i/ дх, нахо
дим для неопределенности жесткости пружины 

v!i 
Дk > (Дх)З. (16.7.33) 

Подставляя сюда оценку для скорости груза v ,...., дх /Т и умножая обе 
части неравенства на очевидное соотношение Лх > mG / с2 , находим из 
(16.7.31) оценку для неопределенности ускорения свободного падения 

Лх 2 с 
Лg(о),...., т Лk > lр1Т(Лх)2' (16.7.34) 

совпадающую с (16.7.29). 



Заключение 

Завершая изложение основ геометрофизики, сформулируем ряд вы

водов, которые представляют интерес для дальнейшего изучения данной 

проблематики. 

1. Выводы общего характера 
1) Есть основания полагать, что история теории физических взаимо

действий могла бы оказаться иной и физика могла пойти по пути разви

тия многомерных геометрических моделей типа теорий Калуцы и Клей

на. Однако этому помешали проблемы, которые не могли быть решены 

в 20-е-30-е годы. Кроме того, каждое увеличение геометрической раз

мерности требовало преодоления сложного психологического барьера. 

Так было в первой половине XIX века, когда решался вопрос о перехо
де от теории двумерных искривленных поверхностей к представлениям 

об искривленных 3-мерных пространствах, и в начале ХХ века, когда с 

открытием теории относительности был совершен переход к 4-мерному 

пространству-времени. 

Во второй половине ХХ века магистральное направление развития 

теории физических взаимодействий было основано на калибровочном 

подходе, возникшем благодаря накопленному к тому времени экспери

ментальному материалу. Кроме того, он представлялся менее проблема

тичным, так как позволял обойтись формальными приемами в рамках 

4-мерного пространства-времени. В итоге пионерские работы 20-х-30-х 

годов в области 5-мерных (многомерных) теорий оказались преждевре

менными. 

2) Геометрофизика нацелена на осуществление программы

минимум Эйнштейна, т. е. на реализацию идеи о геометризации всех 

бозонных полей переносчиков физических взаимодействий по образу и 

подобию гравитации (ОТО). Эту программу можно осуществить, объ

единив на геометрической основе теории гравитационных, сильных и 

электрослабых взаимодействий, если увеличить размерность использу

емого пространственно-временного многообразия. 

3) В рамках геометрофизики для описания, известных видов физи'Ч.е
ских взаимодействий достато'Ч.но исполъзоватъ пространственно-вре-
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.ме'Н'НОе .м'Ногообразие вось.ми из.мере'Ний, характеризующихся удивитель

ной симметрией между четырьмя явными (классическими) и четырьмя 

скрытыми размерностями. Эта симметрия относится не только к оди

наковому числу явных и скрытых размерностей, но и к факту выде

ленности по одной особой координате в каждом из них. В классическом 

пространстве-времени это одна времени-подобная координата х0 , а среди 

скрытых размерностей - клейновская координата х4 . 

П. Выводы, сделанные в рамках 4-мерной ОТО 

1) Эйнштейновская ОТО описывает .метрические соотношени.я 
.между точка.ми-событи.я.ми физического .мира. 

2) Дл.я, описа'Ни.я, наблюдае.мых величи'Н в ра.мках ОТО необходи.мо 

введе'Ние в искривленное пространство-врем.я дополнитель'Ной струк

туры в виде времени-подобной конгруэнции мировых линий системы 

отсчета, пространственно-подобных векторов системы ориентаций или 

иных физически определенных понятий (например, соответствующих 

средствам радиолокации). 

3) Коорди'Нат'Ные системы и систе.мы отсчета представл.яют собой 
при~-щипиалыю различн:ые и не своди.мъtе друг к другу пон.я,ти.я,. Коорди

натные системы означают лишь нумерацию точек пространства-време

ни, которая может выбираться в широких пределах. Конгруэнция линий 

системы отсчета не зависит от выбора нумерации точек, однако среди 

множества координатных систем можно выбрать наиболее удобные, так 

или иначе привязанные к используемой конгруэнции, что осуществля

ется специальным соглашением. 

4) В ОТО наблюдаемы.ми величина.ми .могут быть лишь скал.яры, 
т. е. тензорные выражения, спроектированные на физически выделен

ные направления (на монаду системы отсчета или физически заданные 

компоненты тетрады). Все утверждения о якобы «недостатках» ОТО в 

связи с неоднозначностью в ней выбора координатных систем представ

ляются беспочвенными. 

111. Выводы относительно проявлений скрытых размерностей в клас
сических 4 измерениях 

1) В рамках .много.мерной геометрической теории ( гео.метрофизи
ки) .мож'Но описать ос'Нов'Нъtе следстви.я, калиброво'Ч'Ного подхода к рас

с.мотрению физических взаимодействий, однако геометрическое миро

понимание исходит из совершенно иных базовых понятий, принципов, 

способов рассуждений и приоритетов. В рамках геометрофизики фун

даментальные физические взаимодействия, исключая гравитационное, 
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понимаются как проявление дополнительных (скрытых) размерностей 

искривленного пространства-времени. 

2) Закономерности эйнштейновской ОТО и следствия теории 

силь·нiых взаимодействий (хромодина.м.ики) об5единяются в рамках В

.мерной геометри'Ч.еской теории. 

4) Геометрофизика вскрывает вложенность теории электрослабых 
взаимодействий в 8-.м.ерную теорию грави-сильных взаимодействий 

при понижении размерности до 7 посредством склейки двух из трех 
скрытых координат калуцевского типа ( х5 , х6 , х 7). 

5) Нали'Ч.ие именно трех поколений элементарнъ~х 'Ч.астич в элек

трослабых взаимодействиях обосновывается в геометрофизике тремя 

вариантами склеuки двух из трех скрытых размерностей калуv,евского 

типа. 

6) При склейке пары калуцевских координат 8 векторных глюон
ных полей сильных взаимодеuствий превращаются в 4 промежуто'Ч
ных векторных поля теории электрослабых взаимодеuствий: два ней

тральных (Аµ и Zµ) и два заряженных (Wj=) векторных бозона. 
7) При следующем понижении размерности на единицу осуществ

ляется переход от многомерной теории взаимодействий в микромире к 

6-мерной теории грави-электромагнитных взаимодействий, которую ес

тественно назвать теорией Калуцы-Клейна. (Это достигается вторич

ной склейкой двух координат калуцевского типа, т. е. посредством вы

хода на гиперповерхность х5 = х6 = х 7 .) 

8) Следующее понижение размерности приводит к двум вариантам 
5-мерных теорий Калуцы и Клейна, предназначенным для описания раз

ных сторон физической реальности. Теория Калуцы строилась для гео

метризации электромагнитных взаимодействий, тогда как 5-мерная тео

рия Клейна-Фока-Румера была направлена на геометризацию кванто

вой механики и описание масс элементарных частиц. 

IV. Выводы относительно физического смысла скрытых размерно
стей 

1) Для доказательства н.али-ч.ия скрытых размерностей нет надоб
ности в постановке специалънъtх экспериментов- само существование 

электрослабых и сильных взаимодействий служит их обоснованием. 

2) В данном подходе .массы и заряды -ч.астиц имеют смысл импулъ
сов, соответствующих скрытъtм размерностям. 

3) В геометрофизике дополнительные (скрытые) координаты ис

ключаются из теории усреднениями ( интегрированиями) по периодам 
компактификации этих координат. В результате многомерность и соот-
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ветствующие многомерные симметрии проявляются в импульсном про

странстве. Компактификацию дополнителы-tых размерностей можно 

пониматъ как математи'Ческий прием, позволяющий построитъ тео

рию, исходя из (перви'Чно заданного} многомерного координатного (а не 

импулъсного) пространства. 

4) Три скрытъtе размерности калуцевского типа характеризуются 
собственной внутренней геометрией с определенной физической интер

претацией. В этой геометрии ключевую роль играют правильные мно

гогранники. Так, свойства сильно взаимодействующих кварков описы

ваются кубом, тетраэдром и октаэдром, а электрослабым образом взаи

модействующие кварки - икосаэдром. 

5) Компактифицированная размерностъ клейновского типа 

(х4 -t s) позволяет представитъ геометри'Ческую интерпретацию 
закономерностей квантовой механики, что нашло свое отражение в 

исследованиях по «5-оптике» Ю. Б. Румера. Для описания электро

магнитных взаимодействий в геометризованной квантовой механике 

необходимо использовать 6-мерную теорию Калуцы-Клейна. 

6) Опыт построения многомерных геометрических теорий позволя
ет квалифицироватъ попытки обоснования компактификации допол

нителъных размерностей в рамках класси'Ческого геометри'Ческого под

хода как бесперспективные. В исследованиях подобного рода исходят из 

неоправданной, по нашему мнению, посылки о первичности некомпакти

фицированных координатных размерностей, тогда как предпочтитель

ней обратный ход рассуждений - исходить из первичности компактифи

цированных размерностей и обосновывать появление четырех классиче

ских некомпактифицированных координатных размерностей. 

V. Выводы метафизического характера 
1) Метафизический анализ ситуации, сложившейся в современной 

теоретической физике, позволяет классифицироватъ известные теории 

и исследователъские программы по несколъким метафизи'Ческим пара

дигмам (миропониманиям}, различающимся числом и характером ка

тегорий, положенных в их основание. 

2) Традиционный подход, представленный в курсах общей физики, 
следует отнести к триалистической метафизической парадигме (ньюто

нова типа), поскольку он опирается на три клю'Чевые физи'Ческие кате
гории: пространство-время, 'Частицы (тела} и поля перенос'Чиков вза

имодействий. 

3) В теорети'Ческой физике ХХ века главнъtе исследования велисъ в 
рамках трех дуалисти'Ческих метафизи'Ческих парадигм ( миропонима-
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ний), в которых пары исходных категорий триалистической парадигмы 

заменялись на обобщенные категории. В геометрическом миропонима

нии (в геометрофизике) категории пространства-времени и полей пере

носчиков взаимодействий объединены в обобщенную категорию много

мерного искривленного пространства-времени. В физическом миропони

мании (в теории поля) категории частиц и полей переносчиков взаимо

действий объединены в обобщенную категорию поля амплитуды веро

ятности. В реляционном понимании категории пространства-времени и 

частиц объединены в обобщенную категорию парных отношений. Таким 

образом, геометрофизика представляет собой одно из трех возможных 

дуалистических миропониманий. 

4) Метафизи'Ческий анализ позволяет обr,яснитъ неуда'Чи .многолет
них исследований ряда проблем ОТО их парадиг.малън'Ы.м характером, 

обусловленным либо смешением понятий, присущих разным метафизи

ческим парадигмам, либо абсолютизацией (превышением смысла) кате

горий используемой парадигмы. 

5) Сравнительный анализ дуалистических миропониманий позволя
ет сформулировать ряд принципов метафизического характера: принцип 

фрактальности, консонанса дуалистических парадигм и другие (см. вы

воды в конце главы 15). Среди них следует выделить принцип допол
нительности, обобщающий известный квантовомеханический принцип 

Н. Бора: .метафизи'Ческие парадигмы не противоре'Чат, а дополняют 

друг друга, представляют собой видения одной и той же физи'Ческой 

реалъности под разнъt.ми угла.ми зрения. 

6) Теорети'Ческую физику ХХ века .можно трактоватъ как про.ме
жуточный этап на пути от триалистической парадигмы - 'Через тео

рии дуалисти'Ческих парадигм - к .монисmи'Ческой . Попытки выхода на 
искомую единую теорию («всего») отчетливо проявляются в рамках всех 

трех миропониманий, в том числе и в геометрофизике. Но вопрос - ка

кой из трех названных путей окажется наиболее успешным? - остается 

открытым. 

И хотя геометрофизика представляет собой одно из направлений по

иска объединенной физической теории, ряд ее принципов и выявленных 

закономерностей, несомненно, будет отражен в основаниях новой тео

рии, соответствующей монистической парадигме. Автору хотелось бы 

надеяться, что изложенные в книге соображения будут полезны при ре

шении данной стратегической задачи. 



Приложение 
На пути -к монистическои парадигме 

• 
Изложенным выше можно было бы завершить книгу. Однако не хоте

лось бы ограничиваться лишь констатацией общей тенденции перехода 

к монистической парадигме тремя возможными путями, где геометро

физика представляет собой только один из них. На главном, - физиче

ском, - направлении работают тысячи исследователей, и их результа

ты и встретившиеся трудности хорошо известны. Без должного внима

ния оставлено третье - реляционное - направление, неоднократно при

носившее первоклассные результаты. 

На базе реляционной парадигмы, обогащенной результатами и мето

дами геометрофизики (и теорий физического миропонимания), сформу

лированы основы нового, монистического подхода, названного автором 

бинарной геометрофизикой (или протофизикой) (см. [35, 36, 41]). В ходе 
ее развития выявился ряд параллелей с изложенной в настоящей книге 

геометрофизикой. Назовем главные из них. 

1. При анализе дуалистической реляционной парадигмы было пока
зано, что как само парное отношение, так и действие взаимодействия 

фактически представляют собой метрики (метрические отношения), за

даваемые для пар элементов. Это подсказывает мысль о поиске единого 

обобщенного мероопределения, которое включало бы в себя два меро

определения и составило одну обобщенную категорию монистической 

парадигмы. Этот ход мысли аналогичен соображениям, позволившим 

перейти от 4-мерной ОТО к геометрической теории больших размер

ностей. Напомним, этот переход был основан на введении обобщенной 

(многомерной) метрики, включающей в себя компоненты 4-мерной мет

рики и физических полей. 

2. Рассмотренная выше реляционная парадигма имела классический 
характер, т. е. не распространялась на квантовые закономерности, наи

более полно описываемые в рамках физического миропонимания. Неод

нократно подчеркивалось, что переход к квантовым закономерностям 

связывается со своеобразным извлечением «квадратного корня» из клас

сических величин (и понятий). В частности, сама категория амплитуды 

вероятности оказывается связанной с извлечением «квадратного кор-



Приложение. На пути к монистической парадигме 583 

ня» из классической вероятности. Оказывается, в рамках реляционного 

подхода имеется обобщение унарных систем вещественных отношений 

(УеВО) на так называемые бинарные системы комплексных отношений 

(ВеКО), которые можно понимать как своеобразный «корень квадрат
ный» из унарных систем вещественных отношений. 

в основе теории веко (см. [35, 36] и [92]) лежат представления о 
двух множествах элементов, которые физически интерпретируются как 

описывающие начальные и конечные состояния микросистем. Таким об

разом, теория веко предназначена, как и квантовая теория, для описа

ния элементарного звена любого процесса - перехода системы из одного 

состояния в другое. 

3. Для каждой пары элементов из двух разных множеств веко опре
делено комплексное число - комплексная метрика. Эти числа не произ

вольны, а удовлетворяют некоторому закону, аналогичному упомяну

тому в главе 15 закону для унарных систем вещественных отношений, 
только теперь ранг описывается двумя целыми числами (r,s), характери
зующими количества элементов из двух множеств, для которых пишется 

закон системы отношений. 

По-прежнему постулируется принцип фундаменталъной симмет

рии, выполняющийся для любых r элементов первого множества и лю
бых s элементов второго множества. В итоге получается своеобразная 
бинарная геометрия. От фундаментальной симметрии можно перейти к 

групповым симметриям, используемым в общепринятых теориях поля и 

в геометрии. 

4. Для перехода к унарным геометриям, которым соответствуют тео
рии УСВО, необходимо произвести своеобразную склейку пар элементов 

двух множеств бинарной системы отношений в новые элементы одного 

множества, на котором определяется УСВО. Новые парные отношения 

УСВО между составными элементами строятся квадратичным образом 

из комплексных отношений бинарной системы. 

Для получения унарной системы вещественных отношений, соответ

ствующей 4-мерной геометрии с группой Лоренца, необходимо использо
вать теорию веко ранга (3,3). При этом комплексные парные отноше
ния бинарной геометрии соответствуют вещественной метрике 4-мерного 
многообразия с сигнатурой ( + - - - ) . 

5. Для получения выражений, соответствующих лагранжианам из
вестных видов физических взаимодействий, следует использовать тео

рию веко ранга (6,6), т. е. необходимо перейти к своеобразному бинар
ному многомерию с двумя тройками дополнительных рангов в двух мно

жествах. Этот факт соответствует в (унарной) геометрофизике переходу 
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от 4 классических координат к 8-мерному искривленному пространству
времени с 4 скрытыми (унарными) размерностями. Ранг бинарной гео
метрии соответствует геометрической размерности. 

6. Элементы веко характеризуются параметрами, представляющи
ми собой отношения этих элементов к системе базисных элементов. Чис

ло базисных элементов, равное числу параметров, жестко связано с ран

гом. Для ранга (6,6) это число рано 5. Параметры играют роль компо
нент (координат) в обычной геометрии. 

7. Аналогично тому, как в геометрофизике координаты многомерно
го пространства-времени делились на явные (классические) и скрытые, 

в бинарной геометрофизике 5 комплексных параметров делятся на 2 
внешних и 3 внутренних. Из двух внешних параметров, представляющих 
собой 2-компонентные спиноры, строятся компоненты 4-мерных скоро

стей (импульсов) частиц, а из 3 внутренних параметров определяют
ся заряды элементарных частиц. Здесь также имеет место соответствие 

с геометрофизикой, где заряды частиц соответствуют дополнительным 

компонентам многомерных скоростей. 

8. В бинарной геометрофизике существует аналог объединенной тео
рии сильных и электрослабых взаимодействий, в значительной мере со

ответствующий объединенной теории, построенной в рамках геометро

физики. Подробное изложение этих результатов не входит в задачу этой 

книги (см. [36]), поэтому ограничимся перечислением главных из них. 
1) Общий случай веко ранга (6,6) соответствует основным чертам 

теории сильных взаимодействий ( хромодинамики) и общему случаю 8 
измерений в геометрофизике. 

2) Аналог теории электрослабых взаимодействий получается в ре
зультате своеобразного редуцирования веко ранга (6,6) по внутренним 
параметрам к теории меньшего ранга, что соответствует в геометрофи

зике переходу от 8-мерия к 7-мерию посредством уменьшения до двух 
скрытых размерностей калуцевского типа. 

3) В бинарной геометрофизике, как и вообще в реляционной парадиг
ме, среди первичных положений отсутствует понятие полей переносчи

ков взаимодействий. Вместо них выступают парные отношения и харак

теристики частиц (скорости), также конструируемые из парных отноше

ний. Из этих понятий можно образовать вспомогательные выражения, 

соответствующие полям в физическом миропонимании. 

Вспомогательные понятия, соответствующие глюонам в хромодина

мике, при редуцировании к меньшему рангу переходят в выражения, 

соответствующие промежуточным бозонам в теории электрослабых вза

имодействий. 
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4) В бинарной геометрофизике все фермионные частицы описывают
ся эквивалентным образом через три элемента веко ранга (6,6). Таким 
образом, внутренние (зарядовые) характеристики частиц описываются 

3 х 3-матрицами из внутренних параметров, тогда как импульсы ча
стиц определяются 3 х 2-матрицами из (спинорных) внешних парамет
ров. Кварки, массивные лептоны и нейтрино отличаются друг от друга 

количеством нулевых столбцов в 3 х 2-матрицах внешних параметров, 
в чем можно увидеть аналогию с различными зависимостями волновых 

функций частиц от скрытых размерностей в геометрофизике. 

9. В рамках бинарной геометрофизики аналог теории электромаг
нитных взаимодействий получается вторичным редуцированием теории 

веко уже до ранга (4,4), что соответствует в геометрофизике пониже
нию размерности до 6 или 5 путем понижения числа скрытых размер
ностей калуцевского типа. 

10. В бинарной геометрофизике гравитационное взаимодействие име
ет вторичный, производный характер. 
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